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Das  Problem  des  Pappus  ad  tres  aut  plares  lineas 
im  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  Kegelsefciiitte 
durch  die  Methode  der  Syathesis  und  der  Coordinaten. 

Tob 

\  Herrn  Br'dndli, 

t  Gymnasiallehrer  in  Schaffhaoaen* 


§.  1. 

Begriff  des  PrMems  im  weiiem  Sinn, 

Nach  C h a s I e 8 Geschichte  der  Geometrie'',  übersetzt  ron 
Sohncke,  S.  35.  besteht  dan  genannte  Problem  im  freitern  Sinn 
io  folgender  Ortsbestimmung: 

Gegeben  mehrere  feste  Gerade,  geschieden  in  zwei 
(iruppen  oder  »-Seite,  nämlich:  (A^ ,  A^y  A^,  , , . ,  An) 
ü n (1  {Bi ,  ,  . . . .  ßf^ ,  beide  von  o-lcichor  Anzahl  Gera- 
der oder  Seiten;  aus  einem  hei ie bissen  Punkte  P  gebe 
nach  jeder  Geraden  eine  Gerade  als  Strahl,  iro  Ganzen 
nach  allen  festen  Geraden  zwei  Gruppen  von  Strahlen 
•der  zwei  Strahlenbflscbel,  nämlich:  (Ri$  R^*  ....£•) 
and  (ji  y  r^,  ...*rn),  entsprechend  jenen  zwei  Gruppen 
der  festen  Geraden  oder  den  beiden  n-Seifen;  jeder 
Strahl  Rk  oder  n  bilde  ferner  mit  der  zugehörigen 
ifaalen  Geraden  einen  der  Gr8aae  naeh  beständigen 
Winkel  fk  oder  ßt,  welche  Winkel 

^»  ^$         ••••  •••• 

ti»  ß%»  ßM»*'»»ßk,»*"ß»  entweder  alle  nngleieh,  oder  alle 
gleieb«  oder  nar  tbeifweise  gleich  sein  kennen,  und 
(t»ar  so:  dass  die  Gloiebhelt  nur  Statt  findet  zwischen 
den  Winkeln  jeder  Gruppe  unter  sich»  entweder  theil» 
^•ise  oder  Im  Ganzen,  oder  so:  dass  thellweise  oder 
durchgehende  Gleichheit  Statt  findet  zwischen  den 
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Winkeln  der  eineD  Grnppo  und  den  Winkeln  der  andern 
Gruppe:  unter  diesen  Voraossetznngen  alee  sn  be- 
stimmen einen  solclien  Ort  für  den  gemelnseliaftllclieii 
Mittelpunkt  P  jener  zwei  StrablenbOscbel«  dass  daa 
Prodnct  aus  den  Strahlen  des  einen  Büschels  snin 
Product  aus  den  Strahlen  des  andern  Büschels  is 
einem  unTerSnderlichen  Terhftitnisse  stehe. 


Besondere  Fälle. 

Unter  den  Elementen  dieses  all!»pmeiiien  Problems  kiiniien  aucli 
wiederholte  vorkommen;  welcher  Fall  eintritt^  wenn  z.  B.  zwei 
oder  mehrere  feste  Gerade  in  der  einen  oder  in  beiden  Gruppei 
In  eine  zusammenfallen  und  zugleich  die  Winkel  zwischen  diesen 
zusammenfallenden  Geraden  und  ihren  Strahlen  unter  sich  gleich 
werden»  und  In  Folge  auch  diese  Strahlen  In  einen  susammes' 
fallen»  so  dass  dann  In  den  Producten  Potenzen  zusammenlallen 
der  Strahlen  vorkommen.  Den  einfachsten  Fall  der  Art,  wo  fSi 
drei  feste  Gerade  das  Quadrat  eines  Strahls»  der  zugleich  senk 
recht  auf  der  sugebOrigen  festen  Grundlinie  steht,  zum  Produc 
der  beiden  andern  ebenfalls  auf  ihren  festen  Geraden  senkrech 
ten  Strahlen  in  einem  beständigen  VerhSitnisse  steht»  oder  wt 
ein  Dreieck  entsteht  aus  einem  Viereck  durch  das  Znsamm^ 
fallen  zweier  Seiten:  diesen  besondern  Fall  werden  wir  untei 
hervorheben  und  ansfiahrlich  behandeb»  sowohl  synthetisch,  al 
nach  der  Coordiimtenmethode,  mit  der  noch  nähern  Bestimmung 
dass  das  VerhSitniss  jener  Prodiicte  aus  den  Strahlen  den  Wert 
1  annehme,  oder  dass  das  Quadrat  eines  Strahles  (Perpendikeh 
gleich  sei  dem  Prodncte  der  beiden  andern  Strahlen  (Perpendikel 
Den  W^erth  1  kann  übrigens  das  Verhältniss  der  Produete  au< 
unter  andern  Umständen  annehmen  ^  hei  vier  und  mehreren  Ger 
den,  bei  zusammenfalieDden  und  getrennt  bleibenden  Elemente 
wie  sich  von  selbst  versteht. 


«.2.  I 

und  Zueauumenhang  des  RrMemt  mtl  der  Tkem^ 

der  KegelsehniUe. 

JNacb  P  appus  war  das  Problem  im  weitern  Sinne  eine  VilÄ^ 
der  Alten  und  blieb  daher  unberührt,  bis  ihm  Descartes  «| 
neue  Berühmtheit  verschaffte  dadurch»  dass  die  erste  Anwendi 
seiner  aDalytischen  Geometrie  oder  Coordinaten^Cieometrie  besti 
in  der  Luffung  dieses  Problems  durch  dieselbe.  Seit  Desear^ 

-  I 

I 
I 

I 
I 
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ut  das  Pfüblem  daher  bekannt  unter  dem  Namen  „Problem  des 
Pappus obgleich  es  schon  deii  Scharfsinn  eines  Euklides  und 
Äpolloii  iiJ8  erprobt  hatte.  Diese  (•eometer  des  Alterthums  haben 
die  Aufgabe  gerade  nur  für  drei  oder  vier  Gerade  gelöst,  in  «el- 
cheiB  Falle  der  gesuchte  geometrische  Ort  ein  Kegelschnitt  ist, 
<rie  nachher  bewiesen  werden  poII,  woraus  weiter  lolgendo  allge- 
meine Eigenschaft  der  Kegelschnitte  hervorgeht:  Wenn  ein  he- 
iiebiges  Vierecic  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  ist,  so  steht 
(ias  Product  der  Entfernungen  jedes  Curvcnponktes  von  zwei 
Seifen  des  Vierecks  zum  Product  der  Entfernungen  desselben 
Punktes  von  den  beiden  andern  Seiten  in  einem  best&odigen 
Verbältniss.  New  toi»  bat  diese«^  letzte  Mcfaune  Tbeorem  erwei- 
tert in  dem  Sinne,  da88  aus  den  rurvenponkten  auf  die  Seiten 
Miebig  schiefe  Strahlen  statt  der  Perpendikel  gesogen  werden» 
oBii  ▼oti  dem  so  gestellten  Theorem  einen  rein  geotaetrischen 
Itetreis  gegeben,  obgleich  Ghasles  das  Theorem  Ihm  nnr  In 
jenem  engeren  Sinne  suschreibt.  Der  Verfasser  der  Princlpia 
mathematica  philosopbiae  naturalis  bedient  sich  in  diesem 
Werk  jenes  erweiterten  Theorems  mit  Vortheil  und  Gewandtheit, 
die  an  ihm  nicht  überrascht,  aber  doch  immer  Bewunderung  ein* 
Um»  SU  weiterer  Entwickelung  der  Kegelschnitte.  Die  Werke 
über  Kegelschnitte,  welche  zonSchst  nach  dem  genannten  Werke 
Newton *s  erschienen  sind,  haben  von  ihm  dieses  Theorem  in 
engerer  oder  weiterer  Fassung  entlehnt,  ohne  jedoch  alle  die  An- 
wendungen davon  zu  machen,  deren  es  fähig  ist;  .später  \»i  es 
80  zu  sagen  ganz  aus  der  Theorie  der  Kegelscbnilte  verschwun- 
«len,  wenigstens  lange  ohne  Folgen  und  Entwlrkelur)g  geblieben 
bei  der  hlossen  unveränderten  Ueberlieferung  an  spätere  Zeiten, 
als  wäre  es  zn  ewiger  Unfruchtbarkeit  verdammt.  Diese  Unfrucht- 
barkeit, mit  w  cb  brr  dieser  Hauptsatz  Jahrhjinderte  hindurch  sich 
Tortschleppte,  während  sich  aus  ihm  heinahe  alle  Eigenschaften 
(ier  i^egeischnitte  ableiten  lassen,  und  di«  geringe  Wichtigkeit, 
welche  bis  auf  die  neuere  Zeit  die  schonen  Sätze  des  Üesar- 
^aes  nnd  Pascal,  die  natürliche  und  so  zu  sagen  unmittelbare 
Polgerungen  daraus  sind,  zu  verdienen  schienen,  rufen  nach  Chas- 
les  eine  sehr  wahre  Bemerkung  des  Bailly  in*s  Gedächtniss, 
die  noch  durch  manches  Beispiel  in  Chasles  Geschichte  der 
Geometrie  bestätigt  wird.  Bailty  sagt  nSmIfch:  „Es  scheint, 
^ass  die  Ideen,  wie  wir,  eine  Kindheit  und  einen  anfilngtichen 
Zsstand  der  Schwftcbe  haben;  bei  ihrem  Entstehen  klinnen  sie 
iKich  nicht  selbst  zeugen,  sondern  Terdanken  ihre  fruchtbringende 
Kraft  erst  dem  Alter  und  der  Zeit.''  Seitdem  aber  hat  die  neue 
Geometrie  es  durch  die  That  bewiesen,  dass  obiges  Theorem  vom 
•bigeschriebenen  Tiereck  des  Kegelschnitts  als  die  allgemeinste 
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und  fruchtbringendste  Eigenschaft  dieser  Curve  zu  betrachten  ist 
Ais  einfache  Fol^erunpren  daraus  »ind  schon  angedeutet  und  hie 
noch  bestimmter  anzufuhri  ii:  das  bekatmte  mystische  Sechsecl 
des  Pascal,  das  Theorem  des  Dcsargiies  über  die  fnvolutioi 
von  den  sechs  Punkten  einer  Transversale,  die  entstehen  dnrcl 
deo  Durcbschpitt  mit  der  Curve  und  mit  den  vier  Seiten  eine: 
eingMchriebenen  Vierecks,  das  beständige  Verhiltniss  des  Qua 
drato  einer  Ualbsehne  (Ordioate)  zum  Product  aus  den  Abscbnit 
len  des  conjtigirten  Durchmessers,  das  schune  Theorem  des  New 
ton  Ober  die  organische"  Beschreibung  der  Kegelschnitte,  durci 
swei  .der  GrSsse  nach  bestSndige  Winkel ,  deren  jeder  um  seinei 
festen  Scheitel  als  Pol  gedreht  wird  und  deren  eines  Schenkel 
paar  zum  Ort  des  Durcfaschnittspanktes  hat  eine  Gerade,  nad 
Newton  selbst«  oder  einen  Kegelschnitt,  nach  der  erweitert« 
AufTassang  der  neuen  Geometrie,  während  das  andere  Schenkel 
paar  som  Ort  des  Durchschnittspnnktes  immer  einen  Kegelschnii 
hat,  der  durch  die  beiden  festen  Scheitel  oder  Pole  geht.  Eber 
dahin  gehfirt  endlich  auch  das  Haupttheorero  über  das  ]>roject 
vische  Verhalten  der  Punkte  eines  Kes^elschnitts,  aus  dem  sie 
umgekehrt  die  meisten  l^igenschaitcn  der  Kegelschnitte  ableite 
lassen,  mitinbegriffen  die  obige  vom  eingeschriebenen  Viereck. 

So  viel  zur  Einleitung  über  Begriffsbestimmung,  Zusammei 
hang  und  Geschichte  unsere  Problems  im  Allgemeinen,  da  ni 
der  Rfickkehr  snm  Anfang  und  Ausgangspunkt  der  Kreislauf  di< 
«er  Begriffsentwicklung  geschlossen  Ist 


'    §.  3. 

Beschränkung  des  allgemeinen  Ftohlems  durch  das  Theore 
Newton^ 8  vwn  emgei^ruhene»  Viereck  des  Kegeisehmii 

Um  die  hier  iresteckten  (grenzen  nicht  zu  überschreiten,  heb< 
wir  aus  dem  nciten  Umfang  der  Bestimmungen  des  §.  1.  über  di 
allgemeine  Problem  des  Pappus  ad  tres  aut  plures  lineas  : 
einlässlicber  Behandlung  bloss  heraus  die  auf  ein  Viereck  fa 
schränkte  Ortsbestimmung  des  Mittelpunktes  P  der  Strahlen,  w 
hei  wir  um  des  geschichtlichen  Gewichtes  willen  aufVrischen  wi 
len  die  geometrischen  Methoden  New  ton' s  und  seiner  Zeit  i 
folgendem  an  sich  wichtigen  Theorems 

Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  P  eines  geg. 
benei)  Kegelschnitts  nach  den  Seiten  eines  eing 
scbriebenen  Vierecks  ABJJC  Gerade  gesogen  werdet 
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deren  jede  mit  Her  zugehö r i e n  Seite  einen  bestimm- 
ten anveränderlichen  Winkel  bildet,  nämlich  PQ 
nach  AB,  PR  nach  €D/  PS  nach  AC,  PT  vnch  BD:  so 
ist  das  Rechteck  oder  Product  PQ.PR  der  Geraden 
nach  dem  einen  Paar  Gegenselten  zum  Product  o^er 
Rechteck  PS.PT  der  Geraden  nach  dem  andern  Paar 
Gegenseiten  in  eioem  gegebenen  Verhftltnleee. 

Im  8inn  und  Geist  der  vom  Einzelnen  zum  Allgemeinen  fort- 
schreitenden alterthurolichen  Synthesis  unterscheidet  Newton 
beim  Beweise  dieses  Satzes  drei  Fälle,  sowohl  nach  der  Art  des 
Vierecks«  als  nach  der  Hicbtung  4ier  jStrahlen. 

Erster  Fall.  Das  Viereck  sei  nach  Taf.  I.  Fig.  1.  ein  Tra- 
pez mit  den  parallelen  Seiten  AC  und  BD,  und  es  sei  sowohl 
PQ  als  PR  parallel  mit  diesen,  und  sowohl  PS  als  PT  parallel 
ZD  einer  der  nicht  parallelen  Seiten  AB.  Nun  ist  nach  allbekann- 
ten Eigenschaften  der  Kegelschnitte  die  Gerade  XX  durch  die 
Mitten  der  parallelen  Seiten  als  Sehnen  des  Kegelschnitts  ein 
Durchmesser  der  Curve  und  hfilftet  auch  den  Abstand  RQ  zwischen 
de»  Theilpunkten  R  und  Q  der  nicht  paralieien  Seiten,  da  nach 
der  Voraassetzung  PR  und  PQ  in  einer  zu  den  parallelen  Sei- 
ten AC  und  BD  parallelen  Riehtang  liegen.  Die  Mitte  der  Strecke 
RQ  sei  O,  so  ist  PO  eine  wa  jenem  Darebnesser  X^eonjugiffte 
Halbsebne  oder  sogenannte  Ordinate  (ordlnatim  applicata  ad  dia- 
netnnn).  Verlängere  PO  nach  K,  so  dass  OK  gleich  OP,  so 
Ist  OK  Ordinate  anf  der  andern  Seite  des  Dnrcbmessers  nnd  K 
dar  sechste  Punkt  unserer  Gurre  su  den  fönf  vorausgesetaten 
Ji  B,  C,  D,  P.  Da  nun  also  die  Punkte  A,  B,  K  auf  dem 
Kegelschnitt  lietren  und  PK  die  AB  unter  einem  gegebenen  Win- 
kel schneidet,  so  ist  (Satz.  17.  und  18.  lujcli  HI.  der  Kegels<  linitte 
des  Apolloniiis)  das  Rechteck  PQ.QK  /ahu  Rechteck  AQ.QB 
io  einem  gegeljenen  Verhältnisse.  Aber  QK  gleich  PR  als  Dif- 
ferenzen der  gleichen  Grössenpaare  OK  und  OP,  OQ  und  OR, 
und  daher  auch  Rechteck  PQ.QK  gleich  Rechteck  PQ.PR,  und 
folglich  auch  Hechteck  PQ.Ph*  zum  Rechteck  AQ.QB  oder  zum 
Rechteck  PS^PT  in  einem  gegebenen  Verhältnisse,  wie  zu  be- 
weisen war. 

Doch  ich  besinne  mich,  dass  viele  Leser  den  Apollo nius 
weder  in  Ursclirifl,  noch  in  der  üebersetzuiig  IjaLsams  zur  Hand 
haben,  um  den  iieweis  des  so  eben  angeriibrf<Mi  Satzes  selbst 
nachzuschlagen,  wenn  er  ihnen  nicht  schon  vorlier  geläufig  ist, 
sei  es  au^  synthetischen  Hulfsmitteln  oder  aus  analytischen  der 
Coordioateu- Geometrie,  eine  Voraussetzung,,  die  nicht  allzu  zu- 
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vci  sioIitlicJi  auigestellt  werden  darf,  da  jener  Satz,  der  näcb8te 
Veruaiidte  vom  Potenzsatz  im  Kreise,  selbst  in  austöhrlichen 
Handbüchern  der  Coordinaten- Geometrie  fehlt. 

Daher  sei  l)Or  alle  Fille  so  kurz  ala  mr»glicb  ein  anderer 
Beweis  jenes  Satzes  hier  versucht 

Lehrsatz.  Wenn  durch  irgend  einen  Punkt  Q  innerhalb  oder 
ausserhalb  eines  Kegelschnitts  zwei  der  Lage  nach  |gegebeiie 
Gerade  so  gezogen  werden,  dass  sie  die  Curve  treffen,  so  steht 
das  Rechteck  aus  den  Abschnitten  der  einen  Sehne  zum  Recht- 
eck aus  den  Abschnitten  der  andern  Sehne  in  einem  beständigeo 
Verhältniss,  oder  nach  Taf.  1.  Fig.  h  ist  AQ.QBiPQ.QK  ein 
gegebenes  Verhfiltniss. 

Beweis»  Erster  h  all.  Man  verbinde  in  Taf.  I.  Fig.  1.,  die  der 
Leser  aus  sich  selbst  ergänzen  wolle,  den  Theilpunkt  Q  der  AB 
mit  dem  Cenrruiii  M  <les  Kegelschnitts  durch  den  Durchmesser 
FMQGy  dessen  EihIimi  seien  JF^und  G,  ziehe  ans  dem  Curvenpunkte 
A  (lit?  zu  diesem  Durchmesser  conjugirte  Hall)srhne  oder  Ordinate 
AE~  (/.  Setzen  wir  ferner  für  die  Durchmesserahschnitte  aus 
dem  Fusspuokt  E  der  Ordinate  FE  =  m,  GE=^n,  so  haben  wir 
nach  einer  viohl bekannten  Eigenschaft  der  Kegelschnitte  y'^:mn=-p 
oder  das  Verhältnis»  des  Quadrates  der  Ordinate  zum  Rechteck 
der  Durchmesserabschnitte  ist  ein  gegebenes  (Apoll.,  Kegelschn., 
1.  Bd.,  21.  Sats).  Nan  ist  der  Winkel  AQP  zwischen  AB  und 
PQ  ein  gegebener,  and  sicher  auch  der  Winicel  (r,  zifiachen 
AQ  SS  r  und  dem  Dnrcbmeaser  FMQG  als  der  Axe  der  x>  eben- 
so der  Winkel  (w,  y)  awlachen  derselben  Axe  der  m  und  der  Or- 
dinate AEzsty,  Es  sind  also  gegeben  die  Verhältnisse: 

y^imn^P  und  r*:^^  =  Sin2(a:,  ^);Sin*(r,  ar)=«, 
nnd  daraus  auch  zosammengesetat: 

r^:mn=ips  oder  r^^mnfis  (1) 

Auf  dieselbe  Art  bekommen  wir  aus  QB  =  p  und  BL  als 

Ordinate  aus  dem  Curvenpnnkte  ß  auf  denselben  Durchmesser 
FMQG  aU  Axe  der  .t  das  gegebene  Verhfiltniss  if-:^v=.p,  des- 
sen Werth  p  derselbe  geblieben  ist  wie  vorliin,   wenn  FL  = 
und  GL  =  v  vorstellen  die  DurciimesseiabsciiuiUe  aus  dem  Fuss- 
punkte L  der  Ordinate  BL,  wozu  kömmt 

^:y^  =  Sina(a?,  y)  i  SinHQ,  a?)  =  f 

als  ebenfalls  mit  den  fraglichen  Winkeln  gegebenes  VerhSitniss 
und  gleich  an  Werth  dem  vorigen  Sinusverhältniss.  Aus  diesen 
beiden  Verhältnissen  aber  bekommen  wir  durch  Zusammensetzung: 
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^ifLv^p*  «dlef  |^st|Mi^.  (2) 

NuD  geben  die  OleichuDgen  (l)  und  (2)  TQ^p»\f um^v  oder  da« 
Prodoct  ÄQ*ßQ  als  ein  gegebeoe«.  i 

DiMelbe  Taf.  1.  Pig»  1.  nit  den  aOtUgoi  EfgSuaDgeu  gibt  flir 
PQ=iu,  KQssv  mit  Beiog  aaf  den  nimncheii  DorcbnaMvr 

FMQG  und  mit  Hälfe  der  conjagirten  Halbaebnen  oder  Ordbiat«i 

aas  P  und  K  auf  denselben  das  Product  wo  oder  PQ.KQ  als 

ein  gegebenes,  wenn  auch  wegen  der  \  erschiedenheit  der  Win- 
liel  einen  andern  Werth  desselben.  Daher  ist  auch  das  Verbält- 
niss  TQiuv  oder  AQ.ÜQ :  PQ,  KQ  dieser  Producte  ein  gegebe- 
ues,  w«  2.  b.  w. 

Zweiter  Fall.  Setzen  wir  non  daa  Viereck  ABJ>C  babe 
gar  keine  paralleleii  Selten  oder  sei  ein  Trapesold.  Ea  sei  aber 
in  Taf.  I.  Fig.  S.  PS  sowohl  als  PT  parallel  so  AB^  und  daber 
diese  beiden  Strablen  in  einer  Richtung,  ebenso  PQ  und  PB 

parallel  zu  AC,  und  daher  in  einer  Richtung.   Nun  ziehe  man 

noch  die  Hulfslinie  Bd  parallel  zu  ^Cund  verlängere  sie  bis  zum 
Durchschnitt  mit  der  Richtung  ST  in  diese  Hülfslinie  i?ci  treffe 
zugleich  den  Kegelschnitt  in  d.  Ziehe  Cd,  die  PQ  in  r  schneide, 
zu  PQ  und  AC  parallel  die  DMN,  die  Cd  in  M  und  AB  in  N 
schneide.  Nun  sind  die  Dreiecke  BTt  und  BDN  ähnlich,  und 
dataos  folgt  die  Proportion: 

BtiTi^DNiBN  oder  PQtTt^DNtBN', 

ebenso  diese: 

Br:DMz=AQ:AN  oder  Rr:PS=iDM:AN; 
dorch  Zusttmniensetaang : 

PQ.Rri  Ti.PS  =  DN.BMiAN.BJS, 
utid  nach  dem  ersten  Falle: 

PQ.  Pr:P8.  Pi  =  DM.  BN  x  AN. BN, 

md  daber  s 

PQ.{Pf^ Rr)iP8(Pt-  Tt):=iJ}M. DNi  AN. BN 

oder 

PQ.PBiPS.PTsiDM.BNiAN.  BN, 

oder  das  Verblltntss  jener  Rechtecke  ein  gegebenes.  Denn  Bd 
vi  det  RScbtong  nsch  gegeben  mit  der  Richtung  AC  und  PQ, 


Digitized  by  Google 


8  Bränäii:  Da$  PraöUm  da  Pappus, 


uod  mit  dem  Kegelschnitt  auch  der  Durchschnittspunkt  daher 
puch  Cd  mit  C  und  Durcb  die  AC  und  PQ  ist  auch  gegeben 
die  Richtung  DJÜN  aus  dem  gegebenen  Punicte  daher  anch 
ihre  Dnrehecfanittepunkte  M  und  N  mit  d^n  gegebenen  Cd  und 
Damit  ist  endlieb  das  Verbfiltniee  der  Rechtecke  DM.DNi  AN.BN 
ein  gegebenes  und  nach  der  letsten  Proportion  anch  das  Ver- 
hSltniss  der  Rechtecke  PQ.PBiPS.PT  ein  gegebenes«  wie  in 
beweisen  war. 

Dritter  Fall.  Setzen  wir  endlich  ein  Trapezoid  wie  im 
vorigen  Fall,  nach  Taf.  I.  Fig.  3.  aber  keinen  Strahl  PQ,  PR, 
PS 9  PT  parallel  zu  irgend  einer  Seite  AC  oder  AB,  sondern 
zu  denselben  unter  beliebigen  Winkeln  geneigt.  Anstatt  dersel- 
ben ziehe  Pq,  Pr  parallel  zu  AC,  und  jRi,  Pt  parallel  zu  AB. 
Und  wegen  der  gegelienen  Winkel  der  Dreiecke  PQq,  P/^r,  PSs, 
PTi  sbid  auob  gegeben  die  Seitenverhältnisse  PQtPq,  PR:Pr, 
PSiPi,  PTtPi  und  damit  auch  die  zusammengesetaten  VerbXIt- 
nisse  PQ.PRtPq.Pr  und  PS.PTtP^.Pt  Aber  nach  dem  oben 
Bewiesenen  ist  das  Verhaltnlss  Pq,Pr:  Pk.Pt  gegeben,  also 
auch  des  Verhaitaiss  PQ.PRiPS.PT,  wie  zu  beweisen  war. 

S.4. 

UimgOtdirler  JLehruOt  JVewt«»'«.  (Taf.  I.  Fig.  4.) 

Es  sei  wie  im  Vorigen  gegeben  ein  beliebiges 
Viereck,  und  das  Rechteck  PQ.PB  der  Strahlen  auc 
einem  Punkte  P  nach  zwei  Gegenseiten  stehe  ann 
Rechteck  PS,PT  der  Strahlen  aus  demselben  Punkt« 
nach  den  zwei  andern  Seiten  in  einem  gegebenen  Ver- 
hSitntsse:  so  ist  der  Ausgangspunkt  P  der  Strahlei 
anfeinem  Kegelschnitte,  der  dem  gegebenen  Vierecl 
'umschrieben  Ist. 

Betoeis.  Durch  die  vier  Ecken  A,  B,  C,  D  des  gegei)enei 
Vierecks  und  irgend  einen  fünften  Punkt  p  au.s  den  unendlicl 
vielen,  unter  obiger  Bedingung  möglichen  Punkten  P  sei  ein  Kegel 
schnitt  beschrieben  :  so  behaupte  ich»  der  Punkt  P  liegt  inline 
auf  dieser  €urve.  Denn  angenommen  das  Gegentheil,  so  vei 
binde  diesen  Punkt  P  mit  einer  Ecke,  z.  B.  A,  des  Vierecke«  s 
wird  die  AP  den  KegeUcbnitt  in  einem  andern  Punkte  als  i 
P  treffen ,  etwa  in  6,  wenn  es  mSgiich  ist  Daher  siebe  man  ai 
diesen  Punkten  p  und  b  nach  den  Seiten  des  Vierecks  Strahle 
pq,  pr,  pi,  pt\  bk,  bg,  6f,  bd  unter  gegebenen  Winkeln,  i 
wird  nach  dem  vorigen  Lehrsatze  besteben  die  Proportioi 
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yt.b^:äMM^pi/.pfip9.pissPQ,PR:PS,PT  (nach  der  Vor- 
aussetsung).  Aber  frageo  der  AeholicUi^t  der  Vierecke  biuU, 
PQAS  hesiehi  auch  diese  Proportion:  bkibisziHiiPS;  diese 
gibt  mit  der  Torigeii :  ÖQihd^  PRi  PT,  und  daher  die  gleichwinl:- 
figen  Tierecice  Bifbd,  DRPT  Shnlicb,  00  dass  ihre  Diagonalen 
Db,  DP  ausammenfallen  mfisseit.  Also  lllllt  b  In  den  Darcbachnitt 
der  Geraden  AP  nnd  DP  oder  filllt  mit  dem  Pnnkte  P  zusam* 
men.  Daher  ninss  der  Punkt  P,  wo  er  avcb  angenommen  wird, 
nnter  obiger  Bedingung,  fallen  auf  den  oben  bestimmten  Kegel- 
schnitt« wie  zu  beweisen  war. 

Z  US  atz.  Wenn  daher  aus  einem  ge  mo  i  ri8  c  h  a  ftlichen 
Anfigangspunkte  P  drei  Strahlen  PQ,  PR,  PS  nach  drei 
der  Lage  nach  gegebenen  Geraden  AB,  CD,  AC  oder 
nach  den  Seitenrichtuiigen  eines  Dreiecks  gezogen 
werden,  so  dass  zu  jeder  festen  Geraden  ein  Strahl 
qehort,  mit  ihr  einen  gegebenen  Winkel  bildet  nnd 
zu 'bleich  da«?  Rechteck  PQ  PR  aus  zwei  Strahlen  zum 
Quadrat  /^*S'*  des  dritten  >S  t  r  a  h  I  s  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  steht:  so  liegt  der  gemeinschaftliche 
Ausgangspunkt  P  der  drei  Strahlen  auf  einem  Kegel- 
schnitt, welcher  die  Geraden  AD,  CD  in  A  und  Cbe- 
ffihrt,  und  nikigekehrt:  Wenn  gegeben  ist  ein  Kegel- 
sehnitt  mit  zwei  Tangenten  iii?*  CD,  ihren  Berflhrnnga- 
pnnkten  A  nnd  C,  nnd  folglich  der  Berubrnngsaehne 
AC,  and  es  werden.ans  einem  beliebigen Curvenponkte 
PStrahlen  nnter  gegebenen  Winkeln  nach  jenen  drei 
Geraden  gezogen:  so  steht  das  Rechteck  PQ^PB  der 
nach  den  Tangenten  AB,  CD  gezogenen  Strahlen  zum 
Quadrat  PS^  des  nach  der  Berlihrnngssehne  AC  gezo- 
genen Strahls  In  einem  gegebenen  Verhiltnisse. 

Denn  in  Taf.  1.  Fig.  4.  falle  die  Gerade  BD  zusammen  mit  der 
Geraden  AC,  ohne  Aenderung  in  der  T^a^re  der  drei  Geraden 
ABy  CD,  AC*f  ferner  falle  der  Strahl  FT  zusammen  mit  dem 
Strahl  PS,  so  wird  aus  dem  Hechteck  PS.PT  das  Quadrat  PÄ« 
oder  PT^,  nnd  die  Geraden  AB,  CD,  welche  die  Curve  In  je 
zwei  Punkten  A,  B;  C,  D  schnitten,  können  sie  nnn  in  jenen 
losammenfalleuden  Punkten  nicht  mehr  schneiden ,  sondern  nur 
noch  berühren/ 

Erklärung.  Der  Name  Kegelschnitt  wird  hier  im  ueitesten 
Sinne  gefasst,  so  dass  er  auch  in  sich  schliesst  sowohl  den  gerad- 
liaigen  Schnitt  durch  den  Kegelscheitel«  als  den  kreisfiSrmigea 
Schnitt,  4er  parallel  Ist  zur  Kegelbaaia  im  aufrechten  und  schie* 
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fen  Kegel,  als  den  kreisförmigen  Schnitt,  der  aotiparaiiel  ist  zui 
Kegelbasis  im  üchiefen  Kegel. 

Anmtrkung»  Die  letite  UDterscbeidung,  obgleieb  hier  Aber* 
gangen  von  Newton  und  von  itne  beigefiBgtt  kann  jenem  nnmeg- 
licli  fremd  gewesen  nein,  da  er  ja  überall  zu  diesen  Beweisen 
den  Apollonitts  anruft,  der  dieses  Alles  scharf  unterscheidet 
Denn,  um  sur  Sache  surfickznicebren,  wenn  der  Punkt  p  auf  irgend 
eine  Gerade  der  Punkte  Ay  B,  C,  D  ftllt,  so  verirandelt  sieb 
der  Kt.'4,^eKschnitt  sofort  in   ein  Paar  Gerader,  deren  eine  den 
Punkt  p  enthält,  deren  andere  eine  Gerade  irgend  zweier  andern 
Punkte  ist,  und  das  Verhältnlss  der  Rechtecke  bekümnit  0  zum 
Werthe.    Wenn  zwei  gegenüberliegende  W  ii)kel  des  Vierecks  ein- 
ander zu  zwei  Rechten  erganzen  und  die  vier  ^Itrablen  PQ ,  Pf^ 
PS,  PT  rechtwinklig  oder  schief,  aber  unter  gleichen  Winkelv 
nach  den  Seiten  gezogen  werden,  und  das  Rechteck /^^»>. /^Ä  de: 
eiuea  8trahleopaare8  gleich  ist  dem  Rechteck  PS.PT  des  an 
dern  Strahlenpaares,  so  ist  der  Kegelscboitt  ein  Kreis.  Dassetbt 
findet  Statt,  wenn  die  vier  Strahlen  zwar  unter ^  ungleichen  Wxn 
kein  nach  den  Seiten  gezogen  werden,  aber  mit  der  Bedingung 
dass  das  Rechteck  PQ,PR  des  einen  Strahlenpaares  zum  Recht 
eck  PS.PT  sich  verhalte  wie  das  Rechteck  aus  den  Sinus  de 
Winkel  (PS,  AC)  und  {PT,  BD)  sum  Rechteck  aus  den  Sin« 
der  Winkel  (PQ»  AB)  und  (PR,  CD),  so  das«  die  Strahlen  ud- 
ihre  Winkel  zu  den  Seiten  in  un^ekebrCer  Ordnung  erscheineii 
In  allen  andern  Fällen  ist  der  Ort  des  Punktee  P  als  dee  gemeii 
schaftliebeo  Ausgangspunktee  der  Strahlen »  eine  der  drei  eigen 
lieben  Kegelscbnittfiguren.  Statt  des  gemeinen  Vierecks  ABC* 
kann  aber  gesetzt  werden  das  vollstftndige  VIerseit»  das  alle  G' 
reden  der  vier  Punkte  A,  B,  C,  D  tu  Seiten  bat.  Es  kann  ab- 
aucb  von  den  vier  Punkten  A,  By  C,  D  eines  solchen  Viersei 
einer  oder  ein  Paar  in's  Unendliche  hinausrücken,  wodurch  d 
Geraden  parallel  werden,  die  sonst  in  jenen  Punkten  convergi 
ten.   In  diesem  Falle  geht  der  Kegelschnitt  durch  die  übrig' 
Punkte  und  verwandelt  sich  in  ein  Paar  Paralleler. 


I 

Construetion  zum  Problem  des  Pappus,  j 

f 

Aufffftbe,    Zu  finden  einen  Punkt  P,  aus  dem  vi 
Strahlen  PQ,  PR,  PS,  PT  nach  vier  gegebenen  e 
den  AB,  CD,  AC,  BD  der  Reihe  nach  unter  gegeben 
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Winkeln  ejezo^en,  geben  ein  b estimrote^l  Verhäitnias 
der  Rechtecke  PQ,PR  und  PS,PT. 

Die  Geraden  AB^  CD,  nach  welchen  die  das  eine  Rechteclc 
bildenden  Strahlen  PQ,  PR  gezogen  werden,  achneiden  die  an* 
dern  zwei  Geraden  in  den  Punlcten  J,  B,  C,  D.  Aas  einem 
dieser  Punkte,  z.  B.  A,  ziehe  in  beliebiger  Riehtung  eine  (>erade 
AHs  anf  welcher  der  gesuchte  Punict  P  liegen  soll.  Diese  schneide 
die  Gegenseiten  BD,  CDy  die  eri»te  in  //,  die  zweite  in  J.  Weil 
nun  alle  Winkel  der  Figur  gegeben  sind,  so  sind  damit  auch  ge- 
geben die  Verhältnisse  PQ  .PA,  PA:  PS,  und  daher  das  Ver- 
hSltniss  PQ  zu  PS,  Das  vorausgesetzte  Verhältnis^  der  Recht- 
ecke ist  PQ.PR.PS.PT;  dieses  di?idirt  durch  das  vorige  gibt 
PR:PT,  dieses  znsammenrrcsetzt  mit  PJ i  PH  gibt  PJiPT,  und 
dieses  zusammengesetzt  mit  PT :  PH  gibt  endllcfa  PJiPH  und 
damit  auch  den  Puokt  Pj  der  za  finden  war. 

Zusatz  1.  Daher  kann  auch  zu  jedem  beliebigen  Punkte  D 
unter  den  unendlich  vielen  Punkten  P,  die  unter  obiger  Ortsbe- 
diogung  möglich  aind«  eine  Tangente  gezogen  werden.  Denn  in 
Tat  L  Fig.  6.  geht  die  Sehne  PD  in  eine  Tangente  zum  Punkte 
D  über,  sobald  die  Punkte  P  und  D  zusammenlallen,  d.h.  wenn 
die  AH  durch  den  Punkt  D  geht,  also  in  AD  übergeht.  In  die- 
sem Falle  wird  das  letzte  VerhSltniss  der  bis  zum  Verschwinden 
aboehnienden  Abschnitte  PJ  und  PH  mit  Hülfe  des  vorigen  Be- 
weises gefunden  wie  folgt:  Man  ziehe  Dq  parallel  zu  PQ,  Ds 
parallel  zu  PT j  als  dem  Curvenpunkte  D  entsprechende  Strahlen 
zu  AB  und  AC,  deren  jeder  mit  der  zugehurigeo  Geraden  immer 
«einen  gegebenen  Winkel  bilden  soll, 

Mim  gebt  nnaere  ebige  Bedingung,  dasa  PQ»PR:P8*PT 
efai  gegebenea  VerhSltnisu  aei,  dnrch  die  heaondere  Lage  des 
Punkten  P  bei  D  unmittelbar  fiber  in  (/^-|-a;).iV:(D#-f  ^).P^ 
welcher  Anadruek  denaelben  gegebenen  Werth  hat»  und  wo  P 
foratellt  einen  Punkt,  deaaen  Entfernung  von  />  bin  zum  Vor- 
aehwinden  aboehmoDd  gedacht  wird,  ao  daaa  w  und  p  gleichfalls 
nnd  gleichzeitig  mit  Pr  und  Pt  bin  zum  Verschwinden  abnehmen. 
Nun  yerschwimlen  die  unendlich  kleinen  x  und  y  vor  den  end- 
lichen Grössen  Dff  und  Ds,  so  dass  wir  haben:  Dq.PriDs.Pt, 
gleich  demselben  Werth  ,  den  wir  für  PQ.PRiPS.  PT  voraus- 
gesetzt haben;  Do  und  Ds  sind  aber  durch  die  besondere  La»e 
des  Punktes  P  bei  D  unmittelbar  gegeben  und  damit  auch  das 
letzte  \  erhältniss  PriPt  der  bis  zum  Verschwinden  abnehmen- 
den Pr  und  Pt  oder  die  „ultima  ratio  evanescentiuni*'  mittelbar 
bestimmt,  so  dass  wir  haben,  PQ  .PR  i  PS ,  PT  =  g  yorausge- 
•etzt,  Pr.Pt^g.Dsi Dq,  wo  daa  Verhäitniaa  der  unendlich  klei- 
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nen  Pr  und  Pt  übersetzt  ist  in  ein  Verhältniss  endlicher  Grössen 
und  erst  dadurch  zur  Construction  geeignet  erscheint.  Nun  ziehe 
man  nach  Newton  CF,  parallel  zu  AD,  theile  sie  In  jenem  letzten 
Verhältniss  der  JP  und  PH  in  E  und  ziehe  J)E  als  gesuchte 
Tangente,  weil  CF,  deren  Endpunkt  /'  aui  <ler  Hichtung  J9D,  und 
das  verschwindend  kleine  JHy  unendlich  nahe  an  D,  zu  einander 
und  zu  AD  paraliel  sind  und  daher  auch  in  E  und  P  in  demsel- 
ben Verhältniss  gctheilt,  das  als  letztes  Verhältnias  der  bis  zum 
Verschwinden  abnehmenden  JP  und  PH  aas  dem  letzten  Vcr- 
hftUniss  Pt  :  Pt  abgeleitet  wird  wie  im  vorigen  Beweis  JPi  PU 
aus  der  Bedingung  PQ»PBiPS.PTz^g  und  den  (Ibngeix  geo- 
metrischen Bedingungen. 

Noch  unmittelbarer  lässt  sich  aber  nach  Taf.  I.  Flg.  5.  a.  die 
Tangentenrichtung  DE  aus  dem  einmal  gefundenen  letzten  Ver- 
bältniss  PriPi  bestimmen  wie  folgt:  Man  ziehe  Mq  parallel  za 
PR  aus  einem  beliebigen  Punkte  q  der  CD  in  beliebiger  Länge» 
durch  ihren  Endpunkt  M  eine  Gerade  G  parallel  zu  CD,  nus 
einem  beliebigen  Punkte  x  der  BDF  die  iVr  parallel  zu  BDF,  so 
dass  HSq'.Nx  =  PriPt  =  g.DsiDg,  d.  h.  die  Länge  der  N%  nach 
Maassgabe  des  letzten  Verhältnisses  PriPti  dufcb  den  Endpunkt 
N  eine  Gerade  K  parallel  zu  ßDFi  der  Treffpunkt  L  der  Crera« 
den  G  und  K,  verbunden  mit  D,  gibt  die  gesuchte  Tangente  des 
Kegeiscbnittes  im  Punkte  />.  Der  Leser  mSge  in  Taf.  L  Flg.  5. 
die  nvthigen  Ergänzungen  selbst  machen.  ^ 

Zusatz  2.  Daraus  kann  auch  nach  Taf.  l.  Fig.  6.  die  Orts* 
curve  des  Punktes  P  bestimmt  werden.  Durch  irgend  einen  dei 
▼ler  gegebenen  Punkte  B,  C,  D,  z.  ß.  durch  Af  siebe  eint 
Tangente  AE  der  Ortscurve  und  durch  irgend  einen  andern  Ponk 
B  eine  Parallele  BF  su  derselben»  deren  Treffpunkt  mit  d« 
Gnrve  F  sei;  dieser  wbd  aber  gefunden  nach  der  Analysis  de 
vcfigen  Aufgabe.  .Dann  bilfte  BF  in  Gp  aus  dem  Berdhrnng« 
puokt  A  der  Tangente  AE  ziehe  AG  nach  der  Mitte  G  der  pa 
rallelen  Sebuf  BF  unbestimmt  lang,  so  ist  AG  eine  Durcbmes 
_serricbtung»  zu  welcher  die  Sehne  BGF  conjugirt  ist.  Die  Ai 
treffe  die  Curve  in  JB,  dann  Ist  AH  eine  Durcbmesserlftnge,  welch 
mit  dem  Parameter  p  gibt  die  Proportion  pxAH^BG^tAG,  GH 
Wenn  kein  Durchschnitt  Statt  findet  zwischen  AG  und  der  Curvc 
oder  wenn  AH  unendlich  gross  wird,  so  ist  die  Ortscurve  <3ni 
Parabel  und  der  zu  AG  gehörige  Parameter  (latus  rectum  ode 

erectum)  Ist  Wenn  aber  die  Punkte  A  und  H  auf  dersel 

hen  Seite  vor»  G  lie<?en  in  endlicher  Entfernung,  so  ist  die  Orti 
curve  eine  Üyperbel;  eine  EUipse  hhigegeo,  wenn  A  und  U  « 
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beideu  Seiten  von  G  liegen  in  endlicher  Entfernung;  es  sei  denn, 
dass  der  Winkel  AGB  ein  rechter  sei  und  ausserdem  das  Qua- 
<]rat  BG'^  gleich  dem  Kechteck  AG.  GH,  in  welchem  I  alle  ein 
Kreis  sieb  ergibt.  Damit  ist  also  auseinandergesetzt  die  Aufgabe 
der  Alten  de  quatnor  lineis,  die  von  Enklid  aufgestellt  und  in 
der  Lösung  begonnen,  von  Apollonius  fortgeführt  worden  ist. 
I3nd  zwar  gibt  dieser  Zusatz  die  Auflösung  nicht  durch  Rech- 
nung, sondero  dnrcb  geometrische  Constraction^  wie  sie  die  Alten 
anstrebten« 

§.6. 

Bm  FrMem  des  Pappus  im  Kreise  und  zugleich  hesehr^mki 

auf  drei  Gerade y  wo  der  fj^erih  des  Verhältnisses  £  tfl. 

Schon  oben  in  $•  4.  im  Zusatz  zum  umgekehrten  Lebrsatx  des 
Newton  ist  das  Problem  des  Pappus  auf  drei  Gerade  beschränkt 
worden.  Eine  noch  engere  BegrSnzuog  desselben  liegt  darin* 
wenn  jenes  die  Ortsliedingung  des  Punirtes  P  enthaltende  Ver- 
faältniss  des  Rechtecks  zweier  Strah|en  zum  Quadrat  des  dritten 
Strahls  den  Werth  1  annimmt,  d.  h.  wenn  das  Rechteck  zweier 
Strahlen  gleich  ist  dem  Quadrat  des  dritten  Struhks  und  zugleich 
die  Strahlen  auf  den  festen  Geraden  senkrecht  stehen.  Auch 
in  dieser  Beschränkung  der  Aufgabe  geht  im  Allgemeinen  ein 
Kegelschnitt  als  Ortscurve  aus  derselben  hervor;  wenn  aber  noch 
bestimmter  die  drei  testen  (Geraden  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
bilden^  so  spricht  sich  das  Ergebniss  unserer  Ortsbestimmung 
aus  in  dem  Lehrsatze: 

Der  «geometrische  Ort  des  Punktes  P,  dessen  Knt- 
fernung  von  der  Grundlinie  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  das  geometrische  Mittel  ist  zwischen  den  - 
Entfernungen  desselben  Punktes  von  .den  gleichen 
Schenkeln,  gibt  als  Ortscurve  einen  Kreis,  welcher  die 
beiden  gleichen  SchenJcel  in  den  Basisecken  berührt. 

Beweis.  Es  sei  also  zu  diesem  Ende  in  Taf.  LFig.7.  als 
gegeben  angenommen  der  Punkt  C  mit  der  Bestimmung,  dass 
seine  Entfernung  CD  von  der  Grundlinie  AB  des  gleichschenkli- 
gen Dreiecks  das  geometrische  Mittel  sei  zwischen  seinen  Ent- 
lemungen  CP  und  CQ  von  den  Schenkeln  AG  und  BG  des 

Dieleefcs ,  dass  also  bestehe  die  Voraussetzung  CD*     CP.  CQ, 
und  es  sei  su  suchen  der  Ort  des  so  bestimmten  Punktes  C 

Nun  ist  Winkel  a=:  UCQ  =  DCP=  ABG  -  BAG  wegen 
der  Perpendikularität  der  Schenkel;  aus  der  Voraussetzung  aber 
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folgt  die  Proportion  CPiCD=  CDiCQ  ;  also  in  den  Dreiecken 

CUP  und  CDQ  ein  Winkel  gleicli  und  die  einschliesseiiden  Sei- 
ten in  gleiclicm  Verh;il tniss ,  womit  hergestellt  ist  ihre  AehnÜch« 
keit.  Zugleich  sind  ///>C7^inid  ^/>CQ  Kreissehnenvierecke,  und 
zwar  specteil  solche,  wo  eine  Diagonale  zuglei<^h  Durchmesser 
des  umschriehenen  Kreises,  weil  wegen  der  Perpendikel  C/>,  CPp 
CQ  ein  Paar  G(  2;enwinkel  Rechte  sind,  woraus  die  in  der  Figur 
mit  denselben  Buchstaben  bezeichneten  Winkel  gleich  8in(i,  und 
daher  die  Dreiecke  und  ^/>^  ebenfalls  ähnlich;  aber  auch 

Winkel  ACB  =  y  +  ß  =  a^ABG=  BAG  oder  gleich  dem  Win- 
kel an  der  Grundlinie:  was  den  Ort  des  Punktes  C  constituirt 
aU  den  Kreis  auf  der  Sehne  AB,  welche  abschneidet  das  Seg- 
ment, das  den  Peripheriewinkel  az=z  ABG  =  BAG  in  sich  fas»t; 
zugleich  berührt  der  Kreis  die  Schenkel  AG  uod  BG»  wie  sii 
beweisen  war. 


Umkehruiig  des  vorigen  Satzes, 

Ist  gegeben  ein  Kreis  mit  zwei  Tangenten  und  ihren 
Berührungspunkten,  also  auch  der  R e ruhrun gsseh ne 
AB:  80  ist  die  Entfernung  jedes  Peripheriepunktes 
von  der  B  e  r  fi  b  r  u  n  g  s  s  e  Ii  ric^  das  geometrische  Mittel 
zwischen  seinen  b^ntfernungen  von  den  Tangenten. 

Der  Satz  vom  Hvhenqoadrat  des  rechtwinkligen  Dreiecks  oder 
vom  (Quadrat  der  Ordinate  auf  den  Durchmesser  bildet  am  besten 
den  Eingang  zu  einem  hesondern  1  alle  unsers  Satzes  und  damit 
auch  den  üebergang  zu  unserm  allgemeinen  Satze  selbst.  Wiar- 
den näHiüch  an  die  Enden  des  Durchmessers,  auf  welchen  die 
Ordinate  gefallt  ist,  Tangenten  gelegt,  zugleich  die  Durchraes- 
serrichtung  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  bis  an  die  Peri- 
pherie, so  lautet  der  Satz  vom  Quadrat  der  Ordinate,  weil  durch 
jene  Verschiebung  die  Dnrchmesserabschnitte  die  Maasse  abge- 
ben für  die  Entfernungen  des  Peripheriepunktes  von  jenen  (paral- 
lelen) Tangenten«  folgendermaassen : 

Die  Entfernung  jedes  Perip*her iepu nktes  von  einem 
Durchmesser  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen 
den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  Tan- 
genten in  den  Enden  des  Durchmessers. 

Nim  liegt  die  VorameelziiDg  nahe»  dass  40t  Sats  allgemeiaer 

gelte  in  obiger  Fassung.  Dazu  ist  der  Beweis  folgender:  Wird 
noch  in  Taf.I.Fig.8.  der  Fusapnobt  D  der  Ordinate  CD  yerbati» 
den  mit  den  Fusspunkten  P  uod  Q  der  Perpendikel  auf  iifi  Tao- 
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p'enten ,  ho  habe»  wir  vennüge  der  Perpendikel  zwei  Kreissehnen- 
Vierecke  CDAP  und  CDBQ  mit  ihren  Diagonalen  AC  und  DP, 
BC  und  DQ,  die  mit  den  leiten  die  Paare  sleirber  Winkel 
machen,  mit  denselben  Buchstaben  o?  und  ß  iiezeichnet  sind, 
bei  A  und  bei  A  umi  I);  dass  aber  auch  die  Winkel  a  und 
^  bei  A  und  B  einzeln,  denselben  Buchstaben  entsprechend ,  ein- 
ander gleich  sind,  l'olgt  aus  der  Eigenschaft  der  Tangentensehneo* 
Winkel,  so  dass  aus  der  Gleichheit  der  Winkel  folgt  die  Aehn 
liehkeit  der  Dreiecke  CDP  und  CDQ  mit  der  gemelnaehalillciieii 
Seite  CDs  weraaf  eben  Allee  «elcMi  wr  Eneegmig  der  «telfgen 

ß       a  ß  a 

Proportion  PCiCD^  CD.CQ,  wo  zur  besseren  Uebersicht  der 
jeder  Seite  t^etrenubersteborHit'  Winkeibuchstabe  oben  darauf  ge- 
setzt wurde,  und  die«e  Proportion  ist  die  Uebauptong,  die  %n 
beweleen  war. 

§.  7. 

Anwendung  des  vorigen  Satzes  auf  dm»  Kreissehnenviet-eck. 

Sehen  oben  in  {.  4.  tat  nach  Newton  hervorgehoben  worden 
der  Fallj  wenn  als  die  dnreh  das  Problem  deaPappue  besttmmte 
Ortsciirve  der  Krele  hervorgebt  aus  dem  Viereck.  Darauf  kom> 
men  wir  hier  wieder  surOck«  nicht  nor  des  nSheren  Nachweises 
sondern  weil  der  Beweis  Jenes  besonderen  Falles  nur 
eine  wiederholte  Anwendung  unser»  so  eben  bewiesenen  Satses 
ist.  Ist  nimlich  in  Taf.  II.  Fig.  9.  gegeben  das  KrelssebnenTlereck 
ÄBKL  mit  den  Tangenten  an  den  Ecken,  der  tiSnfte  freie  Punkt 
C  auf  der  Peripherie  des 'umschriebenen  Kreises,  aus  C  auf  die 
Seiten  der  Figur  gefallt  die  Perpendikel  CD  =  f,  CG=gj  CE^h, 
CFz=zk  und  auf  die  Tangenten  in  den  Ecken  derselben  Figur  die 
Perpendikel  CP^m,  CQ  =  r ,  CV-^n,  CF=s,  so  gibt  die 
widerbolte  Anwendung  des  obigen  Satzes  folgende  Reihe  von 
Gleichungen : 

f^^mr,  ^ssntf,   h^^wr,  i^^ns; 
durch  MuitiplicatioD : 

nmr$^f^9  s/^h^^nmn  oder  fk^gh^ 
und  in  Worten: 

Das  Productder  Entfernungen  eines  Punktes  auf  der 
Peripherie  des  Kreises  von  einem  Paar  zugeordneter 
Seiten  eineö  eingescliri^ibenen  Vierecks  ist  gleich 
dem  Prodnct  der  Eotfernungen  desselben  Punktes  von 
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dem  einen  oder  andern  der  übrigen  Paare  zageordne 
ter  Selten. 


Zusammenhang  dieses  Satzes  mit  dem  Satz  des  Fiolemäus 
vcm  J^roduei  der  MHaganiden  eines  Kreissehnemnereeks^ 

Ein  allgeffieiner  Ton  jedem  belicbiren  Viereck  ABCD  gel- 
tender Satz  sagt  in  Bezug  auf  einen  Punkt  E  seiner  Ebene  aoe 
die  Gfiltigiceit  folgender  Flächengleichnng  swiecben  den  Dreiecken, 
deren  gemeinecbaftlieher  Scbeitel  E  nnd  deren  Gegenseiten  sind 
die  eechs  Strecken  zwischen  den  vier  Ecken  A,  B,  C,  Dt 

oder  (die  Figur  weggelassen): 

•  # 

x.AC.ff.BU^m.AB.n,CD^p,BC.q.AD^ 

wo  X,  f/f  m,  rif  p,  q  der  Reilie  nach  die  Perpendikel  aus  E  auf 
AC,  BD,  AH,  CD,  PC,  AD  vorstellen,  die  aber,  um  IJebei la- 
dung zu  veniieMleii,  in  <]er  Fi^ur  weggelassen  sind.  Nun  gilt  die- 
ser Satz  sicher  auch  vom  Kreissehnenviereck  für  einen  belie- 
bigen Punkt  E  auf  der  Peripherie  des  umschriebenen  Kreises 
nnd,  damit  nach  dem  Lehrsatz  des  Ptolemäas  bestehe  die  Glel- 
tSunng  AC»BD  =  AB.CD-{-BC.AD,  muss  nothweodig  ^^  =  mn 
sp^  sein.  Die  Gleichheit  der  Perpendikel -Producte  gilt  also 
für  alle  drei  Paare  zngeordoeter  Selten,  d.  h.  auch  für  die  soge- 
nannten Diagonalen,  wie  auch  aus  Taf.iLFig«9,  leicht  gezeigt 
werden  konnte,  was  nicht  geschehen«  um  ihre  Ueberladnng  jm 
vermeiden.  Noch  ein  Beweis  zu  unserm  Satz  ergibt  sich  ans  den 
projectiviseh  gleichen  Strablbüschelo  im  Kreis,  nXmIlch 
In  TaillI.Fig.  10.,  wo  p,  9,  ti,  e  der  Reibe  nach  die  Perpendi- 
kel ans  m  anf  PA,  PB,  PA,  PB  vorstellen,  nnd  gfiitig  Ist 
die  Proportion : 

SinntP^      SinmP^^  mP.  Sin  mPA      mP' .  ^xumP A 

SnniP^~~Sin»iP'^         mP.^xskmPB-^  mP .^umPB 

oder  prssflfK, 

also  wieder  die  in  Rede  stehenden  Producte  der  Perpendikelpaare 
anf  zugeordnete  Seiten  des  Kreissehnenvierecks  einander  gleich. 

Noch  ein  Fall  der  Kreiserzeugung  aus  dem  Viereck  durch  das 
Problem  des  Pappus  ist  oben  in  §.4.  nach  Newton  hervorge« 
hoben  worden,  nämlich  der  besondere  Fall,  wo  die  vier  Strahlen 
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iwar  unter  ungleichen  Winkeln  nach  den  Seiten  gezogen  werden» 
aber  mit  der  Bedin^una:,  «Inss  in  Taf.  I.  Fig.  3.  PQ.PRiPS.PT 
=  Sin(PÄ,  AC).Sm{Pl\  h'D):Sin(rQ,  AB).S\n{PR,  CD),  also 
in  umj^ekehrter  Ordnung  der  (Strahlen  und  Seiten.  Diess  ist  aber 
nur  eine  anrlere  Einkleiduni?  de»  »Satzes  der  gleichen  Perpeiidikel- 
producte  im  Kreisselinenviereck ,  denn  die  vorliegende  Bedin- 
gung gibt  nach  und  nach,  wenn  p,  f/,  v,  u  der  Reibe  nach  die 
Perpendikel  auf  Aß,  AC,  CD,  BD  voisteUen: 

p.Co8ec(PQ,  AB).vCo8eciPR,  CD) 

i^CowciPS,  AQ.uCoawiPT,  BD) 

=:S\n(PS,  AC).bin(PT,  BD):SiniPQ,  AB).S\niPR,  CD) 

oder  pc^gu  wie  oben. 


Eusammenhang  desselben  Salzes  mit  der  involutUm  des 

Desat'gues, 

Schon  oben  im  2.  Ist  an'^edeutet  der  Zusammenhang  unsers 
Satzes  mit  dem  des  Üesargues  über  die  Involution  der  sechs 
Punkte  einer  Transversale  durch  einen  Kegelschnitt  und  die  vier 
Seiten  eines  eingeschriebenen  Vierecks.  Sind  nun  in  Taf.  II.  F'\<j^.  II., 
zur  näheren  Begründung  dieses  Zusanmienhanges  oder  vielmehr 
7.or  Ableitung  des  einen  Satzes  aus  dem  andern,  a  und  a'  die 
Dorchschnittspunkte  zwischen  der  Transversale  und  dem  einen  Paar 
zi^ordoeter  Viereckssciten  AB  und  ED,  ferner  b  und  b'  für 
das  andere  Paar  AD  und  BE,  endlich  cuod  c'  die  Durchschnitts« 
punkte  swischen  Curre  und  Traneversale»  so  spricht  sich  das 
Infofutionatheorein  unter  andern  aus  In  folgender  Gleichung: 

ac .  a'c  i  bcMc  s=  ac' .  a'c' :  bc' .  b'c'» 

Werden  nun  aus  dem  einen  Corvenpunkte  e  gefilllt  die  Perpen- 
dikel m  auf  ABt  dann  n  anf  DE,  p  auf  AD,  q  auf  BE%  ans 
dem  andern  Currenpunkt  In  derselben  Ordnung  die  Perpendi- 
kel m! ,  n',  p* ,  q*  auf  dieselben  Seiten,  so  ist  m  =  ac.Sln«, 

7i  =  a'c.Sin|3 ,  ;>  =  />c.Siny,  q—b'c.S\x\8,  wo  ß,  ^,  y,  (5  die  Win- 
kel zwischen  der  1  rafisversale  und  den  einzelnen  Vierecksseiten; 
ebenso  7n'  =  ac'.Sina,  n'  — o'c'.Sin  |?, /j'-=6c'.Siny,  r/' =  6'c'.Sin5. 
Nun  gibt  unsere  obige  Involutionsgleicbung»  verbunden  mit  der 
identischen : 

SiniiSin/}:SlnyStod  =  S}n<rSin/l:Sla7Sind, 

I  heil  XXXVIU,  9 
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diese : 

ac  Sio  a .  a'c  Sin  j3 :  6c  Sin  y .  6  Sin  d 
=  ac'Sintt.iiVSin/}:6<^Sin/.6VSina. 

Wird  MUH  die  Transversale  gedreht  um  den  festgehaltenen  Punltl 
c' t  so  bleiben  die  Perpendikel  m' ,  n' ,  p' »  q*  unverändert,  so  dass 
TermOge  unserer  Proportion  das  beständige  Verhaltniss  ihrer  Pro- 
ducte>  nämlich  m'.n'ip'q'  oder  oc'.Sin«.  nV.Sin|?:6c'.Siny.6V.Sind, 
auch  xur  Folge  hat  die  Beständigkeit  des  Produeten Verhältnisses 
m.nxp^q  oder  Ae.Sma.a'c.SiD/S:6c.Sioy.6'c.Sind9  womit  bewie* 
sen  iet  die  allgemeine  EigenschafI  der  Kegelschnitte  vom  bestän- 
digen Verhiltnisff  der  in  Rede  stehenden  Perpendikeiprodacte. 


§.  8. 

Mku  Eeeipreke  des  Satzes  von  den  Entfernungen  nwUehen 

Cnrvenpuukty  zwei  festen  Tangenten  und  ihrer  Berührutißs- 

sehne  beim  Kegehehnitt, 

Es  seien  in  Taf.  II.  Fig.  12.  gegeben  zu  einem  Kesrelschnltt 
jswei  feste  Tangenten  AF,  BF  mit  den  Berührungspunkten  A 
und  B  lind  dem  Treffpunkt  F,  eine  dritte  freie  Tansjento  sei  PQ, 
die  die  beiden  testen  schneidet  in  P,  Q:  zu  beslimmen  die  Be- 
ziehungen zwischen  den  Entfernungen  A('  und  HD  der  festen 
Berührungspunkte  Ay  B  von  einer  freien  Tangente  PQ  und  dei 
Entfernung  FJ  des  festen  Treffpunktes  F  von  derselben.  Nun 
Ist  nichts  leichter,  als  diese  Beziehungen  zu  finden,  vienu  wir  zu 
Hälfe  nehmen  die  projectivischen  Eigenschaften  der  Kegelschnitts- 
tangenten. Es  sind  nämlich  aus  Taf«  II.  Fig.  12,  selbstverständ 
lieh  die  zwei  Proportionen:  ' 

FJ:AC=FP:AP, 

FJiBD=FQ;BQi 

m 

und  daraus  die  zusammengesetste: 

FJ*:AC.BD=FP,FQ:AP.BQ 

oder 

FP  RQ 
FJ^xAC.BD=jpj^, 

ebenso  tur  eine  zweite  freie  Tangente  PtQ,t  in  der  Figar 
gelassen,  ^ 
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\ni)  ist  liacIi  den  angelührten  projectivischen  Eigenschaften  der 
Kegelschnitts  taugen  ten : 

AP' AP,  "  TQ'  FQ, 

•der 

FP,  BQ  _  FP, .  BQ, 
AP^FQ  —AP/FQ,  * 

also  auch 

FJ^i  AC.BD  z=  FJ^i  AC,,BD,  ss constante» 

d.  h.  die  aogeffihrten  DoppelFcrhaitnisse  für  alle  freien  Taugenten 
f^Q^  JPiQ,i  P„Qu  u«  f.  von  heständigem  Werthe.  Daraus  der 
^atz^  das  Keciproke  zu  dem  auf  das  Dreieck  beschränkten  Mew- 
toDSchen  Satz  in  §.4.:  das  Quadrat  des  Abstandes  zwi* 
sehen  dem  Treffpunkt  zweier  festen  Tangenten  und 
ieiner  beliebigen  dritten  Tanf^cnte  steht  zu  dem  Kecht- 
eck  der  Entfernungen  zwischen  den  festen  Berflh« 
langspnnkten  und  deraetben  Tangente  in  einem  be- 
st&ndigen  Verhfiltnisse. 

Oben  in  $.  6.  hat  die  Ortsbestimmniijj;  des  Pappus,  auf 
Kreis  und  irleicliscljenkiiges  Dreieck  beschränkt,  den  Werth  des 
iraglichcn  beständigen  Verhältnisses  zur  Folge  gehabt.  Nun  könnte 
es  scheinen«  auch  der  reciproke  Satz  führe  für  den  Kreis  auf 
denselben  Werth  1  des  hier  in  Rede  stehenden  beständigen  Ver- 
häiteissea.  Dasa  es  aber  nicht  so  ist,  das  veranlasst  uns,  den 
Kwar  acbon  in  voriger  allgemeiner  Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
eingeschlossenen  besondern  Fall  des  Kreises  hier  noch  besonders 
hervorzuheben ,  fär  den  wir  zudem  einen  neuen  Beweis  gefunden 
'.a  haben  glauben«  lieaondera  zur  Erhärtung  der  Thatsaehe,  dass 
das  fragliche  VerbSltnisa  nicht  1  ist«  sondern  einen  anderen  Werth 
bit,  und  endlich  sur  Bestimmung  dieses  Werthea  selbst. 

• 

Es  sei  also  in  Taf.  IL  Fig.  13.  gegeben  ein  Kreis  ans  dem 
Centrum  M  mit  dem  Halbmesser  MG  =  Tt  den  festen  Tangenten 
AF,  BF,  den  Berührungspunkten^,  B,  also  der  Berührungs- 
sehne AB  i  mit  ihrem  Pol  F  als  dem  Treffpunkt  der  Tangenten, 
dazu  eine  freie  dritte  Tangente  PQy  die  festen  Tangenten  in  P, 
Q  schneidend,  ihr  Berührungspunkt  Cr;  der  Abstand  des  Poles 
F  rsai  Centrum  M  hingegen  Filfsc;  der  Abstand  des  Beröh- 
niogspnnl^tea  G  der  freien  Tangente  PQ  von  der  festen  Polare 
o()er  Kerabmngasehne  AB  sei  GE:s=pi  der  Abstand  des  festen 
Berdhrnngapanktaa  A  Ton  der  PQ  ferner  ACs^u}  der  Abstand 
des  andeni  fcaten  Berahrungapnulctes  B  von  derselben  PQ  end- 

2* 
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lieh  BD  =  v;  der  Abstand  des  freien  Berührungspunktes  G  von  ' 
der  festen  Tangente  AF  sei  GH=  AC=u;  der  Abstand  des- 
selben G  von  der  andern  festen  Tangente  BF  endlich  GK—BD~v,  | 
denn  auch  AP=  GP  und  GQ=  BQ  als  Tangentenpaare  am  Kreis:  j 
so  lässt  sich  aus  diesen  Vorau56etzun<>en  beweisen  die  Aebn- 
lichkeit  der  Dreiecke  'FJIU  und  EG/V  mit  dem  gleichen  Winkel 
JFM  —  EGM  =  d'  oder  die  Proportion  JE:  FM  —  EG :  GM.    Es  I 
ist  nämlich  FJL  senkrecht  auf  PQ,  ebenso  der  Berührungshalb  j 
messer  MG  senkrecht  auf  PQ,  daher  FJL  parallel  zu  GM,  ebenso  i 
LM  parallel  zu  PQ  und  gleich  JG ,  MN  parallel  za  AB  und 
gleich  0£,  und  daher  naeh  und  nach: 

mz=:JF=zFL^JL^FL-^GM^cQoB^-r, 

c  =  FM,  JF:Füf=Cos^--, 

e 

p^GE^  GN-^EJS^  GJS--  GM  =  r  Cos^^^ , 

c 

und  damit  bewiesen  die  Proportion  JFiFMssEG  .GM  oder 
m:c~p:r  oder  die  Productengleichung  cpz:=rm*  Nun  ist  aber 
in  bewiesen  GE^^  GH.GK  oder  p^^uo,  also  m^^ssc^, 
m%*Ä€*«©,  oder  m»iiit>s=5<j*;r*,  d.h.: 

im  Kreis  ist  das  Quadrat  des  Abstandes  zwischen 
dem  Treffpunkt  zweier  festen  Tangenten  und  einer 
freien  Tangente  zum  Rechteck  der  Abstände  zwischen, 
den  festen  Berührungspunkten  und  derselben  freien 
Tangente  In  einem  beständigen  Verhältnisse,  und 
swar  ist  dieses  Verhältniss  wie  das  Quadrat  des  Ab- 
standes zwischen  dem  festen  Treffpunkt  und  dem  Cen- 
trum zum  Quadrat  des  Halbmessers,  welches  Flächen- 
verhältniss  oder  quadratische  Verhältniss  sich  atieh 

fibersetzen  lässt  in  das  lineare  FMiOM  oder  c:^- 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Beziehungen  ergibt  sich 
das  £u  §.4.  reciproke  Theorem: 

Int  gegeben  ein  Kegelschnitt  mit  einem  umschrie- 
benen Viereck  oder  einem  Tangentenviereck:  so  steht 
das  Rechteck  aus  den  Entfernungen  sweier  Gegenecken. 
Von  einer  freien  fünften  Tangente  sum  Rechteck  der 
Entfernungen  der  swel  andern  Gegenecken  von  dersel- 
ben freien  Tangente  In  einem  beständigen  Verhftlt- 
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nisse,  das  aber  beim  Kreis  nie  den  Werth  l  annimmt, 
so  «lass  in  iliesem  Falle  nie  ein  Product  gleich  einem 
andern  ist 

m 
9 

§.  9. 

Coordinalenanulysis  zum  Satz  des  iVeivfo»  und  seines 

Reeipnken, 

Zum  Scbluss  sei  noch  die  CoordinatenaoalyFis  in  Wcttkampf 
geeetxt  mit  uosern  synthetischen  und  neugeometriscben  Metho- 
den, zuerst  am  Lehrsats  des  Newton  $.4.  vom  Kegelschnitt 
und  dem  eingeschriebenen  Viereck.  Die  dort  aufgestellte  Orts* 
bedingong  des  die  Curve  beschreibenden  Pnuktea  P  gibt  sofort  die 

Gleichung  ^^^ji  =  <5f  oder  ~^=^,  wo  die  Perpendikel  oder 

sebiefen  Strahlen  PQ^m,  PR^n,  PS=p,  PT:=g,  durch  die 
laDfenden  Coordinaten  jr»  jr  des  Punktes  P  aosgedrfickt,  lineare 
Fnnetionen  dieser  Coordinaten  vorstellen,  so  dass  wirklieh  die 

Ml«  ft 

Bedingungsgleicbung  — wo  je  xwel  solcher  linearer  Func* 

tionen  zum  Product  verbunden  sind,  eine  quadratische  wird  in 

Bezug  auf  die  Coordinaters  x,  und  also  im  Allgemeinen  einen 
Kegelschnitt  vorstellt,  der  durch  die  vier  Ecken  des  gegebenen 
Vierecks  geht;  denn  wenn  7i  =  0  ist,  so  muss  auch  q  oder/?  =0 
^pif),  und  nenn  r//  — 0  auch  p  oder  q  r=:0.  Oie  Curvo  niuss  aUo 
durch  die  vier  Ecken  gehen,  da  nur  solche  Punkte  je  zwei  der 
ätrablen  oder  Perpendikel  zugleich  zu  0  machen. 

Hier  Ist  Oberhaupt  zu  bemerken»  dass  immer  nm-\-gpq^i^ 
vorstellt  die  Gleichung  der  Curve  zweiten  Grades,  die  durch  vier 
Durebschnittspunkte  der  Geraden  gebt»  deren  Gleichungen  sind 
«asO«  n=0,  p=:0,  ^=0.  Mit  UOlfe  dieser  einfachen  Zeichen 
liest  sich  auch  leicht  obiger  Satz  New  ton 's  umkehren,  wie  folgt: 

Die  Curve  zweiten  Grades,  die  dem  Viereck  der  Geraden 

OT=^ -f- axa:  +  6i  =0,   «=y +  <i2a:  +  6^  =  0,     =  y  +  fl^a: -|- 63  =  0, 

umschrieben  ist,  bat  die  Gleichung : 

mit   ffpg  ^  0* 

Die  Perpendikel  ans  dem  beschreibenden  Punkt  ^r,  y)  sind: 

*=  -r-^.  w=-^JL^.  p=-7=£=.  0=-^-. 

+  Vl+fli«  VI+««* 
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Die  Punkte  (jc,  y)  der  Curve  müsaen  auch  die  durch  die  Cur- 
veDgleichong  nm  gpq  =  0  ausgedrückte  Bedingung  erfliUen,  nnd 
also  geben: 

mn=-gpg  oder  MN.^Iiai^,VHa^^=-g,i^Q.\  H«»^.VT+ö? 
oder 

die  Prochicte  der  Perpendikel  zifireordneter  Seiten  in  beständi(^en 
Verhäitoiss«  was  sich  aui'  beliebig  schiele  strahlen  ausdehnen  iäsftt 

Aach  der  zum  New  ton  sehen  reciproke  Sat«  vom  Kegel- 
schnitt und  dem  umschriebenen  Viereck  lässt  sieh  durch  eio< 
ebenso  einfache  Coordinatenaualyöii»  erledigen  wie  l'olgt: 

Wenn  da«  Product  der  Abntinde  n  einer  freien  Geradei 
▼en  Bwel  festen  Punkten  B  zu  dem  Produet  der  Abstände  p,  1 
derselben  Geraden  von  zwei  andern  festen  Punkten  C,  D  in  einen 

fllafi 

beständigen  Verhältnisse  steht »  so  dass  ^—^=g,  so  umhüllt  di 

freie  Gerade  als  Tangente  eine  Gurve  des  xweiten  Grades,  welch 
die  vier  Geraden  lierOhrt  aus  der  Verbindung  des  A  oder  B  m 
C  oder  D*   Denn  was  sonächst  den  Grad  der  Uinhüllungscurv 

betriflFt,  so  wird  sie  gefunden  ivic  folgt:  Wir  f;etzen  a,  ß  al 
Coordiriaten  des  festen  Punktes  A,  ferner  7,  6  als  Coordinate 
des  festen  Punktes  ß,  dann  £,  ^  als  Cnonlinaten  des  feste 
Punktes  C,  tiuiiich  i/,  #  als  Coordinaten  des  iesfen  Punktes 
und  y  ^-  (tX'\-  ft=zO  als  Gleichung  der  freien  Geraden  mit  den  ve 
änderlichen  Parametern  0  und  h.  Dann  sind  die  Perpendikel  ai 
den  lesten  Punkten  auf  dieselbe  der  Reihe  nach ; 

m 

_a  +  aß  +  b  _y+aS+b  „i+^H*  _5_+''*  + 
und  die  Bedingung  ist: 

W""^  oder    (^^aUtnn-^a&i^b)  -^' 

Die  veränderlichen  Parameter  a,  6  der  Geraden  ^  +  fiar-f6  = 
oder  der  Tangenten  zur  gesuchten  umhüllenden  Curve  heiss 
nach  Ptückcr  und  ('hasles  Tangontialcoordinaten,  und  da  1 
sere  Hed ingungggleichung  in  Bezug  auf  diese  offenbar  vom  zw 
ten  (ir.ide  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  uu>hüllendcn  (\irve 
den  Puuktcoordinaten  :r,  y  ebenfalls  vom  zweiten  Grade,  %vie 
beweisen  war.    Was  dann  ferner  die  Berührung  der  Gerad 
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zvrischen  A,  B,  C,  D  darch  unsere  unihfillende  Curve  betriflft, 

80  ist  gleichzeitig  der  Abstand  zwischen  dem  festen  Punkt  von 
A  und  der  Tangente  uiit  dem  Abstand  des  festen  Punktes  Ji  oder  .* 
D  von  derselben  Null.    iYw  Curve  berührt  also  die  beiden  Gera- 
den AB  und  AD,  ebenso  die  beiden  Geraden        und  CJ)$  d,h, 
sie  tat  dem  Viereck  ABCD  eingeschrieben. 


§.  10. 

Der  Kegeisehnitt  im  ungleiekseUigen  Dreieck,  besUmmi  als 
Ort  dureh  das  Prchlem  des  Fappus,  wo  das  Verhdliniss 
eines  Perpendikelproducts  zum  Quadrat  des  dritten  Ferpendi' 
keU  dmi  H^erih  i  Aaf »  oder  wo  em  JPerpendikelproduci  gleieh 
dem  Quadrat  des  dritten  Perpendikels^  m  synthetischer  Ent* 

Wicklung, 

Es  sei  also  in  Taf.  II.  Fig.  14.  gegeben  ein  Dreieck  ABU  und  • 
in  seiner  Ebene  der  Punkt  C  so  bestimmt,  dass  seine  Entfernang 
CE  von  einer  (Trufidlinie  AU  das  geometrische  Mittel  sei  zwischen 
8ein€*n  Entleriumgefi  CF  und  CG  von  den  beiden  andern  Seiten 
AH  und  BH  oder  dass  als  Voraussetz üiii^  ^jMq  die  stetige  Pro- 
portion CF:CE=CE:CG  oder  die  Gleichung  CE^^CF.CG. 
Zur  VergleichnnjT  und  Vermittlung  dieser  Bestimmung  mit  Frühe- 
rem, namentlich  mit  §.  6.,  und  zur  Herstellung  beliebig  vieler  so 
bestimmter  Curvenpunkte  C  dient  folgende  Hülfsconstruction  :  aus 
einer  bestimmten  Lage  C  des  Curvenpunktes  werde  parallel  mit 
der  Biesectrix  HM  des  Dreieckswinkels  AHBs^^a  die  Richtung 
CD  gezogen  und  darauf  von  C  ans  abgemessen  CD=i  CE^p 
als  eine  bestimmte  Grosse  der  Entfernung  eines  Curvenpunkte« 
r  von  der  Grundlinie  AB  des  gegebenen  Dreiecks  ABH^  dann 
durch  das  Ende  D  dieser  Strecke  JK  senkrecht  zn  derselben 
und  folgUeb  auch  aar  Bissectrix  ÜM,  bis  an  die  Dreiecksselten 
AH  und  BH  in  J  und  K,  wodurch  aus  dem  ungleiebseitigen 
Dreieck  ABH,  abgeleitet  Ist  das  gteicbscbenkllge  HJK^  das  den 
Winkel  JHK  =  t2a  mit  jenem  gemein  hat.  Durch  diese  Drehung 
der  arsprfinglicheii  Perpendlkelrichtung  CE  In  die  CD  mit  unver» 
inderter  Strecke ,  da  die  Seitenrichtnngen  AH  und  BH  und  da- 
her auch  die  Perpendikel  CF  und  CG  darauf  ebenfalls  unverändert 
geblieben  sind  nach  Richtung  und  Grösse,  und  durch  die  Drehung 
der  Grundlinie  AB  in  die  JK  des  gleicbschenkligen  Dreiecks  ist 
der  Curvenpunkt  C  zurückgeführt  nach  §.  6.  auf  einen  Periphe- 
riepiinkt  C  des  unter  den  neuen  Bedingungen  entstehenden  Krei- 
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ses,  und  die  hios«  atliDen  i)reietke  CEl^  imd  CEG  mit  der  Sei* 
tenproportioii  CFiCE—CEiCG,  ohne  Gleichheit  der  Winkel 
zwischen  diesen  proportionalen  Seiten,  verwarKielt  in  die  ähnlicheu 
CUE  und  CDG f  uobei  zu  merken,  dass  der  Kreis,  als  Stell- 
Vertreter  unserer  Ortscurve  für  vier  Punkte,  sein  Ceutrum  M  auf 
der  Bi88ectrix  HM  bat  und  die  Seiten  ilir. und  Bti  in  J  und  K 
berührt 

Die  rier,  unserer  ursprünglichen  Ortscurve  und  dem  Hfilfs* 
kreis  gemeinschaftlichen  Punkte  C  ergeben  sich  leicht  aus  der 
Bestimmung,  dass  immer  die  Entfernung  CE=p  zv^ischeIl  einem 
beliebigen  Curvenpunkt      und  der  festen  Grundlinie  AB  des  ur- 
sprüngliehefi  Dreiecks  ABU  gleich  sein  muss  der  Entfernung  CD 
'  zwischen  demselben  Curvenpunkt  C  und  der  beweglichen  Grund- 
linie  JK  dps  veränderlichen  t^leichschenkligeo  Dreiecks  HJK> 
Es  ist  nämlich  der  Ort  des  Punktes  C,  der  von  zwei  Geraden 
AB  und  JK  gleichweit  entfernt  ist  nach  unserer  Bestimmung, 
nichts  anders  als  das  Paar  Gerader,  die  die  beiden  Nebenwin- 
kel der  ^Bund  JK  halften,  wie  Taf.lI.Fig.  14.  zeigt.  Man  ziehe 
also  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  der  festen  Grundlinie  ABy 
aber  immer  zwischen  den  Enden  A  und  B ^  eine  Gerade  JK  bis 
an  die  Seiten  AH  und  BH  und  senkrecht  zur  Bissectrix  HM» 
errichte  in  J  ein  Perpendikel  JM  auf  AH  bis  an  die  Bissectrix 
in  jV,  beschreibe  aus  M  mit  dem  Halbmesser  MJ  einen  Kreis« 
der  die  AH  und  BH  in  J  und  K  berGhren  und  zugleich  ein  erster 
Ort  sein  wird  fOr  vier  Curvenpunkte  C  auf  einmal ;  ein  svreitei 
Ort  llOr  dieselben  vier  Punkte  ist,  %vie  gesagt,  das  Paar  Geradei 
CPC  und  CPC,  die  die  Nebenwinkel  der  AB  und  JK  hfilflten 
und,  ebenso  leicht  sa  construiren,  rechtwinklig  zu  einander  sind 
Also  schneidet  ein  solcher  Kreis,  dessen  Centruni  auf  der  Bis 
sectrix  HM,  und  der  die  Seiten  AH  und  BH  berührt,  unseri 
Curve  immer  in  vier  solchen  Punkten,  dass  zwei  Verbindungs 
liiiicn  derselben  reclitwiuklig  zu  einander  sind.  Diese  vier  Punkt 
sind  übrigens  die  einzigen  gemeinschaftlichen  zwischen  dem 
nannten  Kreise  und  unserer  Ciirve,  die  nach  dem  früher  in  §.  4 
Zusatz  lind  in  §.  ().  Bewiesenen  x^edor       Kreis,  noch  eine  hoher 
Curve,  sondern  nur  ein  anderer  Kegelschnitt  sein  kann;  den 
wenn  noch  mehr  Punkte  des»  Kreises  unserer  Curve  angehurtei 
so  müssterusich  Kreis  und  Kegelschnitt  in  mehr  als  vier  Punl 
ten  schneiden«  was  unmöglich  i.*it. 

Als  zut'i  Grenzfalle  unserer  Curvenpunkte  sind  nach  Taf.  II 
Fig.  15.  zu  betrachten  die,  wo  eine  rJenihi unt^sisebne  AD  cii 
stellvertretenden  Kreises  duit  h  die  Grundlinienecke  A,  und  oii 
andere  BE  dieser  Berührungssehnen  durch  die  andere  Gruu« 
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Hnienecke  ß  des  gegebenen  ungleichseitigen  Dreiecks  AßH  gehU 
hk  dem  einen  Grenzpnnkte  A  fallen  swei  Curvenpunkte  sneammeo 
in  einen  einfachen  Berfihrangepankt  zwischen  Curve  und  seliger- 
tretendem  Kreis,  AH  ist  also  Tangente  zu  beiden  in  diesem  Punkt; 
AMi,  senkrecht  auf  AH  in  A  hia  an  die  Biaaectriz  HM,  iat  £e* 
rfibroogshalbmeafler  deaatellvertreteDden  Kreiaes,  und  bat  alao  die 
Ricbtvng  der  Normale  siir  Cunre,  wenn  aoch  Mf  oicbt  Krfim- 
mongamlttelpankt  nnd '  daher  il  Mi  nicht  KriimmaDgahalbmeaaer  iat. 
Der  Kreia  um  Mi  bat  dann  auaaer  A  nur  noch  die  swei  Punkte 
Ci  und  Q  mit  der  Curve  gemein;  sie  liegen,  wie  Taf. III. Fig.  15. 
leigt,  auf  den  Geraden  ACi  und  ACi,  welche  die  Nebenwinkel 
swiacben  der  Grundlinie  AB  und  der  BerQbrungeaebne  AD  de« 
herfibrenden  Kreises  um  Mi  hSlflen.  Ebenso  ist  S  Berflhrun^s- 
punkt,  BH  Tangente  an  Curve  und  Berührungskreis,  Ä/W,  senk- 
recht auf  ßH  in  ß  hm  an  die  Bissectrix  IJßJy  Halbmesser  des 
beröhrenden  Kreises,  M  Centrum  desselben:  ausser  B  hat  der 
berührende  Kreis  um  M  nur  noch  die  zwei  Punkte  C  und  C  mit 
der  Curve  gemein;^  sie  liegen  auf  den  Geraden  ßC  und  BC,  die 
die  Nebenwinkel  zwischen  der  Grundlinie  Aß  und  der  Beriihruncjs- 
sebne  BE  des  berührenden  Krtiises  iin»  iV  hälften.  Wie  die  Be 
rfihrungf^sehnen  AD  und  als  Grundlinien  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  ADH  and  BEH  gefunden  werden»  ist  wohl  nicht  nötbig 
au  bemerken. 

Noch  unmittelbarer  ergeben  sich  AH  und  BH  als  Tangenten 
nnaerer  Curve  mit  den  Berührungspunkten  A  und  B  aus  der  Be- 
dingungagleichung  CE^^CF.CG  au  Taf.  Ii.  Fig.  14.;  denn  in  A, 
indem  man  atcb  von  zwei  Seiten,  sowohl  von  oben,  als  von  unten 
her  in  Beaug  auf  AB  nfibert»  wird  CEssQ,  CF^Q,  daher 
C&^O^O.CG—O,  und  deabalb  die  Bedingungaglelcbung  be* 
friedigt.  Bei  B  geaehiebt  daaaelbe  und  ea  iat  C£  =  0>  CGssO, 
daher  C£*=:0=CF.O=0  und  die  Bediogungsgleicbung  ebenfalla 
befriedigt,  ao  daaa  vorerat  wenigatena  A  und  B  ala  Curvenpunkte 
aofgeaelgt  sind,  da  ale  die  Ortabedingung  erßlllen.  Aber  gleich- 
zeitig nSbern  aieb  die  Curvenpunkte  C  von  zwei  Seiten  her»  bis 
zaro  Verschwinden  der  Entfernungen,  nicht  nur  den  A  und  B, 
sondern  auch  den  Richtungen  AH  und  /?//,  da  nach  der  Bedin- 
gung gleichzeiti«;  CF  mit  CE  oder  CO  mit  CE  bis  zum  Ver- 
schwinden abttebmen  muss,  und  zivar  sowohl  tur  ein  positives 
oder  oberhalb  Aß  liefen def?  CE,  als  auch  für  ein  negatives  oder 
unterlialli  Aß  liegende«  womit  A/I  um]  Uli  als  Tangenten 

aulgezeigt  sind,  nach  alliieniein  anerkannten  (irundsätzen.  Die- 
ser Bewein  gilt  auch  für  den  allgemeinem  Fall  in  §.4.  Zusatz,  wo 
da^  Verhältniss  zwischen  dem  Rechteck  zweier  l^erpendikel  zum 
Quadrat  dea  dritten  Perpeodikela  ein  beilehigea  ist.  Noch  zwei 
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Curvenpunkte  sind  mittelhar  ^e^eben  in  and  mit  dem  Dreieck 
ABH,  näialich  dnr  Mittel puükf  C  ties  eingeschriebenen  Kreises 
in  Taf.  III.  Fitr.  10.  und  der  Mittelpunkt  C  des  angeschriebenen 
Kreises,  der  die  Richtungen  All  und  ßli  in  ihren  Vorlfingerun- 
gen  lind  die  Crundlinie  ^/i  zwischen  den  Ecken  A  und  B  berührt. 
Denn  in  beiden  Fällen  haben  wir  CE=CF=::CG  und  daher 
CE^z^CF,CG  nach  der  Bedingung  aoserer  Ortscorve.  Abar 
mit  jedem  dieser  Punkte  ist  eine  ^anze  Quaterne  von  Car?eii- 
punkten  und  ein  stellvertretender  Kreis  gegeben.    Diese  werden 
gefunden  w\&  folgt:  Aus  dem  Cenfrum  C  des  dem  Dreieck  ABH 
eiegeechriebenen  oder  des  auf  die  beschriebene  Art  angeechrie- 
benen  Kreiees  fillle  man  dae  Perpendikel  CE  auf  die  Grundlhiie 
AB,  hftlfte  den  Winkel  BCE  durch  die  CPs      HCDM  Biaaec- 
triz  des  «Dreieckswlnkela  JJ7i?=:2a;  die  CP  treffe  AB  in  P, 
durch  P  ziehe  man  JPK  reehtwinklig  zu  HCDM,  und  CPC 
rechtnrlnfcllg  za  CP»'  so  Ist  JPK  BerShrungssehne  des,  die  Seiten 
AH  und  BH  berfibrenden  Kreises.  JM  rechtwinklig  in  /auf  AH 
bis  HM  gibt  den  Halbmesser  des  unsere  vier  Curvenpunkte  C 
auf  CP  und  CP  enthaltenden  Kreises  ffir  bmde  F&lle.  Und  da- 
mit wieder  acht  Curvenpunkte  gefunden. 

Da  All  und  Bfl  Tangenten  an  unsere  Curve  in  //  und  H 
sind,  also  AB  Berührungsseime  derselben,  so  ist  HO  durch  die 
Mitte  O  der  AB  eine  zu  AB  conjugirte  Durchmesser richtuiig, 
und  es  ist  daher  zur  völlii^en  Hestininuing  unserer  Curve  Alles 
daran  gelegen,  zu  finden  die  Curvenpnnldr  auf  HO,  d.  h.  zu  be- 
stimmen die  Länge  dU  ses  Diirchnicfi^erä  und  mit  der  IMitte  des- 
selben auch  das  (/entruni  »icr  Curve,  ferner  den  zu  HO  conju« 
girten  Durchmesser  parallel  zu  AB.    Nun  gibt  es  eine  einfaclie 
HGlfsconstruction  zur  Bestimmung  der  Curvenpunkte  nicht  nur 
auf  der  Durchmesserricbtung  HO»  sondern  auf  jeder  beliebigen 
durch  H  gehenden  Richtung  HQ  nach  Taf.  Hl.  Fig  17.  Man  wähle 
auf  der  Bissectrix  HM  des  Winkels  AHM  einen  beliebigen  Punkt 
M,  fälle  aus  M  auf  AH  oder  BH  das  Perpendikel  MJ  oder  IHK 
als  Halbmesser  des  die  Seiten  AH  nn^  BH  berührenden  Hfilfo- 
kreises»  welcher  die  HQ  etwa  in  X  schneiden  wird,  aus  X  IHlIe 
XY  senkrecht  auf  die  BerOhrungssebne  JK»  aus  demselben  JC 
f&lle  XZ  senkrecht  auf  die  Grundlinie  AB,  messe  auf  XZ  ab 
von  X  ans  die  Strecke  XVssXY^  ziehe  durch  F  zu  AB  die 
Parallele  Wü,  die.  die  AH  und  BH  in  W  und  U  schneidet» 
ziehe  WX  und  aus  A  die  ilC parallel  zu  IFA:;  d^r  Punkt  C,  wo 
AC  die  HQ  trifft,  ist  der  gesuchte  Curvenpunkt.    Der  Beweis 
dieser  Construction  beruht  eigentlich  auf  der  Theorie  ähiüicher 
Kegelschnitte,  die  dem  Winkel  AHB  eingeschrieben  sind,  des. 
sen  Schenkel  AH,  BH  gemeinsame  Tangenten  derselben  sittii^ 
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dessen  äicheitel  H  ihr  Aehnlichkeitepunkt;  die  ConstructioD  kann 
aber  ancb  elementar  bewiesen  werden  wie  folgt  Es  sei: 

LX=m,   PÄ=n,    WÄ  =  q,   AC^g^,  üX:=zr, 

CF^mi,  CG^nt,  VX^p,   CE^pi,  CB^Tt, 

so  besteht  die  tiieichuog  p^  =  mn  nach  $.6.  und  die  Proportionen 

m'.mi^qigi  =p  :pi  nm  der  ParaHelen  willen, 
n:ng  =zr ',ri=^p:pi  aus  gleichen  Gründen, 
fiiii:m|fii  s=4pr:qtri  =^ffiipi^  dareh  Znsammensetsiing. 

Weil  nun  nach  §.6.  besteht  die  Gleichung  p'^=smn,  so  ist  aueb 
iii|}t|«  wie  zu  beweisen  war,  oder  C  ein  Punkt  der  gesuch- 
ten Cnrve  und^^  der  entsprechende  Punkt  der  ähnlichen  Hü'lfs> 
cnrve.  Die  nun  selbstverständliche  Taf.  III.  Fig.  18.  zeigt  dieselbe 
Consfnietion  mit  Besag  anf  den  Curvenpnnkt  C  der  Darebmes- 
serrichtung  MO. 

Vorhin  Ist  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Kegelschnitte  an- 
geführt uml  angenommen  worden  die  Thatsache,  die  nicht  nur 
gilt  für  unser  aui  s  Engste  beschränkte  Problem,  sondern  auch 
för  das  Weitere  im  Sinne  des  Zusatzes  zu  §.  4.,  wo  das  Verhält- 
aiss  zwischen  dem  Rechteck  zweier  Perpendikel  ?nm  Quadrat 
des  dritten  Perpendikels  ein  beliebiges  ist,  dass  nämlich  in  Taf.  IV. 
Fig.  l'j.  die  Berubrungssehoe  AB  der  Tangenten  AH  and  BMt 
and  die  HO  aus  dem  Treflfpunkt  H  dieser  Tangenten  durch  die 
Mitte  O  der  AB  zwei  conjugirte  Ricbtungen  sind^  oder  di|ss  HO 
alle  zn  AB  parallelen  Sehnen  nnserer  Cnrve  bälftet..  Die  Grflnd* 
liebkeit  der  Methode  verlangt  aber  diese  niebt  nur  so  unmittelbar 
aus  der  allgemeinen  Tbeerie  der  Kegelsebnitte  ansnnebmen,  son- 
dem  ins  Besondere  su  beweisen  aus  dem  bier  gerade  verllegen* 
den  Grnndsatx  der  Curvenbesebreibung.  Dieser  Forderung  nun 
wird  genfigt  auf  folgende  alemlieb  einfaebe  Welse,  mit  Hülfe  der 
Taf.  IV.  Flg.  19. ,  In  der  wir  setzen ;  den  Curvenpnnkt  €}  recbts 
von  HO  mit  der  Voraussetzung,  dass  seine  Entfernung  von  AB 
sei  CE  =  Pf  von  AH  aber  CF~u,  von  />'//  endlich  CG=zv, 
und  dass  diese  drei  (irüssen  eingehen  nicht  nur  die  hier  in  die- 
sem Paragraphen  geltende  beschränkte  Beziehung  p*:tt»  =  l  oder 
p^zr=uv,  sondern,  wie  gesagt,  die  nach  §.4.  Zusatz  erweiterte, 
wonach  p'^:uv—g  oder  p^  —  guv,  d.  h.  das  ()uadrat  der  Entfer- 
nung CE  des  Ciirvenpunktes  C  von  der  Grundlinie  Aß  soll  zum 
Rechteck  CF.  CG  der  Entfernungen  desselljen  Punktes  von  den 
beiden  andern  ^Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  ABU  in  einem 
beständigen  Verhältnisse  stoben»  dessen  Werth  g  gegeben  sei. 
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Aus  dem  so  bestimmten  Curvenpuokte  C  rechts  von  HO  leiten 
wir  ab  die  Lage  eines  z\veiten  noch  fraglichen  Punktes  Cso.  dasg 
durch  jenen  ersten  o^ezoßien  wird  die  Gerade^ CO C£ parallel  zu  AB, 
auf  derselben  ab^enjessen  OC  links  von  HO  gleich  dem  «jese« 
bcnen  OC  rechts  von  derselben,  wodurch  wir  zugleich  bekom- 
men auf  ACOCB  was  folgt:  OC=OCs=id,  AO^BO^c, 
ACOCz=BCOC=c-\-d  und  ACz=2  ßCssc  —  d,  wo  AnndB 
^vieder  auf  AH  und  ßH  liegen.  Aus  der  nun  ••Jbstverstäodlicben 
Taf.  IV.  Fig.  19.  lässt  sich  unter  diesen  Voraussetznogeo  bewei- 
aen»  daas  C,  links  von  BO,  ebenfall»  ein  Punkt  unserer  dnreb 
obige  erweiterte  Bedingung  bestimmten  Curve  ist«  d.  b.  dsss  auch 
CE^ssg.CR.CS  oder  p^=g,Mi,  wo  CRz=zi  und  CS^sl  ange- 
nommen wird.  So  bekommen  wir  n&mlicb  für  unsere  Perpendikel 
unmittelbar  folgende  trigonometrische  Ausdrücke: 

CF^u^(e-^d)S\nA,        =  (c-if)SinB, 
CR=s  =  (c-d)SiaA,   CS  =  t  =  (ei'd)Smß, 
und  daraus: 

CR.  CS=isi=  (e—d)  (ei-d)  Sin  il  Sin  B 

==  CT.  CG  =  «p  =  (c -~ li)  (c  +  d)  isin  ^  Sin  ß, 

daher:  gst=guv^p^^  d.  b.  der  Punkt  C  links  von  HO  ebenfalls 
ein  Curvenpunkt  und  damit  bewiesen  der  Sats,  dass  HO  alle  2« 

Aß  parallelen  Curvensehnen  ACOCB  hälftet  oder  dass  HO  und 
AB  conjugirte  Richtungen  sind'  und  HO  folglich  eine  Durchnies- 
serrichtung. 

Ist  nun  nach  Taf.  III.  Fig.  18.  bestimmt  die  DurchmesserUnge 
.  COC  auf  der  Richtung  HO  und  bestimmt  die  Mitte  P  auf  CC 
so  ist  eine  Gerade  durch  parallel  zu  AB^  der  an  COC  eon- 
jugirte  Durchmesser  der  Richtung  nach,  auf  der  nur  noch  die 
Gurvenpnnkte  zu  bestimmen  tibrig  sind.  Doch  diese  besondere 
Aufgabe  geht  auf  in  der  allgemeineren:  auf  einer  gegebenen,  zur 
Grundlinie  AB  parallelen  Richtung  zu  bestimmen  die  Punkte  un- 
serer Curve.  Die  Analysis  dieser  Auftjabe,  die  man  sicli  in 
Taf. IV. Fig. 20.  pelüst  denkt,  ist  folgende:  ACßy  parallel  zur  Grund- 
linie AEB,  liabe  von  dieser  die  Entfernung  CE  =  p  and  enthalte 
den  Curvenpunkt  C  mit  der  Bedingung  p^  —  tiv,  wo  CFz=zu  und 
CG=^v  vorstellen  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Sei- 
ten AH  und  ßH  des  sregebenen  Dreiecks.  Dann  £reben  die  Ab- 
schnitte der  ACß  im  (Jurvenpunkte  C  die  trigonojiietrisehen  Aus- 
drucke AC=iuCoaecA,  BC=i  vCosecB  und  beide  zusammen  die 
Gleichung : 
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«Cosec    -f  0  Cosec  iff = c{  = /ICB, 
QDii  die  Bedingungsgleichung  gibt: 

u  Coeec  A .  e  Cosec  B  s=  pCosec  A    Cosec  B^f.g 

oder  a:, +  ar^  =  #i,  'r^m^fy  ^^^^  a:*— </ar-|-/jy=Ü, 

irelcbe  fetite  quadratinche  Gleicbangf  nach  einem  bekannten  Lebr- 
aalae  sa  ÜVaraein  bat  die  AnsdrQcfce: 

mit  deren  Construction  auch  ßefunden  ist  der  Curvenpunkt  C  auf 
der  zur  Grundiinie  AEB  paralleieu  ACB»   Nun  ist 

fszpCwu^A^AA  und  g^pCwwß^BB 

lind  Hie  Construction  unserer  (]ijadrati.srficr^  GloichiiTiG;  ist  eins 
mit  der  Construction  der  Proportion  f:x:=:d — X'.g,  deren  äussere 
Glieder  f  und  g  gegeben  sind,  während  die  Summe  d  der  inneren 
unbelcannten  Glieder  x  und  d — x  ebenfalls  bekannt  ist.  Man  er- 
richte also  auf  ACB  In  den  Enden  A  und  B  die  Perpendilcel 
AK  =  AA  =  f,  BL=iBBz=: g,  ziehe  durch  die  Enden  dieser 
Perpendikel  die  KL,  aua  der  Mitte  M  der  KL  den  Baibkreia 
KCCJL  mit  dem  Ualbmeaaer  LJffzsKM.  Dieser  achneidet  die 
ACB  in  iwei  Gurvenptinkten  C,  C,  wegen  der  fibniicben  Dreiecke 
ACK  un(f  BCL  und  der  darava  folgenden  Proportion  BLiBC 
^ACtAK  oder  gix^d^wtf*  Im  Grenzfalle  dieaer  Gonatmc* 
tioa  fallen  ^dle  beiden  CoTTenpunkte  C  der  ACB  in  einen  Berfib* 
mogspuokt  dieaer  Geraden  ala  Tangente  dea  Kreiaea^und  der 
Curve  xnaammen  und  die  beiden  Halbmeaaer  MC  in  einen  BerOb*' 
rmigahaibmeaaer»  ao  daaa  wir  beben: 

MCzsUAK-k^BL),  KL:=^^MC^AK'^ BL^f^g^U  AC^BC 

oder  den  Beruhrun crsp unkt  C  auf  der  Mitte  der  ACB,  und  daher 
zugleich  auf  der  Richtunj»  HO  oder  der  Mitteüiriie  des  geriebenen 
Dreiecks,  die  verbindet  den  Scheitel  B  mit  der  Mitte  O  der 
Grundlinie  AEB  =  2c,  Oiess  gibt  nach  Taf.  IV.  Fig.  21«,  «renn 
gesetzt  wird; 

BOsim,  COszs,  CBssm'-x,  ^AHBss^,  ^AHO=te^q>, 
^BHO:=za'^qt,  AO^BO  =  c,  ^BÜH^n^  p=^jcS\nfi, 

AHzsb,  BB^a 

die  FJicbengleicbang: 

XABH=^  ^ACH+Ci  BCU-i^^ABC,  aü  +  6tt+2cp  =  2c7/iSin;* 
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oder, 

H  =  (m— j;)2:$ln(o  —  9)  •   0  =  (m — ;i;)Sio  (a  -f  9) , 
p=\r  UP = (m  — V  Sin  (« + 9)  iSia  (a—  9) 

gesetit: 

a(m»4r)Siii(o-f9>)  -f  6(m'-d;)Sln(a— >9) 

aber 

oder 

a(m^:p)SiD(«-|*9)s=:6(fli— x)Siii(fir^9)  oder  aSiii(aH'9)=töin(«'~9)» 
und  daher: 

2a     — o:)  Sin  (a  -f-  9)  -f  2c (m — o:)  Sin  (a  -f  9)  ^  g  =  Sem  Sin 


oder 


aber 


+ j) (m — a;)Sin (a  -|-  9)=cm Sin fi ; 


<imSin(a-f  9)  =  cmSinft  und  daher  8in(a -|- 9}  =  ~Sinfi, 
weil  BH.PO^  BO.HQ\  loletzl: 

{a-\-c^  g)(ffi — j7).^SiD^  =  emSinfi,  (0  +  ^^^  j)  (m— jr)  =  «m, 

am  amVb         m  Va6 


a  +  c 


vr 


m  \  ab  cm  cm  Sin  ^ 

Für  den  andern  Curvenpunkt  C  auf  £fO  beben  wir: 

iit>+6tt— 2€5p=2cmSinf*,   (a— j)  (m -f  o: J  =  am , 

am  m 
fl^eyl  Va6-c 

_  mVgj  cm    cm         _  cmSiD(it 
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Die  Formel  für  .r,  enthält  im  Nenner  c~  V ab  d  ie  Bedingung, 
unter  uelchex  die  Durrhniesseriange  auf  der  Kichtun?  //O  un- 
endlich wird.    Diess  findet  nämlich  Statt,  wenn  dieser  iN(  nr^r 

V^a6  =  0  oder  c  =s  VöÄ ,  d.  h.  wenn  die  halbe  Grundlinie 
e=  AO  =  BO  das  geometrische  Mittel  ist  xwiscben  den  beiden 
andern  Seiten  a=BJB  und  bz=AH  des  gegebenen  Dreiecks.  In 
diesem  Falle  ist  unsere  Ortscnrve  des^Ptinkfes  C  offenbar  eine 
Parabel.  Ein  Zablenbeispiel  för  eine  solcbe  ist; 

ilfis2c=:12  oder  i?=6,  BH^a:=zi,  ^i»" =6=9  oder  6=  VITS. 

Line  Ellipse  hingegen  1^  unsere  Ortscurve»  wenn  €<V^a6  und 

ein 

daher  x,—  po«itiT  wird,  Zablenbeispiel: 

€— V  ab 

«  =  14,   6  =  13,  2c=15,   c  =  7i,   c«=:50i,   a6  =  J82. 

wo  entschieden  c*  <  «6  oder  e  <  V^.  Eine  Hyperbel  endlich 

geht  hervor,  wenn  c>  \  ab  und  daher  a:,=  ??L_  negativ 

c—  V  ab 

wird,  und  folglich  oberhalb  AB  liegt,  während  bei  der  Ellipse 
unterhalb  dieser  Grundlinie.   Zablenbeispiel  für  die  Hyperbel: 

ar=4,  2c=lS,  e£=7i, 

HO  entschieden  (7^)«  >  4. 13  oder  56i  >  52.  Die  Bedingung  der 
Parabel,  wonach  c=  Vii6,  zeigt  uns,  dass  es  an  diesem  Kegel- 
«ebnitt  Tangentenpaare  a  und  b  gibt,  deren  halbe  Berfihnngs* 
«ebne  e  das  geometrische  Mittel  ist  zwiscben  den  Streelt^  der- 
selben von  den  Beruhrungspuniiten  bis  snm  Treffpunkt  Dans 
aber  der  Sati  nicht  allgemein,  sondern  nur  flir  besondere  Lagen 
der  Parabeltangenten  gilt,  daflir  ist  das  schlagendste  Beispiel  der 
Pammeter  e  (die  inr  Axo  rechtwinklige  Ordinate  aus  dem  Brenn* 
puikle)  ond  ihr  Pol,  der  auf  der  Directrix  liegt,  im  Durchschnitt 
Rüt  der  Terlängerten  Axe.  Die  Tangenten  ans  diesem  Punkt  an 
die  Curve  sind*  rechtwinklig  su  einander,  gleich  lang,  jeiJe  sei  a, 

80  ist  ihr  Product  a2=:2c*,  also  nicht  wie  oben  c^Vab  oder, 
weil  6=tfi,  c  =  a. 

Die  Durcbmesserlänge  auf  HO  ist: 

V^äS+c'^V^-c"  «6^c«=^' 

^  _  cm  Vfli  _  m  Vo6  mV*o6 
a6— c*  *^ä!       ~  il— e 
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halber  Durchmesser,  wo  ~  oder  vierte  Proportionale  so  den 
drei  Seiten  Ct  a,  b. 

Der  halbe  Durchmesser  parallel  zur  Grundlinie  AB,  und 
EU  Ü  auf  der  Rlcbtoog  ÜO  conjugirt»  ist  gegeben  durch  die  Pro- 
portion : 

**,:c*=<»:»«  oder  iy:^^^'^=^ä:z^,■^f*) 

oder 

l:c(d-c)=^p:B«. 


^_      abc       ^  e  c'^d 


d — c    rf — c     rf— c 

Diese  Grussen  it  und  1$  werden  aber  leichter  nach  Taf.  III.  Fig.  18. 
und  Taf.  IV.  Fig.  20.  als  nach  diesen  Formeln  constmirt. 

Noch  erQbrigt  die  Bestimmung  solcher  CQr?enpiinkte»  die  auf 
beliebigen,  yon  A  nod^^B  ausgehenden  Riehtongeo  liegen;  diese 
liest  sich  um  so  leichter  ausfuhren,  als  sich  die  projeetiraelien 
Besiehungen  zwischen  den  Punl^ten  vnsers  Kegelschnittes  und  den 
zwei  Tangenten  AH  und  BH  vermitteln  lassen  mit  onserm  Ge- 
setz der  Üarvenbeschrelbong.  Ist  nSmIich  in  der  selbstveratftnd- 
liehen  Taf.  IV.  Fig.  22.  allgemein  CF.CGiCE^r=z  g  als  ein  gege- 
benes VerhSItniss  oder  vvtp^^ffy  und  verbunden  der  Curvenpunkt 
C  mit  den  Beröhn!nf»spunkten  A  und  B  der  Tangenten  AU  und 
BH  durch  die  Geraden  ACD  und.  BCK,  die  jene  in  D  und  h 
treffen,  so  haben  wir  offenbar: 

KL ; KJS  =piv  und  AK:  HK = p Cosec  A : v Cosec C, 

DJUiDPsspsu  und  BDtBD:=pCoBecß:uCoaeeC, 

AK  BD_  p^.CosecACosecB 
HK'ÜD"  neCosecsC 


*)  Siehe  Apollooiui,  Kegelfcbnitle,  III.  B.,  17.  u.  18»  Satz. 
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AK^  BD  _     P'Sin«C  ;?»c« 

HK'  HD      KB  .Sin  ^  Sin         uvab  ' 

oder»  wo  AB^e,  BB^a»  ABssb: 

HKHD_  abuv  _abg  HK  BD  _  abg 

AK  30"^  c>»      c»  AK  HW  i^' 

oder  das  projectmsclie  Doppekerfahltniss  der  Tier  Abschnitte  ein 
beständiges.   In  unserem  besonderen  Falle  ist  ^  =  neil 

1       «  11.      HK  BD     a  c 

CF»CG=CEr  oder  und  daher  "^Qf' ifB~c '5* 

Ist  non  gegeben  AD  nod  damit  das  VerliSitniss       =  so 

bt  das  YerliSlfniss       =         and  damit  die  Richtung  BKwaeh 

Termittelt,  so  daSvS  der  Durchschnitt  C  der  ^41)  und  BK  den  ije- 
sochten,  auf  AD  liegenden  Curvenpunkt  gibt.  Aehnlicb  wird  ge* 
funden  der  Curvenpunict  C  auf  der  als  gegeben  angenommenen 
BK,  womit  die  vorgelegte  Aufgabe  als  erledigt  au  betrachten  ist 
Nar  merke  man  sich  fär  die  Constmction»  dass 

ab  ,     d  ,  m  ob 

-s*k=z'-,&,  wenn  d=-T 

oder  vierte  Proportionale  zu  den  drei  Seiten  €,0,0  des  gegebe* 
oea  Dreiecics  ist« 


Tangenttnconairueiion. 

Sei  in  Taf.  IV.  Fig.  '23.  \\\e  bisher  immer  JH  und  BH  ein 
Paar  fester  Tangenten  an  den  nach  dem  vorigen  allgemeinem  Ge- 
setz bestimmten  egelschnitt  mit  den  Berührungspunkten  A  und 
Ä,  so  dass  die  Entfernungen  CI7=ii,  CF=p,  CP=p  eines 
beliebigen  Curvenpunktes  C  von  jenen  festen  Tangenten  AH  und 
BH  Qttd  ihrer  Berührungssehne  AB  eingehen  die  Beziehung  eines  - 
bestSadigen  Verhftltnisses  zwischen  dem  Quadrat  der  Entfernung 
p  and  den  Reeltteclc  der  Entfernungen  tc  und  v,  und  daher  gelien 
die  Gleichung  f^iuo^g,  wo  jp^  »t  e  verSnderlicb^  hingegen^ 
oinen  beständigen  gegebenen  Werth  dieses  VerhSitnisses  vor- 
otettt  Wird  nun  der  so  bestimmte  Curvenpunkt  C  verbunden  durch 
ACt  BC  mit  den  festen  Berührungspunkten  il  und  i?  und  diese 
i  Geraden  verlängert  bis  an  die  festen  Tangenten  BB^in^  AB  oder 
nach  D  und  E,  diese  Durchschnitt9punkte  verbunden  durch  die 
Gerade  ED  und  diese  verlängert  bis  zum  Durchschnitt  T  mit  der^ 

1  keil  XXWUL  3 
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» 

Richtung  der  Berüferungssebn»  AB^  00  ist  CT  iRe  Tangente  des 
Kegelschnitts  im  Punkte  C. 

Beweis.  Bei  Apollonias  Kegelschnitte,  Vi,  Bocb»  Im  As- 
fangund  die  Theorie  der  harmonischen  Pole  und  Polaren  im  Kegel- 
schnitt, mit  Anwendnng  anf  den  Punict  T  als  Pol  nnd  anf  MCF 
als  Polare  9  wegen  des  Vierseits  CDHE  und  seiner  harmonischen 
Eigensdiafteii»  die  fibrigens  leicht  zu  vermitteln  sind  mit  unserm 
.  Gesetz  der  Curvenbeschreibttnig,  wie  wir  bei  Taf.lV.Fig.22.  und 
im  Anfange  dieses  §.  8«  an  Taf.  IL  Fig.  12.  gesehen  haben. 

Be§onAerer  Fall  dieser  ConstrueUon,  BurehmeuereansimeiUm. 

Die  nSchst  liegende  Anwendung  dieser  Tangentenconstructioo 
Ist  wohl  die  auf  den  Mittelpunkt  F  des  dem  Dreieck  ABC  ein« 
geschriebenen  Kreises  in  Taf.  V.  Fig.  24. ,  wo  aber  der  besondere 
Fall  eintritt,  dass  F  ein  Punkt  desjenigen  Kegelschnitts  ist,  des- 
sen Punkte  in  obigen  Zeichen  die  ßeziehnng  eingehen  jal^^uVf 
oder  wo  die  Entfernung  p  eines  beliebigen  CurFenpunktes  C  von 
der  Grundlinie  AB  des  Dreiecks  das  geometrische  Mittel  ist 
zwischen  den  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  beiden 
anderen  Seiten  AC,  BC  desselben.    In  der  selbstverständlichen 
Taf.  V.  Fig.  24.  ist  FT  die  Tangente  des  n&her  bestimmten  Kegel- 
sebnitts  im  genannten  Punkt,  ebenso  TB  die  Tangente  derselben 
Curve  im  Mittelpunkt  H  des  Süssem' der  Grundlinie  AB  ange- 
schriebenen Kreises,  der  zugleich  die  Seiten  AC,  BC  auf  ihren 
"Verlängerungen  berührt.   Ferner  ist  G  die  ."Glitte  der  Ciirvensehne 
FH  und  daher  TG  ein  Durchmesser  der  Curve;  im  Durchschnitt 
J  zwischen  der  Mittellinie  CN  als  einem  andern  Durchmes^rr  und 
dem  Duri  hnuvsser  TG  ist  der  Mittelpunkt  der  Curve.    Die  ange- 
führten U  Iii  .stände,  verbunden  mit  dem  weitern,  dass  CF  innere 
und  CT  äussere  Bisse*  t rix  des  WiiikeU  A(^B  und  seines  Neben- 
winkels oder  Ausseriwinkels  ist,  machet)  den  Curvenpunkt  F  und 
den  Curvenpunkt  U  mit  den  Tangenten  FT  und  UT  zu  neuen 
bedeutsamen  Verbindungsgliedern  zwischen  Elementar- Geometrie 
und  Keg^elschnitts- Geometrie,  welche  Bedeutung  noch  erbcibt  wird 
'    dadurch»  dass  ans  diesen  Gesichtspunkten  noch  n&her  rermitteit 
werden  die  oben  schon  vorläufig  gefundenen  Bedingungen ,  unter 
denen  aus  unserm  Gesetz  der  Curvenbeschreibung  die  einaelnen 
Arten  der  Kegelschnitte,  nämlich  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  her« 
vorgehen.  Wird  n&mllch  in  Taf.  V.  Fig.  24.  der  Durchmesser  TG 
parallel  zur  Mittellinie  CiV^des  Dreiecks,  so  rfickt  der  Durch- 
achnittsponkt  «f  als  Mittelpunkt  der  Curve  in's  Unendliche  hinaos. 
so  dass  WM*  es  in  diesem  Falle  offenbar  mit  einer  Parabol  sc 
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'  thon  haben.  Sehen  wir  nun  näher  zu,  was  diese  Annahme  wei- 
ter voraussetzt  in  Bezug  auf  die  GrössenbeziehnnereTi  der  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  unter  einander,  so  ergibt  siel»  nach  und  nach 
Folgendes:  Winkel  iV60  =  i(J— das  b«isst  gleich  der  hal- 

^  beB  DilTereaz  der  Winkel  an  der  Grondlinie  AB»  Daraus  folgt 

;  oteb  nad  naeb  unter  den  Anoabmeo 

ßJS=A]S=c,   BC=^a,  AC=ö 
diese  Reibe  tod  Beaiebengen  aus  der  selbstferstftndllefaen  Figur  r 

well  nach  den  Qfcdcbmigeii  Mellfreide's 

CosKJ— ^)  =  ^(a  +  6)  SiniC; 

ireU 

JiO;AO  =  BCiAC  =  atb,  BT:AT=^BC:AC  =  aib. 

Nqo  gibt  die  für  die  Parabel  geltende  Annahme  TG  pardlel  Stt 

CT  die  Proportion  :  NOiCO=  OT.  OG,  oder  wo 

NO=BO^BN=^^^c=—^^~  und  C0=— 

^vas  in  die  Proportion  eingesetzt  gibt: 

(g— 6)c,2g6Cofl^C_  labe  .        ^*   _  _ 
a  +  6   '     0  +  6         a«— 6«*(a  +  6)Co8iC 

(»der 

(a— 6)c:2<i6CosiCss  Sa^Ges  iC:(a  ~6)c, 
und  daraus: 

Co«^=-4S^  oder  Ce.jC=-2^=^^, 
»eoD  c=:  V^a6  und  damit  befriedigt  wird  die  Formel: 

C«^Ca  i(i^b-^)  _  (q4^'-4<^^(g4&)'^4a6_(a-  6)» 

4a6  4ab  Aab  4ab 


-  'd  vj^.vv  '^le 
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Zu  dflOMMibeii  Ergebnisse  gelangt  man  dorcli  die  HSlfnlinie  QK 
parallel  xu  CN^  In  onaerem  l^aHe  iet  nändfeh  GK  eine  mit  Gf  nnl 
K  mit  T  oder  KT=^Q,  so  daaa  wir  haben: 

KT^ST-' NK=:0  oder  NTssAN^AT^ e  +  ; ! 


und  daher s 

oder 
oder 


NK^  NG.CQig0z=  eTgiCCotg«, 
(a    6)  Sin      (a— 6)  TgiCCos^  s  0 


(a  +  6)  Cos  i  CS  i  Ii  ^  --^  (a  —  6)  Sin  i  CCos  ^  ==  0, 
2(a-|*^)M€oeHCSin«— 2(a— 6)em$iniC€osiCCoea=0> 

wo  Ci^sm  und  Co«4^=-^j^^; 


(a  +  6)a6SinCCos«iC— K«-^*)  (a*— Ä«)Sin  C=0, 
Co.HC=^^^^  oderCoa4C=^, 

waa  wieder  voraussetzt  c= Va6  oder  die  halbe  Grundlinie  c  gleich 
dem  geometrischen  Mittel  aus  den  beiden  andere  Dreiecksseiten 
BC=a  und  AC  =  b. 

Dieselbe  Hulfslinie  GK  hilft  auch  bestimmen  die  Strecke  NJ 
zvrisclien  dem  Fusspunkte  N  der  Mittellinie  CN  auf  der  Grund- 
linie AB  und  dem  Centrum  /  der  Corve»  nämlich  aus  folgender 
Proportion : 

JN:GK=zNTiKT,  wo  GA'=iVG.Coäecd=cTgitCüöec^, 
so  dass  nach  dem  Obigen: 

JN:  €  Tg  iCCosec^cs^i^^- :  c  Tg  l  CCotg  ^ 

oder 

(aH-6)c»Tg^CCosec#     _  («-f  ^)cTg|C  

"  (a+6)c— (a— 6)cTgiCCotg  ^  ^  (o^•6)Sin^-(a-6/^g  iCCos^* 

(a  +  6)cTgiC  2(ii4-6)ÄTg^C 


(«^)Sin4>-(a^)^;^>g*C  2(a+6)c«.SioM«+6)(a-6)-lg46" 
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wo  i/=  ^  oder  vierte  Proportionale  zu  a,      c.   Ist  nun  P  der 

iiSbere  Cuirenpunkt  auf  d«m  Darchmesaer  CZVJ,  so  haben  wir 
nach  Seite  30.  die  Gleiebong : 


c  -I-  V  a6 
rad  daher  (iDr  ile«  Halbmeeaer: 

•  .  ^«  •  .    cm       cm  Vab    mV  nb 


nie  auf  Seite  3).    Ferner  ergibt  sich: 


€711  dm 


uad  daa  Prodnct  aoa  CJ  und  NJ  endlich ; 

«0  daee  nnaere  Eigebnieee  die  Probe  halten»  nach  weleber  der 
Girveobalbniesaer  PJ  aein  muaa  daa  geometrlaehe  Mittel  sirisebeii 
CJ  and  NJ  und  gefunden  werden  kann  dnreb  eine  Cenatmctien^ 
die  leiehter  tat  als  alle  ftüberen. 


Dtr  zu  AB  parallele  unil  %u  CNJ  conjugirte  Durchmesser, 

Oben  aaf  Seite  29.  nnd  31.  iat  an  Taf.  IV.  Fig.  20.  gezeigt  wor- 
den  eine  Methode,  sowohl  die  za  AB  parallele  Darchmesserlänge, 

als  irgend  eine  zu  derselben  Richtung^  parallele  Sehnenifinge  zu 
construiren.  iNoch  leichter  wird  die  Construction  dieser  Durch- 
inesserlänge  uul  unscrm  jetzigen  Standpunkte.  Wird  nämlich  io 
Taf.  V.  Fig.  24.  aus  der  Eclce  A  des  gegebenen  Dreiecics  ABC 
gezogen  AUL  ])arallel  zum  Durchmesser  CNJ,  aus  dem  Curren- 
ceotrum  J  die  zu  AB  parallele  und  zu  CiVJ  conjugirte  Durcli- 
neaserrichtuDg  JRQ,  big  zum  Durchschnitt  Qmit  der  Seitenrichtung 
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AC  aU  einer  Curveutaugente,  so  ist  Q  der  Pol  zur  AHL,  wo  L 
ein  Curvenpunkt,  weil  RL=  AL  und  R  DorchscbniU  zwischen 
AL  und  JQ*  Nun  ergibt  sieb  sofort: 

JQiAN^  CJi  CN  oder         ^ .  ^  =        =  , 

w  a — c    d—^c    ab — c* 

und  daa  Prodaet  aus  JQ  und  iait 

J«. /Ä  « /©.  i<iV=5 

wie  oben  auf  Seite  32.  gefunden  för  die  Länge  des  zu  ^Ifi 
parallelen  und  zu  CNJ  conjugirten  Halbmessers,  der  also  wieder 
das  geornetrisclie  Mittel  ist  zwischen  «/(^  und  JU  und  daher  auch 
leichter  zu  construiren«  als  früher. 

Auf  dieselbe  Weise  construirt  man  an  der  aeibatveratSndUckea 
Taf.V.Fig.25.  die  Durebmeaserlängen  auf  Jü  parallel  surBiaaee- 
trix  CFOGH  und  auf  der  dazu  oonjugirten  Richtung  TGJ^  deren 
GrSaaenbestiromuug  durch  die  Elemente  des  Dreiecks  aber  hier 
zu  weit  fahren  wfirde.  Auf  dieselbe  Art  verftbri  man  auf  jeder 
beliebigen  Dnrchmesserrlebtung. 


§.  IL 

Cowimaien^i^dnm^  des  MegeUehnüU  aus  Taf  ,  Fi^. 

Nach  den  ? erangegangenen  Untersuebiingen  kann  ea  nicht  mehr 
zweifelhaft  sein,  welches  Coordinatensystem  das  bequemste  Ist 
fiDr  4ie  Coerdinalenanaiysis  unsere  Ortes,  dm  AB  als  Berabmnga- 
sehne  der  zwei  festen  Tangenten  AC  und  BC  und  die  lUtteliiiiie 
CD  als  Durchmesser  der  Curve  unmittelbar  als  conjugirte  Rich- 
tungen gegeben  sind  und  ala  Coerdlnatenaxen  die  einfachste  Glei-> 
cbung  filr  die  Cur?e  unsere  Ortes  in  Aussicht  stellen.  Sei  also 
in  Taf.  V.  Flg.2d.  die  CD  Axe  der  s,  die  AB  Aze  der  y,  und 
wie  früher  AB='^,  CDt^m,  AC=6,  BC:=a  und  P  ein  sol- 
cher Punkt,  dass  seine  Entfernung  PKzszg  von  der  AB  sei  das 
geometrische  Mittel  zwischen  seinen  Entfernungen  Pfi=p,  PG=^q 
von  den  AC  und  BC  öfter  bestehe  die  (ileichung  s^=pg.  Setzen 
wir  den  Coordinateiiwiniiel  CDA^-d"  und  die  Coordinaten  des 
Punktes  P  wie  Fiirur  zeigt  PJ  —  x=. H)  und  PL^^JD^y^  uo 
EPLF  durch  P  ]»arallel  zu  Aß  und  L  der  Durchschnitt  zwischen 
CD  und  EF,  ienier  EL  =  LF=u  und  EP=n  —  y,  FP^u-^-y; 
SO  gibt  die  Proportion  LFiBDz^CLiCD  in  diesen  Zeichen: 
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it:c=m — xim  oder   -  i 

m 

daraus  folgt  ferner: 

E»n  c(m— ar)  I.  ^ 

C  ( fit  — ^  J'l  1 

FP=»u-^ifz=z      ^      •i-y  =  -(cw-cj;-t-my). 
Die&e  Werthe  benutzt  zur  Befitinimung  jener  Perpendikel  geben : 

Pti=p  =  Pß .  Sin  ^ = (em  — ex — my )  ^"^^ = (cm  —ex— m$) 

PG  =  ^ = FP,  Sin  Ä  =  (cw — CO!  +  w^)         es  (cm — ex  -f  my)— 

Diese  Ergebnisse,  eingeführt  in  die  Bedinguug^gleichung  s^=^pq, 
fuhren  zu  der  Curvengleichung: 

i'iler 

uder  geordnet  nach  den  Coordinaten : 

{ab  —  c*)    +  %^mx  +       =:  (An* 


oder 


I 

I  md 

c^tn 

Wird  nun  gesetzt  «  statt  x^r-^^fZT^*  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  versetzt  in  den  Mittelpunkt  der  Curve,  und  wir 

als  Mittelpunktsgleicbung  bezogen  auf  ein  System  coojugirter 
burchmesser,  wo 


i 
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oder  ?lerte  Proportionale  an  a,  b,  e,  welche  Ergebnisse  mCs 
Schönste  übereinsfunmen  mit  denen  der  früheren  Synthesis  auf 
Seite  38.  Taf.  V.  Fig.  U.  nod  Seite  31.  und  32.  Taf.  IV.  Fig.  21. 
Aneb  die  Entfernung  des  nrspranglicben  Anfangspunktes  JD  In 
Taf.  V.  Fig.  26.  vom  Mittelpnnlit  der  Cnrve  oder  die  Strecl[e 

iHjs-._£!??L_j  =  -^  Iq  Taf.  V.  Fig.  24.  stimmt  ganz  überein  mit 

dem  Bweiteo  Gliede  des  Binoms  x  +  ^^ZT^  unserer  ursprüngli- 
chen Gleichung,  weiehes  beceichnTet  die  Strecice«  nm  weiche  die 
Axe  der  y  verschoben  werden  mossj  um  den  Anfang^unlct  der  i 
Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  sn  versetzen.    Wir<f  in  der  ur- 
sprüngliche» Gleichung  gesetzt  y=0,  so  folgt: 

c»m       €WiV"o6    ,  cin(Vtt6— c)__  cm 

was  wieder  abereiosttromt  mit  Seite  30.  Taf.  IV.  Fig.  21.  In  den 
Ausdrucken  A  und  filr  die  conjugirten  Halbroesserifingen  sind 
zugleich  die  Bedingungen  ausgesprochen »  unter  denen  aus  unse- 
rer Ortsbestimmung  die  verschiedenen  Arten  von  Kegelschnitten, 
Dämlich:  Ellipsen,  Hyperbeln .  Parabeln  hervorgehen.  Diese  sind 
wie  oben  c=  V^«6  für  die  Parabt  ),  c  V ab  für  die  Ellipse  und 
e>  Va6  für  die  Hyperbel.  Im  Fall  der  Parabel  geht  unsere  ur- 
sprUnglicbe  Gleichung  über  in: 

2c»ma:+my=cV  oder  y'^=zc^-—x^  —  {im'--x)=^px', 

«=— ,  d.  b.  der  Parameter  die  dritte  Preportionale  aur  hal- 

ben  Grundlinie  c  und  zur  IMlttcllinie  und  a?'  statt  \m^X  ge- 
setzt ist.  Die  Gleichiinj^en  für  ÄC  und  6' in  unserem  ursprüng- 
liehen  Coordioatensystem  sind: 

•i+S=I  und  1-2=1, 

und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  diess  Tangentengleichungen 
sind,  wie  folgt: 

m 

x  =  mlF  ~y * 
c 

aus  den  Gleichungen  der  Geraden  iiC  nnd  BC  eingesetat  In  die 
ursprüngliche  Curvengleichung,  gibt  nfirolich: 

(m^-a^+a^^'+S^y  -(o6-c»)> 


-   i-j  vj^.vv'^le 


9kt 


oder 


(fl6c    _  \*       cy    o6c^  


y*T2€y  =  — oder  (sf-fc)«  =  0,  y  =  i:C, 
■0  du0  die  Gerade  AC  nur  einen  Poolrt 

ys-l-e  ond  dr^iii — -.cs=sO 

C 

mttderCiirTe  gemein  bat»  nnd  ebeneo  die  Gerade  i^Cnnr  den  Pnnirt 


ys=— -e  und  «äiw  +  —  c)s;0, 

c 

frie  ao  beweiaen  war. 

■  Zeigte  oben  scbon  die  Form  der  uraprilDglieben  CurFongiei» 
ebang»  der  daa  Prodnct  der  Coordinaten  feblte»  dardb  dieeen 
ünataad,  daae  in  Taf.  V.  Fig.  96.  die  AB  nnd  die  CD  conjogirte 
RaebtimgeD  der  Curre  aind  nnd  alao  mit  Recht  gewftblt  worden 
als  Coordinatenaxen,  so  zeigt  der  andere  Umstand,  dass  dieselbe 
CuTveogleichung  Vmu  y  der  ersten  Potenz  enthält,  die  CD  äogleicb 
aU  Dnrchntesserrichtun^  und  bestätigt  mit  der  Tangenten eigen- 
acbaft  der  AC  and  BC  nocb  mebr  jene  Wahl  des  Coordiaateu*' 
Systeme. 

Gleichung  der  Tangenten  FT  und  HT  in  den  Mittelpunkten 
F  und  JI  der  dem  Dreieck  ABC  eingeschriebenen  Kreise  nach 
Tof,  V,  Fig.  Siä,  im  Mrsj^n^iehe»  CaordnMPm»f$tem  der  AB 

und  CN. 

In  dienern  aind  die  Coordinaten  NK^PF^m  und  FK^NP^y 
den  Pnnktea  F  gegeiien  dureb  die  Proportionen : 


-  'd  vj^.vv  '^le 
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N&iCJS^OFiCO,  FKiNO^CFiCO, 
wo  nach  früheren  ErgebDisseo  und  Voraussetxiingen : 

0  +  6      '       a-f6  +  2c     (fl  +  6 -f  2c)  (a -|- o) 
^Q^gfl^CasjC^    jy^_(a-6)c  ^y_2a6CosiC^ 

also : 

oder 

oder 

a  -f  6  +  2c 

Wird  Doch  gezos^en  PF  parallel  zu  CN  bis  auf  die  ferner 
die  Tangente  TF  verlängert  bis  L  auf  CN,  so  sind  die  Dreiecke 
LNT  und  PFT  ähnlich  und  geben  die  Proportion  LNiNT 
^PFtPT,  wo 


2cm 


nr  —  A^r  —  ATP—  _  ^  _  4q6c-|-2gc^-f  26c» . 

«—6      a  +  6  +  ic"~  (fl-6)(a+6+2c)  ' 

also: 

(q  -f  6)  c_    2<;w    ,  4a6c-t-2gcH26c^    .  (q>f6)i?m 
«—6  ^ii+6+2c'(a~Ä)(o+6+2c)  ^^*"2a64-«c+6c 

Endlich  aas  iVT  und  X«iV  die  Gleichung  der  LFT,  nämtfeh : 
JLjl^^I  oder  i!^^^  t*£^4.  ^-^-^'^J^  -  1 

oder 

Ebenso  gibt  die  höhere  Analysis  durch  Ableitung  aus  der  Cur- 
vengieichung 

(ab — c«)a;*+ Mnx  +  «V  -  y) =0 

für  den  Beriihruogspunl^t 
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die  Taogeoteogleichung: 

(X-x)fs\x,  Ii)  +  (1 (x,  ^}  -  0, 

wo  JT,  F  die  laufenden  Coordinatoo  nnd  $  die  dee  fierafarangs» 
pnoktes  sind.  So  bei^oininen  «rir  nämlich: 

 2cm  i  uc  [  Oc     ^      (a  —  h)  c      (a  —  /v)  m  _  ^ 

^  M^Ä+  2c^  *  ~a  +  6  +  20"*"  ^       a  4-  6  +  2c^  *  a  +  6  +  2c 

(2ii6  +  ac  +  6c)A  +  (a— 6)mF  =  -^  ^^^^2c  ' 

i'Iaö  +  «*;  +  Oc)  X  ^  {a — b) m  ¥=  («  +  b)  cm, 

wie  oben  durcb  Synthesis. 

ht  Q  der  Treffpunkt  zwischen  TB  und  CNJ,  eo  sind  C,  L, 

Ny  Q  harmonische  Punkte  und  geben  die  Proportion: 

CQ:CL  =  NQiL^,  oder  m-h NQsm^LNs^NQiLN, 

oiier 

Gleichung  der  T/fQ  diese : 

X       y  (ac-hbc—2nb)x  .  (a—b)y_- 

6c — 2«6)  ;r  -f  (• — 6)  mjf  s  (a-f-  6) em.  ' 

Denken  wir  uns  in  Taf.  V.  Fig.  25.  aus  //  nach  €W«/  die 
parallel  zu  AB,  so  folgt: 

ffüiON:=CHiCO 

oder 

HU:  =i(«-f  6-|-2c)6ec^6;  i-j-  , 

 vir 
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wenn  BF  zu,  CfiJ  parallel  nach  ABT  gezogen  ist.  Dann  folgt  aacb 

und  HV  lAi  gegeben  dnrcb  die  Proportions 

IIV:/J0=CA.C0,  oder  HFiCÜ^CO  =  m:^^Cosi€, 
oder 

•  oder 

4a6üCoeiC  SoÄCosiC  2cm  

daraua  die  Tangeiiteogleicbung  im  Puokte  Bi 

,„       8cm      ioA—ae—be  (o— 6)c    (o — 6)  cm  - 

^'*-ac-a-6''~2c-«-r  +  <'^~i+4^  a+*-2c="'  , 

I 

/  .  n  .  ^  XV  (2<t6— ifC^Äc). 2cm +  (a—6)*cm 
(nc-f6c--2a6)jr4-(a-6)m|r=;'  a-lö^2c   — ' 

/     -ju    o       ^,     A^        (2<i6— 2ac -2^c  +  a^-^  6«)cm 
(ne+6c^9tf6)«         6)fJiy=s^  ^  .^.^^^c  ^ — * 

(sc  4*      ^6)« -I- (a— 6)nijy  s  (a -I- 6)  cm ; 

wie  oben  durch  Synthesis. 

\ 

jixenriehhinge»  und  Axenlän^en, 

Sind  nach  Obifrem  nicht  nur  s«rei  conjngirte  Dnrchmesser  nach 
Lage  und  Gr5aee,  sondern  sogar  zwei  Paare  aoicber  leicht  gefan- 
deo so  ergeben  sich  nach  der  Metbode  von  Chasles^Gesehicbte 
der  Geometrie,  Seite  42.»  Note  4$  der  UeberseUung  von 
Sehn  che,  leicht  GrOsee  «nd  JUehtnng  der  Axen»  welche  Con- 
strnction  am  einen  oder  andern  Paar  eonjogirter  Durchmesser  aas- 
g^hrt  werden  kann.  Vergleiche  noch  das  ebengenannte  Werk  Ton 
Gbasles  Seite  Wo  voiausgeht  die  Entwickdung  derselben 
Gonstmetion :  Durch  den  Endpunkt  A  des  einen  der  lieiden  cos- 
jugirten  Halbmesser  sieht  man  eine  Crerade  senkreclit  gegen  den 
zweiten  Halbmesser  und  trägt  auf  dieser  Geraden  yod  A  aus  zwei 
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Abschnitte  auf,  jeden  gleich  dem  zweiten  Halbmesser;  die  End- 
pankte  B  und  C  dieser  beiden  Abschnitte  verbindet  man  mit  dem 
Mittel  pur  kte  M  der  Corve  dareh  die  Geraden  MB,  MC\  den 
Winkel  BMC  und  seinen  Nebenwinkel  hSlftet  man  durch  awei 
neue  Gerade,  die  die  Richtuopen  für  die  beiden  Axen  der  Corve 
ansehen.  Die  Summe  ]^1B  ^  MC  wird  der  grossen  Axe  und  die 
Differenz  MB  MC  der  kleinen  Axe  gleich.  Eine  andere  Ettt- 
wickeloog  dieser  Construction  siehe  im  „Problem  des  Mydorge" 
von  Gymoasiallefarer  Brändli.  Schaffbanaeii  1800« 

$.  12. 

HaujpUtfit^mn  u»A  Sthhm  uH$trtr  Unienudumg, 

Erklärung;.  Nach  Steiner  S.  157.  der  Systematischen 
Entwicklung  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestal- 
ten." Berlin  1832.  heisst  ein  Kegelschnitt  einem  Viereck  har» 
nienisch  umschrieben,  wenn  er  der  Ort  eines  freien  Punkte« 
t;;t,  der  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  einem  hamenieeben 
Strabibfischel  projicirt. 

Eben  so  beissen  die  festen  Ecken  des  Vierecks  in  Bezog  auf 
den  zugehörigen  Kegelschnitt  vier  harmonische  Pankte,  ohne 
auf  einer  Geraden  zu  liegen. 

Ein  -KegeUcbnitt  heisst  einem  Vierseit  barmoniscb  ein* 
geschrieben»  wenn  die  vier  Seiten  der  Figur  als  feste  Tangen» 
ten  des  Ke^relschnitts  jede  fünfte  freie  Tangente  desseilien  bai^ 
moniecb  schneiden«  Ebenso  heissen  die  vier  festen  Tang^ten  in 
Beeng  auf  den  angeburigen  Kegelsebnitt  vier  barmoninebe 
Tangenten,  ebne  einen  StrahlbSscbel  an  bilden. 

Aus  diesen  Voraussetzungen  ergibt  sich  noch  leicbt  för  die 
vier  harnionisclien  Punkte,  wenn  man  den  fünften  freien  Corven- 
punkt  mit  irgend  einem  jener  vier  zusammenfallen  und  ihn  seine 
eigene  Projeetion  sein  lässt^  so  dass  die  Tangente  in  demselben 
Projectionsstrnh!  ist.  Folgendes:  Die  Tangente  m  jedem  der  vier 
harmonischen  Punkte  ist  zu  den  drei  Strahlen,  welche  er  mit  den 
drei  übrigen  bestimmt,  der  vierte  harmonische  Strahl,  und  zwar 
demjenigen  Strahl  zugeordnet,  welcher  durch  den  dem  jedetma- 
iigee  Punkte  zugeordneten  Punkt  geht.  Die  Tangenten  in  je  zwei 
zugeordneten  Punkten  ond  die  Gerade  zwiscbeo  den  zwei  übrigen 
Punkten  gehen  durch  einen  Punkt.  Erfüllen  umgekehrt  vier  Pankte 
eines  Kegelschnitts  eine  der  zwei  Bedingungen,  so  sind  sie  barmoniscb. 

Lässt  man  ebenso  den  BeriMirungspunkt  der  fünften  freien 
Tangente  zusammenlaUeu  mit  dem  Berührungspunkt  irgend  einer 


I 
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der  vier  festen  harmonischen  Tangenten,  80  dass  jene  filnfte  Tao- 
eeiite  lu  einem  Punkt  zusamniensth windet,  der  zusammeiiföltt  mit 
ihrem  DurchschnittspunUt  u.  s.  f.,  so  folgt:   Der  Berührungspttokt 
einer  jeden  der  vier  testen  harmonischen  Tangenten  ist  KU  den 
drei  Punkten,   in  welchen  sie  von  den  drei  übrigen  geschnitten 
wird,  der  vierte  harmonische  Punkt,  und  z«ar  demjenigen  zuge- 
ordnet t  i»  welchem  die  jedesmalige  Tangente  von  der  ihr  zuge- 
ordneten  geschnitten  wird.  Ferner:  die  Berührungspunkte  je  zweier 
zugeordneten  Tangenten  und  der  Durchschnittspunkt  der  zwei 
ihrigen  Tangenten  liegen  in  einer  Gerader».    Erfüllen  umgekehrt 
vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts  eine  der  zwei  Bedingungen, 
80  eind'sie  harmonisch.    Vier  Tangenten  eines  Kegelschnitts, 
deren  Berfihrongspnnkte  harmoniech  sind,  bestehen  selbst  als  har- 
monische. Vier  harmonische  Tangenten  eines  Kegelschnitts  haben 
vier  harmonische  Berührungspunlite.  Alles  dieses  zeigen  die  Figo- 
ren  24.  u.  25.  auf  Tat  V.  ganz  dentlich,  und  zwar  unter  der  beson- 
deren Bedingung,  dass  in  den  harmonischen  Strahlhuscheln  A  und 
B  das  eine  Paar  zugeordneter  Strahlen  AF  und  AH,  BF  und 
ßH  rechtwinklig  und  die  Winkel  des  andern  Paares  zugeordne- 
ter Strahlen  AC,  AB  und  BC,  BA  hSlften.  Ferner  sind  die  vier 
barrooaischen  Punkte  ABFH  iWe  Ecken  eines  Kreissebnenvierecks. 

Ist  nun  AßFH  ein  beliebiges,  einem  Kegelschnitt  einge- 
schriehenes  harmonisches  Viereck,  an  dessen  Ecken  Tangenten 
construirt,  auf  dieselben  und  die  Curveopunkte  angewandt  der  Satz 
von  den- Entfernungen  zwischen  Curvenpunkten,  Tangenten  paaren 
und  Selten  des  Vierecks  als  Beröhrungssehnen »  so  ergibt  sich  der 

Lehrsatz.  Ist  einem  Viereck  umschrieben  ein  harmonischer 
Kegelschnitt,  so  ist  das  Product  der  Entfernungen  eines  beliohi- 
gen  Curvenpunktes  von  zwei  coordinirten  Seiten  gleich  dem  Pro- 
duct  der  Entfernungen  desselben  Punktes  von  je  zwei  andern 
coordinirten  Seiten. 

Beweis  aus  Taf.  V.  Fig.  27.  durch  projectivische  Eigenschaf- 
ten: Es  seien  «,  6,  c  drei  Punkte  eines  Kegelschnitts  und  die- 
selben projicirt  aus  denj  vierten  Punkte  P  desselben  Kegelschnitts 
durch  die  Strahlen  A,  /?,  C;  aus  den.  fünften  Punkte  P,  durch 
die  Strahlen  A' ,  B' ,  C  und  alle  diese  Elemente  als  fest  ange- 
nommen, hingegen  m  als  freier  sechster  Punkt  der  Curve,  und 
derselbe  ebenfalls  projicirt  aus  denselben  Punkten  P  und 
durch  die  Strahlen  M  untl  M' .  so  gibt  die  projectivische  Eigen- 
Schaft  der  Kegelschnitte  die  Proportion: 

Sin(J,3i)  Sin(^,  C)  %inj^\  M'),Sm{A',  C) 
SÜ(S7  Jl)  SiüT^,  C)  -  Sin  (ß' ,  M')  •  Sin  {B\  C) 
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SiS(S,  M)  -  Sin  (Ä',  M')  Lsin  {ß>C)'  Sfii  ( ' ,  C)J 


oder 


Smiß,M)  Siu(B',My 

wo  der  constante  Coefßcient  X  gegeben  ist  durch  die  Gleichung 

_ Sin{A,  C) .  S\u{A\  C) 

Dieser  Coeflficient  JL  kann  den  Werth  1  annehmen  nnter  der  Be- 
dingung, dass  Winkel  (il,  C)  =  Winkel  {A' ,  C);  Winkel  (ß,  C) 
=  Winkel  {ß' ,  C),  w  as  einen  Kreis  voraussetzt.  In  diesem  1  alle 
bähen  wir: 

SinM,  31)  _  Sm{A\  M')  3JS\n(A^r)  _  M'S'wjA',  M') 

Sin(l?,  M)  ~  Sin(i8',  M*)         üfSin(Ä,  M)     M'SmiB,  M') 

oder     =  -  oder  pq=iiiVf  d.h.  im  ürei^sehnenviereck  aPPA 

V  g  *  ,  ' 

ist  das  Product  aus  den  KntfernungcMi  eines  Pcriphf  riepuiiktes 
von  zwei  coordinirten  iSeitcu  j^leich  lieni  i^rodnct  aus  den  Ent- 
fernuncofi  desselben  Punktes  von  je  zwei  andern  coordinirten 
Seiten >  wie  schon  oben  in  §.  7.  gefunden. 

Der  zweite  Fall,  wo  l  den^  Werth  1  annimmt»  iat  di«  Bedin- 

Sin(.^,  C)  _  Sm IA',C)     S\n(A,D)  _  SlnjA',  T) 
gang,  dass  jj-^^^^^      —  ^^^^^ß,^      —  Sj„(£j^     —  j^„(^/^  7.) 

^  Sin(B^  />)  ^  ^in(i?  T  )  *  gemeinschaftlichen  Strahl 

der  beiden  BGschel  P  und  P,,  und  ST/  die  Tangente  in  hin- 
gegen  T  die  Tangente  in  vorstellt.  Diese  Bedingung  setzt 
voraas  einen  dem  Viereck  aPP,b  umschriebenen  harmonischen 
Kegelschnitt  und  führt  als  Schlussergebniss  den  oben  ausgespro- 
chenen Lehrsatz  herl)ei:  denn  die  harmonische  Proportion  l'iir  den 
freien  Curvenpunkt  m  und  seine  Projectionsstrahien  JU,  M'  nach 
P  und  Pg  gibt  aus  Taf.  V.  Fig.  27.  nach  und  nach : 

Sin(.l,  M)  Sm{A\M')  MS\n{A,  M) ,  M\Slo(A',  M') 

S\n(ß,  AJ)'S\n{ß\M')-^^  üf.Sin(^.  ^i)  *  ^'.Sin(B',üfO~^ 

oder  ^:-  =  l  oder  pq=uv,  wie  zu  beweisen  war. 

V  g 

Ist  der  Coefficient  it  nicht  1,  sondern  ein  anderer  Werth,  so 
folgt  auf  dieselbe  Weise  der  allgemeine  Satz  Newton* s  vom 
eingeschriebenen  Viereck  des  Kegelschnitts  nach  §.3.,  wie  er  bei 
allen  Scbriftsteiiern  über  neue  Geometrie  sich  findet. 
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II. 

Gkuiidxuge  der  Theorie  der  hyperbolischen  Functio- 
nen und  der  Anwendung  derselben  zur  Ausziehung 
der  Wurzeln  und^  zar  Aufldsung  der  Gleichungen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


j.  1. 

Da  die  Wichtigkeit  der  Tbearie  der  byperbolisehen  Fonetio- 
iien  fttr  die  Anelyns  eieli  immer  mehr  heransinatelleD»  mir  aber 
die  bisherige  Eatwiekelung  derselben  und  nameotlieb  ihre  An- 
wendung Mir  AaflSaung  der  Gleichungen  noch  in  mancher  Rede- 
siebt  einer  Tereinfiicbnttg  nnd  Verbesserang  fthig  zu  sein  eeheint; 
so  halte  ich  es  fyr  zwectcmSssig,  in  diesem  Aufsätze^  ohne  irgend« 
wie  auf  Vollständigkeit  Anspruch  machen  «i  wollen,  zu  zeigen, 
wie  !nach  meiner  Ansicht  dieser  Gegenstand   darzustellen  sein 
dfirfle  *).    Bemerken  will  ich  für  jetzt  hier  nur,  dass  der  Um- 
stand, da»8  die  hyperbolischen  Functionen,  —  wie  übrigen«  nach 
der  Natur  derselben  von  vorn  herein  zu  erwarten  war  und  eisfenl- 
lich  sich  von  selbst  verstand  —  eben  so  gut  wie  die  Logarithmen 
aar  Ausziehunfr  der  Wurzeln  gebraucht  werden  können,  nicht  im- 
mer mit  der  erforderlichen  Bestimmtheit  und  Deutlichkeit  hervor- 
gehoben wird;  nnd  rOcksichtlich  der  Auflösung  der  cubischen 
Gieicbungen  bin  ich  der  Meinung^  dass  ein  besonderer  Vortbeil 
der  in  Rede  stehenden  Functionen  gerade  darin  liegt,  dass  man 
bei  ihrer  Anwendung  die  cardanische  Formel  ganz  entbehren  Icann« 
sich  alse  vw  derselben  auch  mittelat  der  liyperboliscben  Fnnetlo- 
Den  gani  nnabhftngig  machen  mnss.   Dies  w&ren  etwa  die  we* 

*)  Man  vergl»  die  «ehr  TerdleiitUicheo  EatwidwlBSgea  von  Bern 
Hattba  In  Tht*  nXVlI.  S»  a89,  und  von  Her»  Gronau  in  den  ant«] 
aneuffibreaden  Sebriflen« 


4» 


MQtlielMl«!!  Mtmvkte,  dflSHiJaii  lMi  deD  folgoiideii  finMehafani»^ 


Wenn  e  wie  gewöhnlich  die  Basis  der  natürlichen  Logarith- 
men mid  (p  eine  beliebige  veränderliche  Grusse  bezeichnet;  so 
heissen  die  beidea  Functionen 

r—j —   and   2 — 

respective  der  h  3  p  erbolische  Cosinus  und  der  byperboii- 
«ehe  Sinns  von  9,  und  werden  durch 

i)  ,  ,  *  m  \jOS^  SS      2'     *   öiii9>=s — 2  

beteicbnety  indem  man  sich  Biir  Untorsebeidoag;  von  dem  ^kli- 
seben  Cosiniis  and  Sinne  cos^  und  sin  9  bei  der  Beseichnnng 
der  hyperboliseben  Cuetnus  and  Sinne  grosser*  Anfangebucbeta* 
ben  bedient. 

Bekanntlich  können,  indem  wir  fi'ir  jetzt  hier  nur  reelle  Werthe 
von  q)  betrachten  wollen  ,  IVir  jedes  reelle  cp  die  Functionen,  ef 
und  e-9>  in  die  convergirendeu  unendlichen  Reiben: 


entwickelt  werden,  woraus  sich  mit  Bezug  aut  1)  unmittelbar  die 
beiden  folgenden  allgemein  gültigen  Gleichungen  ergeben: 

qj       ©•  cp*  9^ 

'""''=i+j-X3+t:^+fr::7+-' 

p 

aus  denen  man  sogleich  erkennt,  dass  Co8<p  stets  positiv  ist^ 
nnd,  wenn  9  von  — 00  bis  -\-(x>  wächst,  von  -f- 00  bis  1  abnimmt 
und  von  1  bis  -f  oc  wachst;  dagegen  ist  8109  negativ  oder  posi- 
tiv, jenachdem  cp  negativ  oder  positiv  ist,  und  wächst  von  — oo 
bis  -1-06,  wenn  qp  von  <»od  bis  -foo  wächst.  Es  kann  also  Cosg> 
bloss  positive  Werthe  aoifehmen,  die  nicht  kleiner  als  die  Einheit 
sind ;  dagegen  kann  Sin  p  jeden  beliebigen  negativen  oder  positiven 


WeHk  Mniiii»M>  wcM«  fiigensdiiaft«»  d«r  liyparMiMihM  4M- 

nus  und  Sidob  man  hfk  <l«r  AnweMdoog  dieser  Pvncliiiwiii 
za  beacbt«»  ha*«. 

So  wie  I&  der  Theorie  der  KreiefaDctionen  bildet  man  aus 
dee  hyperboUecben  Cosinaeaen  and  SiniUNieo  oeoe  hyperbolische 
FnoctloiieD  oacb  dee  Vonneln: 

» 

_  Sin®     _  ^  i]oR(p 

a.  s.  w.y  was  hier  natfirlich  sieht  weiter  erlietert  sa  werdeB  hraeeht 


§.  3. 

hxm  den  lieideii  FeedaMietitalferiiieiii 

Cee^  SB  — — ,    Sin^  sc  — j — 

lassen  sich  leicht  eine  Menge  von  Relationen  awischen  diesen 
Functionen  ableiten,  yon  denen  wir  jedoch  nur  einige  der  wich« 
tigsten  entwickeln  wollen. 

Weil 

co8(-9)ä. — r^*®  — 2 — ' 

hin(— 9)  a=  ^  ;=  g  

Ist;  so  Ist: 

3)  .  .  .  .€os(-*-9)ssCos9,  Sin  (—^)  SS-*- Sin  9. 
Ferner  ist  nach  den  Grandformelo; 

also: 

4)  C0S9*— Sin^S:^! 

und 

Cosy«^Siny»=g^^^'^, 


I 
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Mgliek,  weil 

ist: 

6)  Cos  g)«  +  Sin  9«  =  Cos  29.  *  - 

Aoa  der  Gielebiuig  4)  folgtr 

6).  ,  .Co89=  VSin9«-f  1,    Siii9=J:V6>«9S— 1 

indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbifeiH'  ^ 
positiv  oder  negativ  ist. 

Weil 


und 


Cos^Sinsp  s=  - — 2  — '  2  "  4  


oin29>  =  j  


ist,  so  iat: 

7)  2  Cos  9  iSin  9)  =  Sin  29. 

Femer  Ist  oodi  des  Gtnindfonntla:. 

Cos(9  +  ^)  =  2  s  2-  

 2  2  2  2  • 

610(9-1-^)  =  —  g  =  ^  

_  (e» — -f  (^y  -|-  g~y)6V>  -f  (e»  —  g-»)e-V^ — (gy  -|- 

4 

^      2  2  2  ' 

4* 
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also: 

!Co8(9  4-  ^)  =      tp  Cos  ^    i^in  9P»Siii 
Sin  (9  -f  T/;)  =  Sin  9  Cos    +  Cos  9  Sin  t/;. 
Setet  man  in  diesen  Farmein  —»V      ^»  "^^i^^^ 
C08  (9  —  1^;)  =  Cos  9  Cos  (—     +  Sin  g>  Sin  (—  ^) , 
Sin  (9—^)  =  Sin  9)  Oos  (—  ^)  +  Cos^  Sin     ^) ; 

also  nach  3) : 

(Go8(^ — 1^;)  s=CosqpCo8!/; — Sin  9)  Sin 

9)  .  .  . 

(  Sin(9,-*^)  =:Sln9Co8^— Coa^Sin^; 
folglicli  nach  8)  nnd  9): 

{Coa  (9  ^)  =  Oos  fp  Cos  ^  ±,  Sin  9  Sin 
Sin  (9  J:  1/;)  =  Sin  9  Cos  t|>  ±  Cos  9  Sin 

üiernacb  ist:  ^ 

Cos      +  ip)  +  Cos  \{q>  —  ^)  =  2  Cos  i9  Cos  , 
CosK^-f^)— C0SK9  -'^)  =2Sini9iSini^» 
Sini(94-t)  +  Sini(9— ^)  =  2Sin^Cosi^, 
Sin  i(9)  -f  if;)  —  Sin      — 1^)  s:  2  Cos  I9  Sin  ^i^ ; 

also»  wenn  man  lUr  ' 

respecttve 

9  +  ^5  9—^,  29,  2^ 

setzt: 

C0S9  +  Cos  ^  =:  2  C0SK9  4  ^)Co84(^'~1f')  > 
Cos  9    Cos^  =  2  Sin  i(9>  -f  ^)Sin  ^<p  -~^) « 
Sin  9  +  Sin    :s:  2  Sin  Kg?  +  ^)  C0SK9)— 
Sin^  —  Sin^  s  2€osK9*f^)SinK9— 

Naek  10),  5),  7).  4)  ist: 


11) 


12)  { 


Go839  s  Co6  (29 -I- 9) 

=  Co«29Go89-|-Sin29Sin9 

=  (Cuä  9^ Sin  9^)  Cos  9 2^10  9*Cos  9 

=  (3Gm9*>1)€o«9+2(Co89»— l)Coi9 

=  4  <Jo8  9' —3  Co»  9, 

Sio39=:  $111(294-9) 

=  SiDii9  Gos  9  -I-  C0829  8iii  9 

s2Sm  9C089*  -f  (Cos9*  -l-  Sin  9^Siti9 

= 2  Sin  9(SiD  9^  + 1)  +  (2Sin  9«  + 1)  Sin  9 

=  4Siii9S4.3SiQ9; 

«0  dasa  man  also  die  beiden  folgenden  Gleichungen  hat: 

Cos  9* — I  Cos  9  —  J  Cos39  =  0, 
Sin  9«  + 1  Sin9  -  iSin39  =  0; 

und  Heim  man  ^9  für  9  setzt: 

1  Siiii9^  +  |Siui9-iSio9«0. 
Die  aus  dem  Obigen  bekannte  Formel 

C0829  =  Co89**f  Sin9* 

kaan  man  nach  4)  auch  auf  i'olgende  Art  darstellen: 

Go82^  =  2Goa9<— l»2Sln9«+  1, 
woraus  sich,  wenn  man  I9  fiir  9  setzt,  die  Ausdrücke 

Cos9  =  2Cos;9'^— 1  =2Siiii92  ^j, 

also: 

ergeben»  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenaeiidem 
9  positiv  oder  negativ  ist. 

• 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  diese  Theorie  gans  elien  so 
darchßihren  kann,  wie  die  Theorie  der  Kreisfunctionen,  was  noch 
weiter  su  entwickeln»  unndtse  Weitläufigkeit  sein  würde«  Baopt- 
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sSchlich  sind  aber  der  epfttereo  Amvemlaii^ee  wegea  nne  oocb 
einige  Formeln  notbig,  die  wir  in  folgenden  Paragraphen  ent- 
wickeln wollen. 

{.4. 

Dardi  Maltiplication  erhält  man; 

=  (Co89?Co89i  +Sio9>i>inyi)db(Siu9)Co89p|  +  Co»9>Sin5Pi), 
aleo  naeh  10): 

15) 

(Coa^dbfitn^XCoa^  dl:8ipi9i)^€es(^-}-9t):l:^in(9'  -Ir9%>> 

und  durch  sacceaslve  Anwendung  dieser  Gleichung  ergiebt  sieb 
sogleich : 

16) 

(Cos  yiSin  g>)(Co^9?^^nj]p|)(Cos  ••••  (Cios9?n-idbSio^«-i) 

ass  Ck>s  (9+9)1  +  |3P«+.,  ..+9^i)dbSin(?p+5Pi  +  9a+. + Vii-i)- 
Setst  man  hierin 

so  er^bt  sieh,  anter  der  \Qtai9ß9t3mg»  dMS  n  eine  positive 
gan^  Zahl  Ist? 

17)  ((;osg?dtSiu9}»  =  Cösitz  JiSiniig). 

Nun  ist,  wenn  auch  fernerbin  n  eine  positive  ganae  Zahl  be* 

zeichnet ; 

(ßm  q>  iShi  q>y-*  =  ^^^^  y  j.  Si  0  ^ 

 (CosyTSlny)» 

(Cos  tp  ±  Sin  <p)"(Cos  tp  T  »1«  ^p)« 

well 

(Cos  9  J;  Sin  9)(Co8  q>  T  Sin  9)  —  Cos  9«— Sin  9*  =±:  1 
ist  Naeh  17)  Ist: 

(Coa#  i^f»)*         «9  7  ^0  n«' ' 

«rtso: 
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uod  folglich,  well 

Co0ii^ssCo8(— fi9)i  Siiifi9=-«Sfo(— 119) 

■ 

18)  .  .  .  (Co8^i8in9>)-«=Cos(— jiy)±Sfii(--iig)). 

Nach  17)  und  18)  tot  11I90  üBr  Ji^dM  posithre  oder  B«gatt?». 
ganse  n: 

19)  (C06  97    Sin  9)»  =  Cos  »9  i;  Sio  »9, 

Beielchnen  oan  m  und  11  beliebige  positive  oder  negati?e 
gaose  Zahlen,  so  ist  biecoach: 

771  771 

(Cos -9)  i  Sin  — 9)* 

ttod'  folglich,  weil 

Coam^  J:  Sin  1119)  ss  (Cos  9    i^ln  9)*" 

iit: 

*  .  '  , 

SKJ)  -  .  .  (CoB^9±Sin^9)P  =  (Co89>i:Siagi)'». 
Abo  ist,  weon  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

Los  - 9>±öm-9> 

«in  Worth  der  nien  Warsei  aus  der  GrOsse 

(Cos  9»  ±  Sin  9)« 
oder  ein  Werth  der  GrOeso 

V  (Cos  y  ±  Sin  9)"»    oder   (Cos  9  db  Sin  9)  " . 

Weil 

Goa^*— S{ii9*ssl 

oder 

■  ► 

Sin  9*  »  Coa  9^—  1, 

und  daher  immer 


-  'd  vj^.vv  '^le 
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ist;  80  ist  die  Grösse  { 

Cos  9    Sing;,  j 

deren  erster  The'il  stets  positi?  ist«  imner  positiv,  wae  eben  ai»  ■ 
natürlich  aucii  voo  4er  Grösse  ! 

gilt,  80  dass  also  Dach  dem  -Obigen .  diese  GrSsee  jedenelt  «den 
positiven  Werth  darstellt,  welchen  die  Wurzel 

a 

/  •  •  .  .  •  .  .  .  , 

ft  m 

V  iCo»^^3iüfp)'^    oder  (Cos^  J:Sio  9}" 

immer  bat. 

Man  wird  in  diesen  Formeln  sogleich  die  Analogie  mit  den 
entsprechenden 'Mol vre'noheo  FomMln  von  den  Kreisfunctioneo 
erkennen* 

N. 

.§.  6.  ^ 

Jetzt  lässt  sich  schon  zeigen,  wie  man  sich  tier  byperboli- 
scheu  Functionen  zur  Ausziehuog  der  Wur^ein  aller  Grade  be- 
dienen kann.  Zu  dem  Ende  sei  a  eine  beliebige  positive  voo 
^uii  verschiedene  Zahl.  Da 

,(a-l)»^0, 

also 

«»— 2o+1^0 

und  folglich 

o«+l^ia 

ist,  so  ist 

ond  man  kann  folglich 

21)  CoS9  =  -2^ 


-  'd  vj^.vv  '^le 
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«etzen^  wo  cp  posUiv  und  negativ  genomiaen  werden  kaon.  Nan 
ist  aber,  wie  man  sogleich  übersieht: 


al$o  kann  man,  vermöge  der  Gleichung  4),  un«!  well  der  hyper- 
boliaehe  Sinne  jeden  Werth  von  — oo  hie  -f  od  ennebmen  kenn, 

M)  »1.,.  =  -^  ' 

Selsen»  wo  9  immer  gl^iebee  Vonelehen  mit  dem  Broehe  «nf  der 
recbten  Seite  den  GI«iehheiteBelebene  haben  nutes.  Daher  kann 
mao  fp  immer  so  heetlnimen,  dase  den  heiden  Glelehnngen: 

+ 1  a*  —  1 

23)  Cos  9  =  ~2ä~ '        ^  ~   2e  " 

zugleich  genügt  wird.   Offenbar  ist  aber 
al«o 

folgllcb,  wenn  wir  Immer  nur  die  peetti?eo  Warthe  der  Wuraelii 
io's  Auge  faeeen: 

m  M 

e»  s=  (Cos  (p  -|-  Sio  9)* ; 

abo  nach  dem  vorbergabeDdea  Paragraphen: 

—         m  fit 
34)  o»  =Cos-9  +  Sin-y, 

nach  welchen  Formeln  sich  also  jede  Wurzel  durch  hyperbolische 
Functionen  berechnen  lässt. 

Zur  Berechnung  der  GrOeee  9  hat  man  naeh  23)  aueh  die 
folgende  Formel: 

Tangy-^^^^-  ä«Tr  • 

Naeb  U)  hit: 

also  nach  2^: 


Digitized  by  Google 


und  folglich: 

4 

deoii'  d«M  man  iiidil 

ist  «         a— 1 

«•Izeo  dwrf,  erMM  «owolil  imnifttelbar  «u«  dem  Olilg«»,  ab 
anab  4anMi«,  wall  unter  diaaar  Vonraaaatsang 

2Sml^Co,4v  =-2. ^ .        =  — . 

I 

also  nach  23) 

2  Sin  i9)  Coa  i9>       Sin  91 

sein  warde,  da  doch  nach  7)  bekanntlich 

2Sini9)Co6i9  =  Sia9 

tat.  Aua  26)  folgt  endlich  aocb  die  aar  Beracbnaag  von  9  aehr 
baqnema  Famali 

37)   Taagte-J^-  - 

Da  man  mittelat  der  hyperbolischen  Functtoaea  Woraela  aller 
Grade  auaaieban  kamij  ao  kann  man  dfeaetben  natAHicb  auch  bei 
der  AaflOaang  der  qoadratiacben  Gleiehungen  benntaen»  waa  hier 
nicht  weiter  erlftatert  au  «Verden  braiiebt 


{.  6. 

Der  AuflusuDg  der  cubischen  Gleichungen,  welche  wir  uns| 
(lut  die  Form  I 

af*  +aa?  +  6  =  0 

gebracht  denken,  waa  bekanntlich  immer  möglich  lat,  liegen  die 
beiden  aus  der  Theorie  der  Kreiafanctionen  bekannten  Gleichungen: 

ain  ^  » I  alDi9  -f-  i  ain  9  s  0 
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■ 

ÜMbti  FMdi«iieBt 

za  Gronde.  IndM  wir  aber  diesen  tSleieliUngen  noch  eioen  be- 
Migw  Factor  odm  Divisor  r  beiQgeiii«  woUeii  fv}r  ^  wiier  den 

Formeo:  * 


uud 


/Coajg)^^     3    Cosjy    Cogy  ^ 

V,~T~y  ""45^ — T  — 4?~="' 

/Smi^Y\  3    ^'Pjy    Sing)  . 

betrachten. 

VVeau  man  die  Gleicliung 

mit  der  Gleichung 

(coaj^\'  3  coe|9  cos  9  ^ 
— r"/^43  "7  "Sr«« 

vergleicht«  so  erhäit  man  die  Gleichungen: 

3  CQsy  cosi9> 


aleo: 


Damit  r  reell  sei,  mass  a  negativ  sein,  und  damit  mittelst  der 
xweiten  49leichniig  fp  hesfinimt  werden  kann. 


abo; 


4o«  <* 
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«ein;   bt  Bün  m  der,  der  Gleiebung  cos^ss— 46r'  genl^eade 

Werth  ▼OD  q>j  vrelcher  zwiscbeo  0  und  n  liegt;  so  sind,  well 

oes9>  SB  CO«  (9^ 

ist,  überhaupt 

10-1' 2ss 

drei  der  in  Rede  »tebenden  Gleiebung  geufigeode  Wertbe  von 
(p,  und  es  ist: 

— 2«  <  10 — 2»  <  — 


also: 


-|-2iv<si-f2«<-|-3]K; 

0<^<  +  i?i, 

CO  —  'In 

-J»<-"^ — <— Ist. 

+  3— <  + 

Id  Fig.  1.  sind  daber  die  mit  Ä,  Ai,  beseicbneten  lotervaile 
diejenigen»  in  denen  sich  respective  die  Bogen 

a>     (ü  —  23C     0)  -|-  2^ 

eodigeu,  woraus  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  im  Allgemeinen 

cos  3,  cos — ß — ,  cos — ß — 

sfimmtllch  unter  eioandeff  angieleh  sind;  also  sind 

cesj«  cosj(jp— 2»)  cos^(a>-i-2«) 
HF"'  ?        '  t 

drei  im  Allgemeinen  ungleiche  reelle  Warxeln  der  Gleiebung 

a:'  +  aa*  -f-  6  =  0. 

Diese  Attflvstttt^  gilt  also  nach  dem  Obigen  unter  den  fol- 
genden Bedingungen: 

e  negativ,  -  4^  < 
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nebst  AHwenduiigeu, 
'   Weon  man  feruer  die  Gleichung  * 

07^-1-^*1*6  =  0 

nit  der  Glelehung 

vergieiebt,  so  erhält  mau  die  Gleichungen: 


also: 


Damit  r  reell  sei,  rauss  a  negativ  sein,  und  damit  mittelst  der 
zweiten  Gleichung  ip  bestimmt  werden  kann,  muss 

also 

"^4a«  < 


1 


sein.  Ist  Dun  0)  der,  der  Gleichuog  sinqp  =  46r'  genögende  Werth 
von  9,  welcher  zwischen  —^n  und  -fx^  li^gt;  so  sind*  weil 

sin  9  a  «In    T  2«) 

ist»  überhaupt 

drei  der  in  Kede  stehenden  Gleichung  genügende  Werthe  von  tp^ 
und  es  ist: 


also: 
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In  Fig.  9.  sind  daher  die  mit  A,  A^,  befrelduteten  Intervalle 
diejenigen,  io  denen  sich  respective  die  Bogen 

eudigeo,  woraus  auf  d«a  Stelle  erheilet,  dM«  im  Allgeineineo 

WD  ^ ,   sin  — j — »  »10  — ^ — 

sSmmtlich  unter  einander  ungleicli  sind;  also  sind 
sinjp     slnKw—ggg)  slni(a)-f2?g) 

drei  Im  Allgemeinsn  ungleiche  reelle  Warseta  der  Gleichung 

Diese  Auflösung  gilt  also  wiederum  unter  dnu  folgenden  Be- 
dingungen: 

n  negativ,  ^1^ 

und  wir  haben  daher  jetzt  filr  diesen  Fall  sw^  AnflSsungen. 

Nur  an  den  äussersteu  Gränzen  der  Intervalle  kunnen  in 
gewissen  ganz  speciellen  Fällen  swei  der  drei  Wurzeln  mif  ein- 
ander zusammenfallen;  eine  btsoodete  Betrachtung  dieser  Fälle 
halten  wir  aber  hier  nicht  Ulr  nOthig. 

Vergleichen  wir  die  Giekhung 

mit  der  Gleichung 

/CosjyV    ^   Cos  jy     Cosy  _^ 

so  erhalten  wir: 

3      ,        CoB(p  Cosi^ 

«=-5ä.  — 4^r»  x^—^i 

also: 

r=±4V^^  Cos9«-4Ar». 
lit  r  reell  sei*  muss  a  neguliv  sefn;  da  bekanntlieh  €So«^ 


j 
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nedst  Anwendungen.  ^ 

steta  positiv  uod  nicht  kieiner  als  die  Einheit  ist.  so  raus«  ma» 
in  der  Formel 


das  obere  oder  untere  Zeichen  uehiueu,  jenachdeni  b  negativ 
oder  positiv  ist.  Es  niuss  aber^  wenn  aich  (p  mitteiiüt  der  zwei- 
ten Gleichung  beatinimen  laaaen  aoll, 

# 

also 

276«= 
4a»  >  ^ 

«ein.   Setzen  wir  unter  diesen  V  oraussetaungeo 

Cos4flp 
r 

ioiat 

and  folglicb 

=  (o:  —  tt)  (a;* -f      +     +  «) » 

wonDS  «leb  svr  BestünnlbiiDg  der  beiden  anderen  Wuraeln  der 
gegebenen  Gleichung  die  Gleicbang  ^ 

ergiebt,  durch  deren  Auflösung  in  Bezug  aui  x  als  unbekannte 
Grösse  man 

erbalt    Nun  ist  aber 


fo^lich,  weil 
iH: 


Mglfcb 


«  +  J««  =  -  ^(1  -  Cos  i9>»)  • 


Oo8i9>'*--«inl9S9:l 


Digitized  by  Google 


04         Grnnert:  Tkeorte  der  hyperbolUchm  funeHmun 


Beielchnen  wir  also  die  drei  Wwzelii  uoscrer  Gleichung  durch  u, 
9j  w;  80  sind  dieselben: 

«=:  » 

r 

e==--2— +  -2r-^-^^ 

«"= — ^  w^-^ 


nder: 


»  =— g;(Co8lg>-Siiiiq)     —3)  * 

1  r-  

»  =— ^(Cüsiqp  +  Sii)i<)pV  —3). 

Diese  AuflOsoDg  gilt  also  nach  dem  Obigen  unter  den  fol- 
genden Bedingongen: 

a  negativ .  -  4^  >  1. 
Vergleichen  wir  die  Gleichung 

mit  der  Gleichung 

(Sinlg>\'      3    Sin|y     Siny  ^ 
~r  V  "'■55 — r  ti-=«» 

so  erhalten  wir: 

3       -         Sioqp  Sin^qp^ 

also 

3 


Damit  r  reell  sei/moss  a  positiir  sein;  9  Ifisst  sich  aber  Ininer 
bestimmen,  well  Sing)  alle  Wertbe  von  —  go  bis  anneh* 
men  kann«    Also  gilt  diese  Auflösung  Immer»  wenn  u  pow^v  |«t* 
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Bezeichnen  wir  die  auf  diese  Weise  bestimmte  reelle  Wurzel 
dorcb  u,  und  setzen  also 

^  Sin  ig)  ' 

/    ti  =  — - —  » 

Bo  werden  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorhergehenden  Falle 
die  beiden  anderen  Wurzeln  mittelst  der  Formel 

cfhaKeo.   Nun  ist  aber 


«Im,  weil 
iit: 

Bod  folgiicii: 


«+J»*  =  |3Co«Jv*. 

Sin  ig)    Cosjy  ^ — , 


Bezeichnen  wir  also  die  drei  Wurzeln  unserer  Gleiehmig  dardi 
»,  9f  wi  SO  ist: 


=  ^■t^-^^-^' 


oderi 


e=— g;(Siiily  «Coel9  V^), 

w = ^    (Sin    +  Co«  ifpV^). 

INeee  AnflSeiii^  gilt  also  oach  dem  Obigen  aUgemein  unter 
dtt  Bedingimg: 

a  positiv. 

Tkfil  XXXTUI.  ft 
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Ffir  die  GleicliiiDg 

a:'  +  aar  +  6  =  0 

haben  wir  noo  bieniaeh  ?oIUtSiidige  AnflSemigeii  för  di*  folgen-  \ 
den  Fftlle  gefnnden: 

I-  «  ««gati?,  —  4JI<1;  I 

11 
Hl 

Daae  hiemit  alle  muglicben  Fälle  ▼ellstllDdIg  eracbOpfl  sind, 
bt  klar«  uod  unaere  enbieebe  Gleichong  iat  daber  jetst  ailgemeio 
anfgel9at. 

*  I 

Die  Werthe  von  r  in  die  im  Vorhergehenden  entivickelten  | 
Fonneln  vrirklich  eiiiBoffibrea,  bafteo  wir  nicht  für  nuthig»  and 
sind  eelbet  der  MelmiDg«  dasa  dadurch  die  Eln&ebelft  olcbt  ge- 
winnen würde.  Auf  jeden  Fall  acheint  una  die  obige  £ntwiekelang  | 
der  JHatnr  der  Sache  am  Meinten  zu  entsprechen,  und  das  gegen- ' 
seitige  Verhiltniaa  der  cydiaeben  und  hyperboliachen  Fnactionen  | 
am  Deutlichaten  in'a  Licht  zvl  aetaen.  1 


}.  7. 

i 

Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  die  hyperboliaeben  Functionen 
mit  der  Quadratur  der  gleichneitigen  Hyperbel  zusammeohängeo.i 
In  Fig.  3.  ist  in  gewöhnlicher  Weise,  was  einer  ausführlicheren  I 
Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird,  eine  Hyperbel  zwischen 
ihren  Asymptoten  dargestellt,  deren  beide  Haibaxen  wir  durch 
a  und  6  bezeichnen.    Wir  setzen:  i 

CQ  =  u,   PQ  —  v  und  CQ'=:x,  PQ'=y. 

•  Verlfingem  wir  PQ  bia  sur  Asymptote  in  R'  und  stebeo  doreh 
P  eine  die  Aaymptote  In  acbneidende  Parallele  mit  der  flaupt*| 
axe;  ao  erbellet  aebr  leicht,  daea  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
R^PMf  die  Linien  PQ',  Q'R',  Q'Rf  einander  gleich  sind,  also 

ist.  Fällt  man  nun  noch  von  R"  auf  die  Hauptaxe  ein  Perpen« 
dikel,  80  überzeugt  man  sich  auf  der  8teüe  von  der  Richtigketti 
der  beiden  Proportionen: 


a  negativ,  —J^i^h 


a  positiv. 
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IIS  denen 


ud  demnach 
aJso 


oder 


fol|(t.  Dnreh  MnltipIicatioD  ergiebt  sich  hieraus  unmittelbar: 
folfriich,  weil  nach  der  Natur  der  Hyperbel 


iat: 


i)'-a)*=' 


Beselchneo  wir  mm  den  Inhalt  den  FliehenetOeks  AB'PQ' 
4ueh  Bo  iat»  wenn  a  den  Asymptoten  •Winkel  bedeutet,  nach 
des  Lehren  der  Integralreebnnng: 


^o^giich,  weil  nach  dem  Vorhergehenden» 


5» 


j 


<tS        erunert:  Theorie  der  AyperäoiiscAen  Functionen 
ist: 

(o*4-6*)siDa  /*»  &f 
^=        V    J         X  ' 

ako«  wie  man  aogleicb  übersieht: 

„    (<^-H6«)eiDtt,  2a? 

wenn  wir  CP  ziehen , 

=ia:^sin«  =  — g — sino, 

also 

iflt;  80  ist  der  hyperbolische  Sector  CAPy  dessen  Flächeninhalt 
wir  von  jetzt  an  durch  <S  bezeichnen  «vollen,  offenbar  dem  Flächen- 
atficke  AB^PQf  gleich»  und  daher  oach  dem  Vorhergehenden: 


oder,  weil  oaeli  dem  Obigen 


let: 


Weil 


(•*iXM)=G)'-G)'='- 


also 


<i+l)=-<M) 

ist;  so  ist  auch 
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Dmeh  AddHIoD  der  bddto  TorsliQheodQB  AvidrflelEe  vwl  «S 
erhllt  mui  aoch:  ' 

(a*+6*)8ina  a  ■  Ä 

«Fas  ^        o  •  " 

oder: 

(g*  -f-  6')  sin  g  ^ 6m  -f 

Für  die  gleiebseitige  Hyperbel  ist  a^b,  «=90^;  also  nach 
dem  Obigen: 


V2 
und: 

Feiner  ist  Id  diesem  Falle: 

e  e 


oder  anch: 


Für  a  s  1  ist: 


also: 

25  =     +    =  —  /(it  -  o), 

end  folglieb: 

Cos  26  =  g  SS  » 

Sin 25=  3   f 

woraus  maa,  vreH 

9(lii-l-»)sif-|-0t  e*»-»)««— e 

Ut,  sogieicb 

tt;=Cos2iS»  e=;£;in2iS  ^ 

«hllt. 
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Wäl  naeh  OMgeo 

2Ä=±/(ii±p)  j 
ist,  80  ist:  *  I 

j 

uDd  folglich,  weno  man  i$  fiir  2i$  «clir«lbt:  i 
Mach  14)  ist; 

also  nach  dem  Vorhergohendan;  j 

Bezeichnet  man  in  einen  luit  dem  Ualbiaesser  a  beschriebe* 

nen  Kreise  (Fig.  4.)  den  Inhalt  des  dem  Bogen  AB  eotsprechefl- 
den  Sectors  durch  <$;  so  ist  beksootlich: 

and  folgiicb  filr  ii  ss  1 : 

Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  des  Punktete  ß  in  Bezug 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  in  welchem  der  posi- 
tive Theil  der  ersten  Axe  von  dem  Mittelpunkte  C  au«  durcb  ; 
den  Paokt  A  gelegt  ist»  durch     o;  so  ist  bekaDotUch 

u^eo^AB»  v^mmÄBi 
also  oach  de«  Obigen: 

ttseos2iS»  D=5sin2i$; 

worin  die  Analogie  mit  den  hyperbolischen   Functionen  unver- 
kennbar ist 

Indem  wir  uns  nun  zu  der  Erläuterung  der  Tafeln  wendeob 
welche  man  für  die  hyperbolischen  Functionen  constrnift  hat»  be- 
merken wir  xnent  die  folgenden  Transformationen. 
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WeU  oacb  d«r  firkJiniDg  der  liyparboliMlie«  FwMioim 

Cm^ss  !j  ,  8B  1  

Cos  9  i:  Sin  9  s  «Jb?*, 
und  folglich:  ' 

j:9sKGos9i:Siii9)   oder  9 —db^Coe^ JrSin^). 

BeiukDBtUch  ist  aber 

Cos  9)' — Sin  9^  s  1« 
lad  man  kann  also»  weil 

eec  CO* — tang    =  1 
ist,  wenn  man  9  swlsehen  -»1«  mid  +1»  nimoit, 

Coa9=:aeeaiy  Sia^sstaDg»; 
ai«o  nacb  dem  Vorbergebendeo 

l^eia  o 

9  =  :t  /  (sec  loiitaDg  «)  =  ±^  "SÜT 

oder 

setsoo.   Man  ist  aber  bekanntlich: 

]  -fco8(i»— o)  s=  2cee(|«  — 

1  —  cos  (4»  —  a)  =  2  sin  (Jä  — 


nnd 


sin  (|7s  —  cd)  =  2  sin     — i»)  cos  (\n — ^ta) ; 


9  =  /cot(i9S  —  i(o)  =  — /tang(in;  — 4<») 


oder: 


9  =:  /lang  (i«  -f  |o)  =s^  Icot  (iff  ^  io). 

Bemerken  mag  man  auch  noch  die  folGrenden,  aus  dem  Vor- 
keigeheodeo  sich  uomittelbar  ergebenden  Formeln: 

Taogg)  =  sinoD,  Cot^ysscoseca»,  Sec  9  =  cos     Cosec^  sscoto. 

Aqs  der  Verfleiehmig  mit  dem  vorhergehendea  Paragraphen 


-  'd  vj^.vv  '^le 
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ergiebt  «ieh,  das«  9  der  so  dem  Wittkel  m  gehörend»  Seetor  iit, 
naUIrlich  in  dem  ans  dem*  vorh ergebenden  Paragraphen  bekana- 
ten  Sliine  genommen« 

Nach  den  hier  entwickelten  Formeln  aind  die  neuen  Tafeln 
der  hyperbolischen  Sinus  and  Co.slnu8  eonstruirt«  durch  dereo 
Heraoagabe  aich  Herr  Gronau  in  Danaig  ▼erdient  gemacht  bat 
DIeaeiben  sind  in  dem  Werten  Hefte  dea  aechaten  Bandea  der 
Neuesten  Schriften  der  naturforachenden  GeselUchaft 
in  Dans  ig  auch  unter  dem  folgenden  beaonderen  Titel  erachlenen: 

Tafeln  für  die  hyperbolischen  Sectoren  und  lur 
dieLogaritlimen  ihrer  Sinus  undCosinus.  VonJ.  F.  W. 
Gronau,  Oberlehrer  an  der  Realacbule  zu  St  Jobaoo 
in  Danaig.   Danaig.  1862.  4» 

und  <]^ehüreii  zu  der  die  Theorie  der  hyperbolischen  Functionen 
und  die  Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  durch  die. 
selben  entwickelnden  »Schrift,  welche  in  dem  zweiten  und  dritten 
Hefte  des  sechsten  Bandes  der  neuesten  i^chriften  derselben  hoch- 
verdienten gelehrten  Gesellschaft  unter  dem  folgenden  besoodefe» 
Titel  erschienen  ist: 

AuflSsung  der  kubischen  Gleichungen  durch  tri- 
gonometrische Functionen  des  Kreises  und  der  Hy-' 
perbel.    Von  J.  F.  W.  Gronau,  Oberlehrer  an  der  Real* 
schule  zu  5  t.  Juitauu  in  üanzig.    Dauzig.  18Ü1.  4^. 

Diene  Tafeln  wollen  wir  nun  etwas  nSher  erliutom»  uod  4i<  | 
durch  augletch  der  wohlTordienten  Beachtung  unaerer  Lehrer  lu 
empfehlen  suchen,  wobei  wir'  una  jedoch  der  im  Obigen  gebrauch« 
ten  Beaeichnungen  bedienen  werden^  was  der  Deutlichkeit  keinea 
Eintrag  thun  wird. 

I 

Das  Argument  der  Tafeln  ist  der  Winkel  a>,  welcher  von 
bis  9(F  in  den  sechs  ersten  und  secha  letaten  Graden  von  10  zo 
10  SecuadeUy  in  den  i'ibrigen  Graden  von  Minute  au  Minute  fort- 
schreitet.  Eine  Tafel  für  negative  Warthe  von  la  war  natOrlich  un- 
nuthtg»  weil  bekanntlich  Goa(— 9)=: Coagr,  Sin  ('-9)=: —Sin  9  ist»! 

Für  diese  Argumente  liefern  nun  die  Tafeln  in  ihren  dreil 
Rubriken  oiier  Colonnen,  natürlich  mit  den  entsprechenden  Uiffe- 
renzen,  die  Werthe  von 

logCoa^»  logSin^ 

nach  den  vorher  entwickelten  Formeln: 

9  =:  /tang(|9V  -f  \m),   logCoa  9    logaee  o ,    leg  Sin  9  s=  log  taag  • 
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wobei  jedoch  zu  bemerken  IM,  daee  in  der  eteien  Formel  an  die 

Stelle  fter  natürlichen  Logarithmen  /  gewöhnliche  Brifg*eche 

Logarithmen  log  gesetzt  worden  öind,  die  Tafeln  also  in  der  Tliat 
die  Werthe  * 

tp  =  log  tang  ÜTt  +  in)  « 

enthalten,  und  demnach  eigentlich  die  wirklichen  9»  erst  erhalten 
«erden,  wenn  man  die  (p  der  Tafeln  sämmtlicb  durch  den  Modoloa 

iir= 0,43420448 

des  Briga; 'sehen  Systems  dividirt,  eine  Einrichtung,  welche  einen 
wesentlichen  Nachlheil  nicht  hat,  weil,  wie  der  Herr  Herausgeber 
der  Tafeln  selbst  richtig  bemerkt,  der  Fehler,  welchen  man  be- 
geht, wenn  man  statt  der  natürlichen  die  Brigg 'sehen  Logaritb- 
men  gebraucht,  sich  bei  Weitem  in  den  meisten  »Fällen  der  An- 
wendung hebt,  indem  er  zwehnal  nach  entgegengesetzter  Seite  hin 
gemacht  wird;  in  den  seltenen  Fällen,  wo  dies  nicht  Stattfindet, 
wird  man  natürlich  die  obige  Division  durch  den  Modulus  nicht 
anigehen  können.  Einige  specielle  Einrichtungen  der  Tafeln 
mSseen  in  diesen  selbst  nachgesehen  werden,  indem  fflr  deü 
hiesigen  Zweck  das  Obige  vollstfindig  hinreicht,  um  die  an  sieh 
«ehr  eiiiTaehe  Elnrichtang  derselben  im  Allgemeinen  so  charakte- 
risiren.  und  zugleich  zu  zeigen«  dass  sie  eigentlich  unmittelbar 
aus  gewQhnlicben  Logarlthmiscb- trigonometrischen  Tafeln  ent- 
nommen werden  konnten. 

Znr  Erlau teniri'^  des  Gebrauchs  der  Tafeln  wollen  wir  ein 
Paar  aus  der  Scbrilt  des  Herrn  Gronau  entlehnte,  die  Auflösung 
der  cubischen  Gleichungen  betreffende  Beispiele,  nach  den  von 
uns  im  Obigen  entwickelten  Formeln»  berechnen. 

Es  sei  die  cobiache  Gleichung 
XU  tösen.  Vergleichen  wir  dieselbe  mit  der  Glelehung 
HA  ist 

> 

und  folglich«  wie  man  leicht  findet: 

4o»      6912  '   ^       4ä»  > 

I 

Weil  nun  a  negativ  und  auch  b  negativ  ist»  so  sind  nach  {.  6. 
die  Formeln  znr  Anfltisang  der  IHeldbnng; 
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» = -  ^  (Co«  i9  -  sitt  v^:i3) , 


oder: 


1  

»  =  —  g  (Co8  i9  -  Sio  i9  V 3 .        1) , 

I 

1  ^  . 

ip  =  -  ^  (Co8i9  +  Siiil9  V3.  iTT]). 

Lei^t  ergiebt  sieh  nan: 

r=s^  Co«9sl,750ü0,   logOw 9» =0.24304. 

Schlägt  man  diesen  letzteren  Logarithmus  in  den  Talelii  des  Üerrn 
Gronau  auf  und  nimmt  den  eutsprecbendeu  Werth  von  tp  aus 
der  Tafel y  so  üudet  man; 

0^26     ,  0,ie77S 

und  folglich,  indem  man  wiederam  mit  ilf  multipliciren  muse,  um 
auf  die  Zableo  der  Tafel  so  liemoieii: 

werai»  awa  aieH  die  Division  mit  ilf  in  diesem  Falle  gaoi 
unnOtliig  war,  wos  dnreli  das  Vorhergehende  erlAotert  werden 
seilte.  Geht  man  nnn  mit  diesem  Warthe  von  itp  in  die  Tafel 
ein»  so  erbftit  man  mittelst  derselhen  unmittelbar: 

logGosl9=sa03162.  legSini^  =: 0^9762— 1. 

Weil  nnn 

logvas  0,23806 

ist,  no  ist 

log .  S'm  h9V^  =  0^63618—  1 


Digitized  by  Google 


nd  folglidii 


Cos  t9^  =  1,07552 


also: 


»=  4,30208, 

»  =  -  2,15104  + 1,37154.  V"=l , 
10    -2,15104- 1,37154.  ; 

HO  man  aber  wegen  der  Einrichtung  der  Tafeln  nur  vier  Decima* 
ieo  wird  beibehalten  dürfen. 

Die  gegebene  Gleich uug  «ei 

also,  wenn  man  dieee  Gleichung  mit  der  Gleichung 

«•  +  «p  +  6  =  0 

vergleicht. 

Weil  a  positiv  so  «iud  nach  }•  6  die  Formeln  zur  Auflösung 
der  Gleichung: 


r  =  i^  Sin9=--4Är' 


wo  man  in  §.  6.  in  der  allgemeioen  Formel  für  r  das  obere  Zei- 
chen genommen  hat,  damit  Sinip  positiv  werde,  weil  6  negativ 
Ut;  ferner: 

«=  -Sini^, 

r 

»  =  — ^(Siniy  +  Coe^y  V3 .  V^^). 
Man  findet  leicht: 

304 

r:=:l,   Sin9r=^  =  38» 

also: 

log$in9i=sl,5707S. 
(>ebt  man  hiemit  in  die  hypirholiaffhen  Tafeln  ein,  so  findet  man 
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mütolst  einiger  Interpolation»  die  Dlmion  mit  dem  Modnliie  «n- 
terlaeeend: 

9=1,88089,  i9  =  0,62696; 

ond  geht  men  ferner  mit  dieeem  Werth«  von  I9»  in  die  hyperbo- 
lleehe  Tafel  ein,  eo  findet  eich  wiederum  mittelst  einiger  Inter- 
polation: 

logCoei^ss  0,34948,  iogSio  9  =  0,30102; 
woraus  sieb  ieicbt: 

Coel9>sV5,  Sintis 2 
•rgiebt.  Also  sind  die  Warsein  der  gegebenen  Gleichung: 

f,==-.2  +  Vlö.V^l, 
oder:  • 

Diese  Beispiele  scheinen  mir  hinreichend  zur  Erläuterung  des 
Gebrauchs  der  neuen  byperbolischea  Tafein  des  Herrn  Gronau, 
•  und  ich  glaube,  nachdem  Ich  mich  mit  denselben  sorgfältig  und 
genau  beicanot  gemacht  habe,  sie  nochmals  zur  Beachtung  und 
au  aorgfitltlgem  Gebrauch  empfehlen  zu  kOnnen,  indem  ich  so- 
gleich der  so  vielfach  nnd  so  erfolgreich  thStigen  naturforachen« 
t  '  den  Geeellflchafl  inDansIg  filr  deren  PuMicatloo  in  Ihren  Sckrif- 
ten  meinen  und  gewiss  vieler  Leser  des  Archivs  besonderen  Dank 
sage.  Dabei  aber  mCchte  Ich  dennoch  wilnschen,  dass  eine  he* 
sondere  Ausgabe  der  Tafeln'  in  recht  bequemem  Format  veran- 
staltet wdrde,  wo  dann  vielleicht  noch  einige  die  Bequemlichkeit 
des  («ebraachs  erhöhende  neue  Einrichtungen,  und  einige  Abän- 
derungen ilcr  jetzt  bestehenden,  angebracht  werden  künnten.  Auch 
wären,  glaube  ich,  wenigstens  sechs  Decimalstelien  Wünschens- 
Werth,  ua.s  die  Tafeln  za:>leich  mit  den  trefflichen  sechssteliigeii 
Logarithmen  -  Taieln  von  Bremiker  in  gute  Uebereiostimmung 
bringen  würde. 

« 
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Note  äber  die  lategraüoa  einiger  linearer  Di£Feren- 

tialgleichungen  der  Form  . 

Von 

.  ,  Herrn  Simon  SpUzer^ 
ProlBMor  an  d«r  Hnndel«^ Akademie  in  Wien. 


Schon  zu  vviederhoiten  Maleu  führten  mich  meine  Ciitersu* 
changen  auf  Gleichungen  der  Form  (1).  Ich  habe  die  ersten  An- 
flioge  dieser  Unter^uchunc^en  im  29sten  und  338 ten  Bande 
dieses  Archiv«  veröffentlicht,  und  weitere  Uotersuchungen  über 
diesen  Bienenstand  in  meinem  Werke:  „Studien  über  die 
Integration  linearer  Differentialgleichungen**  mitge- 
theilt.  Ich  erlaube  mir  hier  wieder  einiges  über  die  Integration 
•pecieller  Fälle  der  Gleichung  (1)  mitsntheilen.  ^ 

Die  drei  Gleichungen 

wdelM  apedelie  FSlIe  der  Gleichoog  (1)  sind»  geben»  wenn  man 
in  Mibe  für  x  eine  nene  Variable  i  mlttolat  der  Snbstitntion 

«iiAUirtt  fiber  In: 
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and  diese  GleichoDgen  haben  geordnet  folgende  Gestalt: 
«Ki«*  -  ö  ^ + 3(8J{  +  Ä|  -  2)  J  +  «J^ = 0 , 

+  3(2^  +  BW'^  \  (C{  -  J)y  =  0; 

und  sind  nun,  wie  man  sieht,  sSmmtlich  äpecielie  FäUe  iolgender 
einen  Gleichung: 

?{«. + 3» + + *i  w  ^ + («« + 6.«* = 0 . 

deren  Integration  in  allen  Fällen  j^elin^t.  (Ich  erlaube  mir,  be- 
sägiicb  dieser  Gleichung  auf  ^en  dritten  Abschnitt  meiner  frfiber 
erwSbnten  Studien  «ber  die  lotegration  lioearer  Dlffe- 
reotialg'leicbvngea*'  su  verfrmen.) 


Aber  nicht  immer  ist  es  nothwendisr,  gerade  diesen  We«  ein- 
zuschlagen, da  man  oftmals  auf  andere  Weise  einfacher  zum  In- 
tegrale gelangt.  Bevor  ich  diess  an  einem  Beispiele  zeige,  .Dehme 
ich  die  Gleichung: 

▼er,  SQ  welcher  ick  im  .SSsten  Bande  dieses  Archivs  S.  119 
kam»  und  welcher,  wenn  f»  eine  gans  positive  Zahl  let»  genflgt 
wird  dnrehs 

i 

Da,  wie  l^ekt  einsoaeben,  •  ■ 
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Wf^enHaiffMck,  der  Form  p{»)=.At^-{'Bs^^9*'^Cx»^^,  1% 

itt,  80  gestattet  die  Gläcbnng  (4)  auch  folgende  Sehreibfreiee: 

oder  kurzer:  , 

und  diess  ist  das  vollständif;e  Integral  der  Gleichung  (3); 
L^f       bedeuten  willkühriiche  CoDstanten  der  lotegration. 


leb  will  nun  folgende  Differentlalglelebong: 

9) 

^  =  43m«»  0 + 6m(»* + 2)*  ^ + 3mO»  +  2)(^  + 1),] . 

in  weicher  f»  ebenfalle  eine  ganxe  poeititive  Zahl  ▼erstellt»  an 
itttegriren  vereuehen. 

Die  Gleichung  (6)  geetattet  folgende 


(siehe  33.  band  iS.  Ii9.  de;»  Archivs),  uod  da 

ist,  so  kann  man  die  Gleichung  (7)  auch  so  schreiben: 

(8) 

Ihr  genügt  mau  nun,  wenn  man  y  so  wählt»  auf  dass: 
wird»  und  diese  Gieichung  bat»  geordnet»  folgende  Gestalt: 
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8U  apitzer;  Hole  üb,     JnUgr,  einig,  linearer  Di/fereniiaiffieick* 
ümdirt  map  diese  Gleichung  durch 

«o  erh&it  man: 

 — a? —  * 

oder  aodeni  geschrieben: 

(1— 3»i«»)  » 

und  hierans  folgt: 

Bearbeitet  man  d^  «weiten  Theii  dieaer  Gleichung  wfederliolt 
mittelat  der  Formel: 

(l-3fiwr»)  » 

 a:^*  X  —  2        p  x^-^dx 

di^  3i»(3i*-|.6— 
3w(3f*+6-i)(l-3iiw:»)^  (l-3iiur»)^ 

•o  kommt  man  in  foigeoder  Gleichnog: 

(l-3iiwr»)     aF^^J  ^«'^  +  

(1-3md;S)  •  (1— 3«!«»)  » 

worana  folgt: 

und  hieraus  tolgt  endlich: 

(l-3ma:S)  » 

als  Integral  der  Gleichimg  (Q. 
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Greometrische  Aufgaben ,  welche  zur  Anwendung  in 
der  nattÜBchen  Geodäaie  geeignet  sind. 

VfMI 

dem  Herausgeber. 


E  i  n  I  e  i  t  o  D  g. 

GeodStische  Aufnahmen,  welche  zu  nautischen  Zi^ ecken  und 
inter  den  dabei  jederzeit  obwaltenden  "Verhältnissen,  worüber  wir 
ias  Weitere  hier  natürlich  als  bekannt  voraussetzen^  nnternom- 
men  und  ausgeführt  werden,  sind  sehr  durch  die  Instrumente  be- 
jchrSnkt,  die  dabei  in  Anwendung  gebracht  werden  können;  diose 
Instrumente  kunnen  kaum  andere  sein  als  die  Boussole  und  der 
^piegelfieztant  oder  solche,  die  auf  ganz  fthnlichen  Principien  be- 
uheo  wie  diese  beiden,  indem  wir  diese  letzteren  hier  nur  als 
SeprisentaDteD  aller  ähnlichen  Instrumente  betrachten  und  als 
lolche  nor  nenneo  Daher  konnea  in  der  nautischen  Geodäsie 
mdb  nur  solche  geometrische  Aafgaben  Aewendong  finden ,  «reiche 
lie  mSgllchst  leicbte  Anwendung  der  beiden  genannten  Instm- 
■eilte  Bolassen.  Vorsugs weise,  ja  nicht  selten  einsig  und  allein» 
bt  man  deshalb  anm  Gebrauche  bei  nautischen  geodätischen  Auf> 
lahmen  das  gewöhnlich  nach  Pothenot  benannte  Problem  in 
Vorschlag  gebracht        welches  aber  bekanntlich  eigentlich  die 


•)  !Vl.  «.  z.  B.  Pmctical  Gemlesy.  By  J.  Butler  WMIinms. 
The  thirri  editinn.  London  1B55.  Charter  XL  ün  maritime 
III r V e  j  i  n g ;  und  Truite  de  GeodeMie  k  l'uüa«;«  des  inurinit.  Par 
^  Bej^at.    Pari«  1839,  so  wie  andere  Werke. 

In  dem  mehrfach  wichtigen  Werke :  Methode«  |iniir  In  lev^e 
it  la  construetion  de«  cnrtes  hydrn^^raphiqnefi,  publikes  en 
IM6,  soas  le  titre  4*Appeodice  k  la  Relation  da  Voyage  du 
Coatre-Amiral  Brnny-Oentrenaateanx;  par  C.  F.  Bnaatemp«- 
Bvaiipr^.  Et  r^imprim^et  par  ordre  da  lon  Ex  cell,  le  Gomte 
Daer^a,  Vlee-Amiral,  fllinistr«  de  la  Marina  at  dei  Celoniet* 
Paria.  1811.  4*.  tal  eigentlich  nnr  die  Anwandang  dar  Po thenot*s«lian 
Aa^be  gelahrt,  imd  nur  In  geonietritchar  Walte  dnreh  Conttroctioo. 

Theil  XXXYIil.  6 
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Aufgabe  des  Snellius  genannt  werden  sollte,  und  gewiss  ist 
liiclit  zu  leugnen,   dass  dieses  Problem  für  solche  Zwecke  von 
ganz  vorzuglichem  Werthe  ist.    Nach  meiner  Meinung  giebt  es 
aber  noch  andere  georaetri^thc  Aufgaben,  welche  in  der  nauti* 
8chen  Geodäsie  in  manchen  Fhllrn  mit  Vortheil  gebraucht  wer- 
den können,  weshalb  irh  es  nicht  für  uriangeniessen  halte,  (üese 
Aufgaben  *)  im  Interesse  der  ISautik  in  der  vorlie<^enden  Abhand- 
lung xttsaminenziistellen  und  grOsstentheils  anf  neue  Art  aufzulu 
sen,  wobei  ich  mich  immer  der  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
System  zu  Grande  legenden  analytischen  Methode  bedienen  werde, 
welche  ja  bei  allen  praktischen  geodätischen  Arbeiten  immer  mehr 
Eingang  findet«  und  gewiss  avcb  mit  verhältnissmässiger  Leicb- 
tigkeit  der  Anwendung  besondere  Genauigkeit  in  den  Resultatio 
zu  erlangen  gestattet  Uebrigeos  erlaube  ich  mir  noch  clie  Be- 
merkung, dass  diese  Abhandlung  neben  dem  vorher  besprochenen 
praktischen  Zwecke »  so  sehr  ich  demselben  anch  Beachtong 
wansche»  noch  den  theoretischen  Zweck  hat»  für  die  im  Folgen- 
den vorkommenden  genmetrischen  Probleme  neue,  mSglichst  ele* 
gaote  und  völlig  allgemeine  Auflösungen  zu  geben. 


j.  I. 

Zuerst  werde  ich  für  die  Messungen  mit  der  Boussole  und 
allen  ähnlichen  Instrumenten,  welche  sänimtlich  die,  die  Messan- 
gen  mit  ihnen  heso(iders  bedingende  £igenthümlichkeit  haben ,  dasi 
sie  die  Uebertragung  einer  Geraden,  nämlich  der  Axe  der  Mag- 
netnadel, parallel  mit  sich  selbst,  von  einem  Orte  auf  einen  ande- 
ren gestatten,  und  dass  mit  Ihnen  die  Abweichungen  dieser  Geraden 
und  anderer  auf  dem  Terrain  gegebener  Geraden  von  elDander 
beobachtet  und  gemessen  werden  kStinen,  gewisse  ganx  allgemeii 
gültige  Grundformeln  entwickeln,  auf  denen  die  Auflösung  aller 
Aufgaben,  welche  die  Anwendung  der  Boussole  in  Anspruch 
nehmen ,  bei  der  von  mir  hier  befolgten  Darsteliungsweise  beruhet. 

Zu  dem  Ende  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordinatensysteni 
der  zu  Grunde,  und  nehmen,  bei  willkührlicher  Annahme  dei 
positiven  Theils  der  Axe  der  den  positiven  Theil  der  Aze  dei 
y  jederaeit  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theilc 
der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  m 
dem  peeitiven  Theile  der  Aza  der  y  zu  gelangen,  nach  einei 


*)  Natnrlirh  sind  dinte  Aafgabeo  auch  fär  die  Geodäaia  öberbanpl 
wiebtig  uod  von  Kutseo. 
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Richtunet  bewegen  niuss,  welche  der  Richtung  entgecren gesetzt  ist, 
nach  welcher  auf -dem  Llmbus  der  Boussole  die  Grade  vom  U  bis 
gezäbll  sind. 

Unter  dem  Collimalionsfehler  oder  dem  Indezfehler  der  Bous-, 
sole  msfelie  ieb  deo  eooceveo  Winkel,  weiehen  die  Projection 
der  Visirlinie  den  Fernrohrs,  unter  welcher  letzteren  immer  die 

von  dem  iMlttelpunkte  des  Femroljrs  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Objectivs  gezogene  Gerade  zu  verstehen  ist,  auf  der  Ebene  de« 
Limbu8  mit  den»  nach  dem  Nullputikte  der  Theilung  gezogenen 
Halbmesser  des  Limbus  ein^chiiesst,  indem  zugleich  dieser  Win- 
kel als  |)ofc»itiv  oder  negativ  hetrachtet  wird,  jenachdem  man  sich, 
um  von  dem  Nullpunkte  der  Theiiung  an  den  diesen  Winkel  mes-  v 
senden  Bogen  zu  durchlaufen,  in  demselben  Sinne,  in  welchem 
anf  dem  Limbus  die  Grade  von  0  bis  360^  gezählt  sind,  oder  im 
entgegengesetzten  Sinne  bewegen  muss ;  mit  Rücksiebt  hierauf 
Vierden  wir  im  Folgenden  den  Collimations fehler  oder  den  Index- 
fehler  durch  t  bezeichnen» 

Wenn  m«n  ii«n  an  irgend  einer  Nadelepitie  eine  Ableaniig 
gemacht  hat,  die  wir  dnrcb  et  beseiehnen  ond  wegen  der  Excen- 
tricität  der  Boussole  gehurig  corrigirt  yoraussetzen  wollen,  wozu 

in  einem  anderen  Aufsatze  ganz  bestimmte  und  allgemein  gültige 
Regeln  von  uns  entwickelt  worden  sind;  so  ist  der  Winkel,  wel- 
chen die  Projection  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  auf  der  Ebene 
des  Limbus  mit  dem  nach  der  abgelesenen  ISadelspitze  gezoge- 
nen Halbmejiser  des  Limbus  einschliesst,  indem  dieser  Winkel,  , 
oder  vielmehr  der  denselben  messende  Jjogeti,  vor»  der  aligelese- 
Den  Nadelspitze  an  in  demselben  Sinne,  in  weichem  man  sich 
bewegen  muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  :r  an 
durch  den  rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y  2a  gelangen,  also  der  Uichtung  entgegengesetzt, 
nach  welcher  auf  dem  Limboa  die  Grade  gezählt  sind,  von  0  bis 
360^s&falt,  offenbar  In  vSUiger  Aligemeinheit  cr-f'  oder  (a-i)  J:36t|o, 
wo  der  erste  Ausdroek  gilt,  wenn  positiv  und  nicht  grüsser 
als  360^  ist,'  dagegen  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 
dem  unteren  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  t 
negativ»  oder  positiv  und  grosiBer  als  360^  Ist.  Beseichnen  wir 
abe  d^D  in  Rede  stehenden  Winkel  durch  o',  so  ist  immer 

0f^a^i  oder  «' «(«-t)  db^fiO^. 

wo  für  diese  Ausdrücke  natflrlirh  ganz  die  vorstehenden  Regeln 
gelten. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Boussole  in  dem  Anfangspunkte  der 
Coerdlnaten  aufgestellt  und  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  genau  In 

6» 
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die  Richtuni»  des  positiven  Theils  der  Axe  der  x  gebracht,  uod 
nun  an  einer  Nadelspitze  eine  Ablesung  gemacht,  welche  wir 
durch  CD  bezoichnPTi,  utuI  wegen  der  Excentricitfit  der  Boussole 
gehörig  corrigirt  voraussetzen  wollen;  so  ist  der  von  dem  positi- 
ven Theile  der  Axe  der  x  mit  dem  nach  der  abgelesenen  ^iadel* 
spitze  gezogenen  Halbmesser  des  Limbus  eingeschlossene  Wtn« 
kel,  indem  man  diesen  Winkel  oder  vielmehr  den  denselben 
messenden  Bogen  von  der  abgelei«enen  Nadelspitze  an  in  dem- 
selben Sinne«  in  vrelcbem  man  sieb  bewegen  muss,  nm  von  dem  * 
positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel 
{xy)  hindurch  zu  dem  positiTen  Theile  der  Axe  der  y  sn  gelan« 
gen,  also  der  Rlchtnng  entgegen  gesetzt,  nach  welcher  auf  den 
Limbus  die  Grade  gezählt  sind,  von  0  bis  360^  zShlt^  ganz  eben 
so  wie  vorher  in  völliger  Allgemeinheit  m  —  i  oder  (o-^i)  db  360^, 
wo  der  erste  Ausdruck  ^ilt,  vienn  co^i  positiv  und  nicht  grSsser 
als  360^  ist,  dagegen  der  zweite  Ausdruck  mit  dem  oberen  oder 
unteren  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  io—i  nega-  ' 
tiv,  oder  positiv  und  ijrösser  als  360*^  ist.  Bezeichnen  wir  also  den 
in  Rede  stehenden  Winkel  durch  w',  so  ist  immer  co' = » —  i 
oder  cj' =  (ü)  —  f*)4:360**,  wo  für, diese  Ausdrücke  natürlich  ganz 
die  vorstehenden  Regeln  gelten. 

Wir  setzen  von  jetzt  an  voraus,  dass  alle  Ablesungen  an 
derselben  Nadelspitze  gemacht  seien,  und  nehmen  an,  dass  man 
bei  irgend  einer  Aufstellung  der  Boussole  die  wegen  der  Exeea* 
tricität  stets  gehörig  corrigirte  Ablesung  a  gemacht  habe.  Beseicb- 

nen  wir  nun  in  einem  solchen  Falle  durch  A  den  Winkel,  welchen 
die  Projection  der  \  ifirliiiie  des  Fernrohrs  auf  der  Eigene  des 
Limbus  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  einschliesst,  in- 
dem wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  .r 
an  nach  derselben  Richtung  hin,  nach  welcher  man  sich  bewegen 
muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  deu 
rechten  Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  zu  gelangen,  von  ü  bis  dloQ^  zählen;  so  ist  offenbar  in  völ- 
liger Allgemeinheit: 

A=«'— Cd'  oder  A  =  («'— «0  +  360®, 

jenachdem  a' — co'  positiv  oder  negativ  ist.   in  beiden  Fällen  ist: 

cos  A  =r  cos  (o*—  »*)»    »in  A  =  sin  («'  —  oa')« 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  bekanntlich: 

o'  =  ef  — i  oder     =  Odb^öO^ 

und 

»'so  — I  oder  v^' ^{m^i)±WSj^, 
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wo  natürlich  eine  Beziehung  der  oberen  und  nnteren  Zeicbeo  auf 

einander  nicht  Statt  findet;  aUo,  wie  mau  auch  diese  Ausdrücke 
unter  einander  vurhinden  mag« 

wo  k  eine  positii'e  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet,  welche 
offenliar  nur  die  Wierthe  0,  ±2  haben  kann;  folglich  unter 
derselben  Vorsuseeteung  wegen  den  ki 

and  daher: 

cos  {jaf — «»O = cos  («— (o)  eos  (k,2l^) —sin  (« —  o>)  sin  (iS;.360''), 

gio  («'  —  «ö')  =  sin  («  —     CÜ4«  (X:.  oüü")  -f  cos  (o  —  w)  siit  (X:.  360") ; 

Mglich,  weil  aligemein  cosi^.;)60o=:l,  sinA:.360<>=:0  ist: 

eo8(a'— A>0=cos(a~e>),  8in(tt'  — »O^ssinC«--»);  ' 

also  nach  dem  Obigen  in  vülliger  Allgemeinheit: 

l),  ,  .  .  cos A=«os(«  — ö)),   sin A=sin(a-^cQ). 

Es  seien  jetzt  Am  »nd  AnV^^i  beliebige  Punkte,  deren  Coor- 
dnaten  wir  respective  durch  ym  und  xn^  beselcbnen  wol- 
len. Die  Entfernang  Am  An  oder  An  Am  dieser  beiden  Punkte  von 
einander  wollen  wir  durch  rm«  oder  rnm  bezeicbnep«  jenacbdem 
diese  Cntfemui^  als  too  Am  nach  Au,  oder  als  von  An  nach  Am 
bin  gerichtet  betrachtet  wird ,  wo  aber  natQrlicb  immer 

Tmn  —  Tum 

ist.  Hat  man  nun  die  Bonssole  ir)  Am  aufijestellt,  das  Fernrohr 
nach  An  gerichtet  und  an  der  Nadelspitze  die  Ablesung  gemacht, 
•0  soll  diese  Ablesung  durch  amn  bezeichnet  werden;  wurde  da- 
gegen die  ßoussole  in  An  aufgestellt,  d.'is  Fernrohr  nach  Am  ge- 
richtet und  dieselbe  Nadelspitze  abgelesen,  so  soll  diese  Able- 
sung durch  onm  bezeichnet  werden.  Wird  nun  der  von  AmAm 
oder  Tmnw  niniKcb  von  der  von  Am  nach  An  bin  gehenden  Gera-- 
den,  mit  dem  positiven  Tbelte  der  Axe  der  x  ebgescblossene» 
immer  in  demselben  Sinne,  in  welchem  man  sich  bewegen  rouss, 
um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rech- 
ten Winkel  {xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der 
i/  zu  gelangen,  von  0  bis  360^  gezählte  Winkel  durch  A  mn ;  und 

«QfShnliche  Art  der  von  An  Am  oder  rnm»  nfinilich  von  der  von 
An  nach  Am  bin  gebenden  Geraden,  mit  dem  positiven  Theile  der 
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Axe  der  a;  eingescbloasene »  in  gleichem  Sinne  wie  vorher  vob  0 

bis  360*^'  j^ezäLlten  Winkel  durch  A„,„  bezeichnet;  so  ist  bekaont- 
lieh  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  in 
völliger  Allgemeinheit: 

und 

Xm=^a»-^rmm*eoaAmmf       =    -|- rim.sio Am.; 
n«cb  1)  ist  aber  in  ▼Olliger  Allgemeinheit : 

toB Awm  =  cos(ctiMi—  »)»  «in  Am ^  iiin(ctan  — Ol) 

ond 

cos  Am»  =  COS  (Onm  —  w) ,    si  n  A««,  =  »in  (onnt  —  w)  ; 

also  nacli  dem  Vorhergehenden: 


und 


ym  =     +  rMM*sin(aiMi—  «)- 
Umgekehrt  iet  nach  diesen  Gleichungen: 

{J7»= ^»  —  r«« .  cos  (oflin —  co) , 
=    — .  sie  («HM  —  ») 

und 

{Xm  =  ^m  —  Tnm  -  COS         —  ©)  , 
y» = yM— r«» .  sin  («Ml — a). 
Durch  AtldUiüu  ergiebt  sich  aus  den  vorstehenJeu  Gleichungen; 
rflwCOS  (Omm  —  o)  -f  rmf  COS  (Onm—  «)  ^0, 

ra«  -  sin  (omh—  a>)  -|-  7«»  •  sin  (o«»  —  «)  =?0; 
also,  weil  rmn  =  Tnm  ist: 

{eesCotaa—  o)  -f  cos(aMM*fl»)  =  Q, 
6111  (am« —  cö)  +  sin  ia»m  —  0))  =  0 ; 

also: 

{cos  («M»— ») =— COS  («bwi— «), 
aia  («w»  —  «)  =—  sin  (am»  —  »)  ; 

werami  auch 


t 
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{taug  («wn  —  cö)  =s  tang  (a»„  —  w) , 
cot(aiMi*-o)  =  €ot(ite  —  c») 

folgt 

Die  hier  tiiU  aller  Strenge  und  Allgemeinheit  entwickelten 
Fortnein  sind  als  Grundformeln  für  die  Lösung  aller  Aufgaben« 
bei  den^u  die  Boossole  in  Anwendung  kommt»  zu  befracbten* 

Erste  Aofgabe. 

Es  seien       und       zwei  Punkte,  deren  Coordiiuiten  a^^, 
uod  O],  ^1  gegeben  sind;  ein  dritter  Punkt  sei  M,  dessen  Coor- 
dinaten  wir  durch  und  dessen  Entfernungen  von  den  Punk* 

ten  und  di  wir  respective  durch  Tq  und  fi  bezeichnen.  Um 
die  Lai^p  Hiesee  dritten  Punktee  JU,  also  die  Coordinaten  a:,  y 
und  die  Entfernungen  und  7%  zu  bestimmen,  stellen  wir  die 
Bouseote  in  M  auf»  bringen  die  Vieirliole  des  Fernrohrs  naeh 
einander  in  die  Riebtungen  der  Geraden  MAq  und  MAg »  und  lesen 
in  beiden  Fällen  den  Stand  und  «|  der  vorher  immer  betraeh- 
teten  Spitze  der  Magnetnadel  ab.  Dann  haben  wir  nach  §.1.2) 
iKe  folgenden  Glelebnngen; 

00      4*  roeos (c^  — *  o»)»  Si  s   •^ ri  eos(e^  — o») , 

*o = y    »^i  »in  («o  —  Ol) ;    6i  =  ^  -I-    sin  («^ — o) ; 

wo  wir  den  Winkel  oj  als  bekannt  annehmen,  wozu  wir  nach  §.  1. 
offenbar  berechtigt  sind,  indem  sich  derselbe  immer  auf  die  dort 
angegebene  Weise  bestimn^en  i  isst.  Die  vorstehenden  Gleichun- 
gen lassen  eich  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 


ir:=ao'^t«»cos(«i^— «>)»  «sst  "^f'iCOsCai— o>), 

y  =  6o  — r», siu  (ctQ  —  ta);    y  ==  6|  —    sin  (a^  —  w) ; 


Kid  führen  durch  SubtracHon  auf  der  Stelle  zu  den  beiden  fol- 
genden Gleichungen: 

oq  —  Qi  =:roCos(o^  —  w) — Ti  cos(a|  —  co), 
— bi  =  roSin  («^|— m)  —    sin  («i    a>) ; 

aas  denen  und  leicht  bestimmt  werden  kdnnen.  Man  er- 
hih  nämPieh  sogleicli : 
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2) 


(<?o — <i|)8m     —  ip)  —  (60  —  6t)  cos  (of|— ») 

sln(«,— fl(o) 

«In 


und  nachdem  man  initteLst  dieser  Formeln  Tq  und  r|  berechnet 
hat,  können  auch  a:,  y  mittelst  der  Formeln  I)  leicht  gefundei 
werden,   lodess  erhäit  man  aus  1)  auch  sogleich  die  GleicbungeD 

X  «io  (o^ — toi)—  y  cos  (a^ —  »)  =:    sin  («o-*  »)  —60  cos  (oq  —  ») , 

a;  sin  («i  —  coj  — ;y  cos  (cj  —  w)  =  aj  sin  («|  —  o>)  —    cos  («^  — 10) ; 

also ; 

d;sio(«o— i](|)s=  (a(|8iD(fl^ — 4»)»6^co8(a^ — iD)tco8(ai  — fo) 

—  { Ol  sin  («1  —  0»)  —  61  cos  («1  — ' a>) }  cos  (ja^ —  oa) 

y  «in  (o^  —     SS  I  opsln  (o^*  «)  —  60  C08(a^    o)  I  sin  («t  — m) 

—  I  flj  sin  («4  —  «)  —  6j  cos  («1  —  w)  i  sin  («q  —  ca) 

folglich,  wenn  wir  der  Kilrze  wegen: 

GQ^ü^emisLf^ — a)~6oco8(a^ — »), 


3).  .  . 
setzen : 


{G^^a^aXTkistQ — a)~6oco8(a^ — 
C?i  =  Ol  sin  («1  —  ©)  —  bi  cos  («j  — 


4).  .  . 


t__  Gq eo8 («1  —  o)  —     C08(tt^ «) 
sin  («i,— 114) 

A  _  Crpsin  (ct  —  ca)  — ^  sin  (oq — to) 
'  ^"^  8iQ(a^— 


Alli3  diesü  Formeln  liefern  das  Gesuchte  ohne  alle  Zweideutig 
keit  und  gestatten  im  Ganzen  auch  eine  leichte  Rechnung. 

Wir  wollen  diese  Aufgabe  durch  ein  Beispiel  erl&utefn 
Gegebeo  seien  die  folgenden  Grossen: 

Oo  =— 36^7'=— 367'  a,  = + 1 80. 3'  =^  +  1 83' 
60=— 42  .3  =-423  6i=-25  .  2  =-252 
1^^  Zm.W  ai=s  270.32' 

iiö  =  36» .  12'. 

Also  ist:  ' 

«6= -367          60= -423  0,=  27«.32' 

ai  =  +  l83           6i=—252  ao=  316^14 

ao— ai=— 550     60—61  =— 171  «t— 0^=— 288  .42 
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co=:  36  .12  »=  36  .12 

Oo— «o=:2äO  .  2        «j  — 4ö=— "8755 

log(ao-ci,)=2,740963g 

log  sin  (oj  —  w)  ==9,178072« 

Jog(6o-^)  «2,232996» 

log  cob  (a^  —  ö)  =  9,995013 

2,22bü09«       niun.  =3  -  169,05 

lo«r(ad*-A|)==3,740363. 

log  sin  (oo— flo) =9,993307n 

2J33670        imm.  =  f  541,59 

lo«(^,-6|)=2,2329y6k. 
logeoa  (<^--  m)  =s9,2409e2^ 

1,473978„       iium.=—  29,78 

+  62,88  4541,50 

-169,06       —  29,78 

+  251,93  571,37 

log25],93  SS  2,401280 
logslD  (ai  -  oo)  SS  9,976446 

I  og  ro  =  2,424a34      To = 265,97 

log671,37s=2»7Ö69i7 
logsin  (Ol — ao)  =9,976446* 

logr,  =2,780471         =  603,21 

logni-2,424834 

logcos(a^    <») =9,240982 

1,666816        nuiii.  =  >f  46,33 

i«»gtV»=2>424834 
logsin  (fl^  ~  o)  =:^993307<» 

~Pl814i;      nnm.  =  -261,90 

logr, =2,780471 
iogc«Mi(«|  —  m) =9,995013 

2,775484       nnm.  =  +  596,33 

logrj =2,780471 
logain  (o^  -  o)  =^  IM  78072, 

1,056543»      nom.«  -  90,90 
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AUo  ifit: 

00= -367,00  0|  =  + 183,00 

.c=- 413,33  0?=- 413,33 

^o=:-423»00  ^=:^2S2,00 

roSin(ao  —  w)=:— 261,90        rj sin («j  -  w)  =  —  90,ÜO 

ys— 161,10  ya— 161,10 

und  man  erhält  aUu  au«  beiden  Rechnungen  ganz  übereiustimmenü: 

«  =  ~  413'^  «  -  41o.3r^ 

y  =  ~  161,10  =-16  .1,10. 

Von  dleMoi  FaUe  liefert  Fig.  1.»  welche  mit  einem  Maaee- 
■tabe»  bei  dem  25  Rothen  auf  den  prenaeiaeben  Deelmalsoll  ge- 
rechnet worden  alnd»  entworfen  woriden  lat>  eine  genane  Zeich* 
nnng.  Man  wird  durch  Nachmeaaong  an  deraelben  alle  vorher 
darcb  Rechnung  gewonnenen  Reaoltate  Tollkommen  beatStIgt  finden, 
so  weit  dies  bei  einer  aolchen  Figur  möglich  lat  und  erwartet 
werden  kann. 

§.  3. 

Zweite  Aufgabe. 

Man  kann  in  gewisser  Rücksicht  die  vorhergehende  Aufß:abe 
auch  umkehren.  Die  bekannten  Coordinaten  der  Punkte  Aq  und 
Ai  seien  wiederum  a^,  und  O] ,  6,,  und  M  sei  ein  dritter 
Punkt,  dessen  unbekannte  Coordinaten  wir  durch  ar,  y,  and  des- 
sen gleicbfalls  unbekannte  Entfernungen  von  den  Punkten  nntl 
Ai  wir  respective  durch  r,,  und  ri  bezeichnen.  Um  nun  die  Lage 
dea  Punktes  M  zu  bestimmen,  stelle  man  die  Boussole  in  und 
Ai  auf«  bringe  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  in  die  Richtungen  der 
Oeraden  AqM  und  AiM,  und  lese  die  entsprechenden  Stände  o« 
und  «1  der  Nadelapltae  ab.  Dann  haben  wir  nach  §»  L  2)  die 
folgenden  Clleicbungen : 

{a;=:ai-|-rAC08(oQ — fi))f  «  =  at+ri  cos(ai  —  w),. 
y  =  Äo  +  ro8in(ao  — w);       »6i ain(ii^  — 00); 
alao  durch  SubtractIoD: 

—  Ol = ri  coa(fl^  —  0)  —  rocoa       » a)  9 
6^-»6i:^nain(ii^— o)  -^roahi(o^ — ©); 


I 
i 
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Aui»  den  Gleichungen  1)  folgt  auch: 
Min        0i).j^eos(a^^  0)  =  Oosin  (ec^  —  w)  -  6©  cos  («b—  »)» 
j;  sin  (tti    «»)  —  |f  cos  (oi  —  cd)  =  Ol  81  n  (1x1  —  o) — 6|  cos  («^  —  «») ; 
«Iso,  wenn  mui' 


3)  .  .  .  . 


Gl  =  fl]  sin  (aj  —  w)  —  61  cos  (a^  —  o>) 


sstit,  gnos  wie  im  vorliergelionden  Psragrephen: 


4).  .  .  . 


_  Gq  cos  (C|  ~  flg)  —  Gl  cos  o) 
"  8in(o^—a|) 

_  Cro8in(«|  —  (o)  —  Gl  8ia(a^~ 


{.  4. 

Dritte  Aufgabe. 

In  den  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  haben  wir  den  Win- 
kel w  als  bekannt  angenommen;  fügt  man  aber  den  zwei  dort 
betrachteten  Punkten  Aq,  nocil  einen  dritten  Punkt  hinzu, 
80  kann  man  die  Kenntniss  dieses  Winkels  entbehren.  Wenn 
nSmlicb  Aq,  Ai,  A^  drei  Punkte  sind,  deren  Coordinefen  e^,  d^; 

6t;  «Ts*  ^  als  liekannt  betrachtet  werden  kOnnen,  und  Jlf 
•b  Punkt  ist,  dessen  unbekannte  Coordioaten  wir  dnrch  y, 
und  dessen  gleichfalle  unbekannte  Entfernungen  Ten  den  Punkten 
io*  4«  ^  wir respeetiye durch  t^i,  ti,  bexeichnen;  se  «teilen 
«V,  an  die  Lage  dieses  Punktee  sn  beetimnien,  die  Boussole  in  M 
Inf,  Tisiten  nach  Aq,  Ai,  A^,  und  machen  die  entsprechenden 
Abieenngen  Oq,  «j,  oe,;  dann  haben  wir  nach  §.  i.2)  die  folgen- 
den Gleichungen: 

fl^ss«-|.roCo«(s^»ei),  ^sy-|-roeln(eb»o); 
4l|=j:  +  riC08(ai  — öj),     64  =y-|-r,sin(«i— a); 

— «•ff^oo«(a^-tt),  6isy+i^8in(a^^a>) 
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oder : 

1).  .    <  jr=a| — riC08(«i— Ä>),  y=6|— r| 8iii(a|— <ö), 

woraus  durch  Elimination  von  r^,  rt,  folgt: 

«9010(00  —  »)  —  6^008(0^—  i«)=s;eslo(ffo  ^  »)  — arco»(«ii —  i»)  • 
Od  010(4^ — «)  —  bi coo(ai— fi>)  s=  d;am(iit|  —  no)      cos («^  —  oi), 

o^sio  (oa—  w)  — 6aCüa(a2  —  (ö)  =  a:sin(aj—  cö)  —  3fC0«(«^— «). 

Alultipücirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit: 

gin  (aj  —  w)  cos  (ßa—     ~  CO**  (t'i  —    sio  («^  —  »)  =  aio (C|  — 
•  oln  («a — cö)  CÖ8  (c^  —  »)— coo  (o^— o)  sin  («^  -7  ») =«in(o^ — c^»), 
oin  (oj> — »)  coo  («i  —  ») — cos  (ob  ^  «»)  »in  (a,  ^  0)  =  aio  («q — «j ) , 

und  addirt  sio  dann  an  einander,  ao  exbäit  man  die  Gieicbuoi;: 

I  ao«»»  («^0  —  ta)  —  60  cos  («o  —    I («1  —  j 
+  |oi8iB{«i  — 6|C0«(ai— »)j8in(oi|— >  =U, 

+ 1 osfisia  («a  —  ß))  —  6a «os  (a.^— «) )  sin  («o  -  «1)  ) 

woraua ,  wenn  wir  der  Kilrie  wegen 

A  =  (0osin«b^*o<5os  oto)  sin  («j  —  a^) 
+  («i  sin«!  —  61  cos  öin  (a.^^«,,) 
-|- (otoin  o« — 6gC08  aa)8io  («^ — Ol) , 

ß=  (rtocosa^^— 6osinefo)8in(«,  ~  oa) 
+  («i  C08«i  —  6i  sin  tti)  sin  («a— «o) 

getzoD«  sogleich 

^co8  o— Bsio  losO, 

also 

A 

3)  

erhaltoD  wird. 
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N«tek  den  Glelcbungen,  von  denen  wir  ao«gef(Mgmi  sind, 
hat  man  attn  feriier  die  folgendeo  Gleichmis^^  ' 

«lo-ai^rocos(a^-o>)-rtco&(a|-o)),  6o~6i=r0sin(ao-a))-r|»ln(«|-M); 
o, -fl^=rt  co6(ai-(ö)-r2 co8(«2-ca) ,     -b^^ti  0))-r2sin(a2-o>) ; 

(„^  —  Ol)  «in  («j  —  ©)  —  (^o— *i)  —  »)  =  tVi  rfn  («i  —  oo) , 

(«To  —  «i) »in  K  —  »)  -  (Ato—  *i )  «o» («0—  ») = n     («i  -  ; 

■ 

I      («1  —  fl«)8in(tt|  — w)  — (6,  ~  62)cos(a4— a))=raein(a,— ai); 

(ns — ao}8in(ao— a>)  —  (A,— 6o)co8(ao— =  rt«in(«o— c^» 

(o»  —  «ü)  sin  (er,—  w)  —  (Ä^—  ^) C08  («a—  o»)  =  rosin  («o  —  o») ; 

■ 

wroraofii  sieb  zur  Bereclinung  von  ro»  fi »  die  folgenden  Formeln 
ergeben : 

4) 

_J_(tfo-*<ii)«»in(«t  «>)-:(^o — ^ijcoefa  —  cd) 
 (Oft —  wq)     («a  —  fo)  —  (^2  —  ^ft)coa(ca — m) 

I  _  (0|  —  rtg)sin(c^j-  w)  —  (6|  —     cos  (ofa  —  w) 

***  ~  8in  («a  —  «i) 

(qp^g, )  8in  (fl^—  I») — (6q  —   )  coe  (j^— <o) 

AiD(«|— «q)  ' 

 («1  —  fla)  sin  («1  — '  co)  —  (6|  —  ^a)  cos  («|  —  cj) 

8in(a2— ttj) 

Die  Formel  3)  liefert  Hlr  das  swieeben  0  und  360»  liegende 
o  zwei  nm  180^  ▼ersehiedene  Werthe ;  da  aber  diese  Werthe, 
wie  sogleich  erhellet,  für  ro,  ri ,  zu  ei  Werthe  ntit  entgegen- 
jjesetzten  Yorzeichen  liefern,  die  Entfernuntren  ro,  rijr^  aber 
ihrer  Nator  nach  nur  positiv  sein  können,  so  i^ann  nie  ein  Zwei- 
fel bieibeo^  wie  man  den  Winkel  m  zu  nehmen  hat. 
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Nachdem  man  aaf  diene  Welse  m  «od  r«,  r|,  ohne  alle 
Zweideutigkeit  bestimmt  hat»  fiodel  man  die  CoordinateD  f 
mittelst  der  Formelo  l). 

Anmerkung.  Dae  hier  aofgelOate  Problem  Ist  das  Potbe- 
not' sehe.  Die  AoflOeong  iet  aber  hier  eo  gegeben,  das»  bei 

derselben  mit  der  Bou88ole  angestellte  Messungen,  n^mlicb  blosse 
Ablesungen  an  der  Nadel  der  in  dem  zu  bestimmenden  Punkte 
M  aufgestellten  Bouötiole  bei  successive  nach  den  drei  gegebe- 
nen Punkten  ,  &;erichtetero  Fernrolir  zu  Grunde  gelegt 
worden  sind,  und  dalitr  die  Auflusun;?  auch  ganz  auf  die  in  5.  1. 
für  alle  Messunijer»  iiiit  der  Housgole  entwickelten  Fundaniental- 
formeln  gegründet  tvorden  ist.  In  anderer  Weise  werden  wir  aaf 
das  Pothenot'eehe  Problem»  n ie  ee  gewöhnlich  aefgefaaet  wird, 
in  (.  7.  surflckkommeB. 

Vierte  Aufgabe. 

Wenn  man  die  Bouaaole  nach  und  nach  in  den  Ponkte» 

Aq,  ,  aufgestellt,  bei  jeder  Aufstellung  nach  M  visirt  und 
die  entsprechenden  Ablesungen  c^,  c£j ,  gemacht  hat;  so  hat 
man  unter  Beibehaltung  der  übrigen  in  dem  Torbergehenden  Pa- 
ragraphen eingeführten  Bezeichnungen  nach  L  2}  die  folgendea 
Gleichungen : 

5«  =  «0  +  »"o cos(a^— «>),  jf  Ä  60  +  ro8in(«[^ — m) ; 
d?=ii,  4-71008(4X1  — cd),  y  =  6j +r|ein(a|  — w); 
«ssu^-f  rtCos(tt,— »),  y=Ai-|-vk'>>^(«a**^)> 

also: 

aoein(a^—  »)— Ä^coeC«^— »)=«ein(Ä;Q— ©)— 3fcee(<n>—  m), 

Ol  sin  («I  —  ©) — ^1  COS  («I  —  co)  =  «sin  («j  —  od) — y  cos  («i — m)  * 
o^ain  (o^—  lö) — b%cQ%  (o,  —  w) = a;  sin        w) — ^  cos  (o« — »)  ; 

weniae  man  lllr 

2) 

(eioeinn^ — 6eceBe^)8lB(«i— >e^ 

+  ifli  sin  «i  —  bi  cos  Oi )  sin  (f^a — *^o) 
•|-  (a^sio  c% —  6a  cos     sin  (a^ — cf|) , 

^sB    (oo  CO»  «o  ~"  ^0  «io  «o)  8*0  («1 

+  (ai  coscfi  — 61  sin  ßi)  sin («2 — «g) 
4-  (09  cos  <%— ^sin  «s)  sin  (o^ — a^) 
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ISUPB  el^en  «o  wie  im  vorhergelieDdeD  Pvfigraph«!!  indets 

S)  tangoss^. 

Ferner  erliäit  man: 

0|-a^>=r^cos(af-a))-r|Cos(ai-a)),  6i-6o=r0sin (£i!o-w)-rjSiD(ci-|o) ; 
a^-Ux  ^=Tx  C08  (a|-fli>)>rtC08(«s-o),  At-6|^ri  sin  («|-"<»)-r«sio(4%-») ; 

al8o  ganz  eben  so  wie  im  Vorhergellenden  Paragraphen: 


-Oo)siii  («I  —  cö)  —  (6,  — 

■») 

sin  — 

'  (oo- 

-  fla)  sin  (oa—  ö)  —  (60  - 

sin  («0  —  «a) 

— iii)sin  (c^ —  w) — (Aj— 

•) 

_(«!■ 

—  oo)  sin  («0  —  w) — (6,  — 

sin(«i  —  ao) 

— at)8in  («n, — «)  —  (60— 

A,)cos(ao- 

m) 

sin  (ofo— «2) 

(«• 

— ai)sin(a|  —  0») — {b^— 

-6i)cos(a4  — 

sin(fl^— cfj 

Den  zwischen  0  und  360^  liegender»  Winkel  tu  muss  man  wie- 
derum HO  nehmen,  da^s  tq,  r^,  positiv  ausfallen;  und  hat  man 
aof  diese  Weise  eo  und  Tq,  ti,  bestimmt,  so  findet  man  die 
Coordinaten      ^  mittelst  der  Gleichungen  1). 


Fünfte  Aufgabe. 

MaD  hab«  swel  Systeme  dreier  Punkte  A^s  Ag,  irod  A^*, 
Ai*,  AJ*  Wir  wollee  nrni  aetsen«  dasa  man  die  Bonasole  in  Aq 
anfgeatellt,  naeb  AJ»  Ai  ^  Ai  iriairt  aod  an  der  Nadel  dlereepec- 
Üven  AbleaoDgen  «oo*  <)^oi»  <<0  2  gemacht  habe;  ferner  habe  man 
itte  Bonasole  in  A^  aufgestellt»  nach  Aq\  Ai  ,  A^  visirt  und  an 
der  Nadel  die  lespeetiven  Ablesungen  c^ia  gemacht; 

eodiich  habe  man  die  Boussote  in      aufgei>tdit,  oach  Jq',  A^^  A^ 


Digitized  by  Google 


96    4lrun€ri:  GemneirUeke  Anfya^,  weUkB  siir  Anmendum 

viairt  und  an  der  Nadel  die  respectiven  Ableeongen  o^q^  o^i, 
gemacht.   Wie  sich  nun  aus  diesen  Meeeungen  die  relative 
Lage  der  aecht*  Punkte  A^^  Ji,      und      ^Axt  A%  hestiainei 
liaat»  soll  jetst  gezeigt  werden. 

Zu  dem  Ende  viollen  wir  irt  Bezu^  auf  ein  beliebiges  recbU 
winlcliges  Coordinateoaystem  die  Coordinaten  der  Puoiite 

^0»  -^i »  A%  respectlFe  durch  j^o»  ^o«  ^i»  ^i»  ^a»  J*i 
und  die  Coordinaten  der  PnnlLte 

Jo'»  A\  *  A^  respectiv§  durch  x^,  ^q';  ^i',  ^4';  a^*, 
beseichnen;  ferner  aollen  die  Entfernungen 


^9^»  9  -^0-^1 Ai^AJ  \  AiA^',  AiAit  AiA^x  ^a^o  » ^t^i'»  ^^4% 
beziebuDgaweiae  durch  ^ 

beaeichnet  werden« 

Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  ivir,  wenn  cü  seine 
Irübere  Bedeutung  auch  hier  behält«  nach  §.  1.  2)  die  folgenden 
Gleichungen: 

1) 

«i'=«e  +^1  .coa(«o,  -  »),  jfi'  =yo  +^1  .«n(«ot  — «); 
«a'=*<i  +ro,.coa(<i^,— »),  afa  =y,,  +r^«.«in(ao«  — »); 

«o'=«i  +rio-co8(«jo— »)»  3fo'=yi  +r,o.ain(«jo— «); 

— ^i  +  *'ii-cos(«ii--(ö),  yi'=yi  +  r,,.sin(a,j  — a); 

*a'— ya'=yi  H-r,,.ain(«,t— »); 

a?|'=:Äs  +  r,i.cos((3(„  — w),  iyi'=^-t-r,i.8in(a,,  —  «); 

aPi' =a?2  +  r^a .  cea —  «) ,       =    +  r,, .  ain  (ofa,  ~  0). 

Ana  dienen  Gleiehnngen  folgt : 

*i  —  -a^o  =  •'oo  •  cos  (oqo  —  «)  —  r^o .  cos  («lo —  co) 
=B  Tn  .ooaCii«»! — «»)  — r„  .eea(ff„  — ») 

=     •  cos  («4«  —  (ö)  —  r|j.  cos  («i, — o}) , 
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Ä  —    Ä  ro  o  •     («o  o — »)  —  '  1  o  •  s  in  (a  I  o  —  ») 
=  rQj.ein(«oi  —     — fi  j  .8in(an  —  w) 
.    ssro  8  .sin  («0  äI—  »)  —  »'i  •  •  »i»  («!•—«) 

Qod 

«1^*0  ^•V»«^ («00  —  »)— l^.COS(lIBiO  — «) 

=s  roi .  cos  («o  1  —  o>)  —  »•«  •  cos  (oiii — «) 
=  rot .  cos  (ofo  2  ~  w)  —  rjj .  cos  («M  —  fl»), 

y»  — yo  =  ''oo-8*»n(«oü  —  »)— r«.8lii(oaj>-») 

s=ro2*sm(tfo2  —  fi>)  —  rjB.8m(aaa — 
Also  hat  man  die  Gleichungen: 

I  («oo— ö>)—  »"i o  •  sin  («10— =    i  •  sin  («0 1 — «)  -»"n  •  sin(«i  i — «) ; 

woraus  sich  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

,    2)  roo.siD(aii-aoo)— r|o.6io(c^i— aio)'=>'oi-«>n(«(|i--«^oi) 
ergiebt. 

Ferner  hat  man  die  Gleichungen: 

I  . 

1  %o.COfl(ffoo  — *'io*«<>«(«io— O) 

=  loa .  coä  (tty  j  —  «)  —  Tj , .  Cüö  («1  a  —  »), 

I  r«o>0ln(«a«  —  fl»)  —  r,g.ein(«t0— ») 

i  =  fp, .  6i  D  («o  a  —  cö>  —  r  I , .  si  n     a  ~  ß)) ; 

woraus  sich  die  Gleichung 

3)  r^o .«in  («i »— «oo)— »"to  - «^n («i «lo)  ^n« .ein («, « — «o«) 
ergiebt. 

Auf  ähuiiche  Art  hat  iiiao  die  Gleicbungea : 

ro».«in(e,t«»--o)-^«o.sin(a^o— o)=ro,  .ninKi  i^ln(«ti—«); 
'  werane  eidi  die  Gleichung 

Theil  XXXVm.  T 
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4) 

•     r„« .  sin  (o,,  —       —  r,„ .  sin  («,,  —  «,„)  =  »•„,.  sin  (a,,  —  «,,) 

* 

erglebt. 

Endlich  bat  man  die  Gleichungen : 

roo  .»in(a«o— »)— '«o  • (««o— «») = »*9 1  • ft>)—rj,.  »in(c^— fi>) ; 
woraus  sich  die  Gleichung 

5) 

Too .  «in      — «oo)  —  »"«o  •  sin  («■» — «»n) = r  .  sin  («„  —  a^,) 

ergiebt.  ^ 

Aue  den  Gleichungen  2)«  4)  ynd  3)«  5)  ergiebt  sich  durch  Di- 
vieion : 

♦  sin («11—  tt..o)  —Tin. »'» («1 1  ^ ..)      sin («, ,  —  of,.  J 

rpo .  sin  (fttg «oo)  —  r,  p .8in(g|a— ct^^)  _  6in(ttia  — ogp,) 
roo.8io(«,«  —  «oo)  —  rao.«in(ß2»— «f,o)     ein(a,,  —  «o») 

oder : 


sin(of,  i 

—  «on) 

^1  0 

•  sin («II 

—  «lo) 

_  sin(«,i--  a^,) 

—  «oo) 

l'oo 

•  ein  (fit«  i 

^«8o) 

8in(a.|-~ao,)' 

sin  («1, 

«oo) 

rio 

•  sin  («13 

—  «lo) 

^oo 

_  ein(«|««— ff«,)  . 

i»io  («,2 

—  «oo) 

''oo 

•  sin  («2a 

—  ««o) 

sin  («„  —  «„)  ' 

woraus  mau  die  beiden  Gleichungen: 
^%in(«ii -«io)fiitt(«ii— «kn)^7^sin(«t,  -«oi)sin(öii— a^) 

4 

=  sin(«n  -0^)6111  («»  -«bi)— «in(«i|  —«ot)  «bo)> 

^ein  («1»— «lo)  ein  («»—  «ei)  —  ^  sin  («i,  ~  «^  sin  (a^— 

=  sin  («i»— «iio)  sin  («» — Oq«)  —  sin  («19—  abi)sin  («^^ — a^) 
erhält. 
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Es  ist  aber: 

I 

2{sin(a,i— aoo)'*i"(«2i  -«oi)  —  «in(«ii  -  «oi)8'n(«ai  —  «bo)J 

— C08(ef,i  —  «öo  +  «M  —  «Ol) 
+  cos(aii  —  obi  >4>     — «i») 

=  C08  («1,  —  «go  —  <%l  +  «Ol)  —  CO«  («11  — «Ol  — «»l  +  «Oo) 

=  2  8in  (ooo  —  «in)«"»  («Ii  — ««) 

und 

2{sin  («1«-  («2«— «02)  —  sin(«ia~  «02)  sin  («21— «oo)J 

=  co8(aia~cii<)o— «ss-|-«oa) 
— CO8  («i  4  —  «00  +  «to — «oi) 
— cos  («1,  —     — «21  «oo) 

=  cos  («ift — «00  ~  «'22  +  «4«)  -~  cos  (öia  —     -  «22  +  «00) 
SS  2  sin  (fli^) — «0«)  »in  («i»  —  *%■) ; 
al»o  nach  dem  Obigen:  ^ 

^  sin  (a, ,  — «f,  „)  sin      —«„1)  -^sin(a. ,  — «oi)  sin  («, ,  ~«,  j 

Ä  sin  (cfoo  — «•  i)  «n  («, ,  —  o,,) , 


^  sin  (c,  a  —  a,  J  sin       -  cf«,)  -  ^«n  («j «o«)  sin  («^ J 


=  sin  («00— «0»)  s»»»  («i«  —  «a») ; 
oder,  vienii  wir  der  Kürze  wegen: 

A  =8in(ttH^ttto)8in(<^i— «Ol)* 

B  =siii(«ji  —  «oi)si«»("2i — «20)» 
C  =:sin(4i^— <ii^])8in(c^i^ati); 

d) .  .  .  •  j 

A'  5=;siu  («19  —  «10)  sin  (o^  —  0^ , 
B'  =:  sin  («, «    4m)  «in  (««  - . 

C  =  sin  («oo—«o«)  sin  («12 «m) 

i 

\  fetten: 
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woraiw  Sich : 

7  rto_  CB*— BC^  CA^  — AC^ 

^  *  *     *   roo^  AB'-BA'*  r«,  "  AB'— BA' 

ergiebt,  aod  daher  jetzt  die  Verbältnisse 

uod  ^ 

bestimmt  sind. 

Ans  dsn  oben  snr  Entwickslimg  der  Gleicbungen  2),  3),  4),  5) 
beoutzten  GleichaogsD  erh&lt  man  aber  durch  Eliibination  m 
roi  und  leicht: 

»•oa«s«n(öbo--<%i)-— »•io-8>n(<«to-~«ii)  =  -  »'u -»«(«^ 
und 

«"oo      («00 — «0 1)  -  *'«o      («ao— «o  i)=— 'kl  «sin  («n  — «Ol)' 

r  o  •  sin  (flTo  0  —  «0  2) — »"a  0  • («« o  —  «o  a)  =  —  ^la  • («2»  ~  «02)  J 
also: 


8) 


und 


9).  . 


Too      siD(«i,— «Ol)  roo*»"*(«ii^«oi)* 

rig  _  sinfofr.^  —  «nn)  sin (cfp^  — of,^) 

**o«     sin  («1«  —  «0»)      »"oo '  sin  («i »  -  t  o») 

üii  _  sin(ttoT— «00)         ^  sin  Ki-~  «ao) 
»•00      8»n(«ai  —«Ol)    »"oo  *  sin(ofaj  —  «oi)  ' 

Üli  —  «'"(«02  — «oo)  _y«o  ^  sinfcyp^  —  «^p)  ^ 


mittelst  welcher  Formeln  die  Verbältnisse 

—  9  —  and  —  9  — 
Too     ''oo         loo  '00 

gefunden  werden. 

Endlich  folgt  aus  den  Gleiebaogen  2)  and  3) : 
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10) 


5w  _  sin  («II  ^q^)  ^       8m(gn  —  c^p) 
reo  %i)     tv»*«n(«u— «ta)' 

_  8in(C|t--ttoo)  rjo  ^  8in(tt|g  — «iq)  , 
roo      sin  («1«— »"od  * («ii  -  O  * 


und  au8  den  Gleichungen  4)  und  5): 

fot  ^  sin (<%i—a;i>o)     rtp  sin (g^^g^) 


wodurch  die  Verbältnisse 


gefilodeD  werden. 

Also  sind  jetzt  die  sämnUlicheo  \  erhaltnij>se 

•V>1    '(M,    ''10    ''u    ''i«.    ^»  '«i 

»V»    »(W      »(W    'S»    ''oo     "oo    "Too  •'00 

bekannt;  und  da  nach  10)  und  10*)  die  Verhältnisse 

loa  •'00 

aut  doppelte  Weise  berechnet  werden  können,  no  kann  dies  zu- 
gleich als  Probe  iür  die  Richtigkeit  der  «refuhrten  Rechnung  dienen. 

Mlmrot  man  nun  einen  der  eecbe  Punkte»  etwa  den  Punkt  Aq, 
als  Anfnng  der  Coordlnaten  an,  was  offenbar  verstattet  ist,  setzt 
dio  sO,  3f||=0i'  nnd  nimmt  ferner»  was  gielchfalis  offenbar 
f erstattet  ist,  den  positiven  Tbeit  der  Axe  der  sr  so  an,  dass 
0=0  ist;  so  bann  man  die  Coerdinaten  der  sfinuntlicben  Punkte 
«Htelst  der  folgenden,  sieb  unmittelbar  aus  1)  ergsbenden  For- 
adn  leicht  durch  r^Q  als  fifaüieit  ausdrucken: 

11) 

4Pt'=:ro,.cos«o,,  yi'=sroi*sintto]; 

«i'  =  r<„ .  cos a^, ,   ^a'  =  r,^,  .sin  a^^ ; 

or,  =  a?o'  —  r,o .  cos  «,  ^     i/i  =yo'  —  r,  ^ .  sin 
=j;i'-*rii.cesat.        =:.vi'— ru^slna,, 
ssa-a'— r,,.cosa,,,      =3%^— ri^.sln«,« ; 
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^« = — *•*!»  •  cos         y% = — .  sin  a,o 
Ä  ar,  '—r, , .  cos  «r ,  ^  '       , .  sin  «,  | 

Ä     —  r,, .  eos  ««« ,       =     — r», .  si  d 

Auf  diese  Weise  it>t  unsere  Aufgabe  in  dem  Sinne»  in  wel- 
eliem  dieselbe  gleicii  am  Anfarige  dieses  Pan^ffrapbetf  aulgefteeit 

worden  ist,  vollständig  gelftst 

§.  7. 

Sechste  A  u  f  g  a  I»  e. 

Um  ffir  das  eigentliche  Pothenot'sche  Problem  eine  neue 
Auflösung  zu  geben,  wollen  wir,  ein  rechtwinkliges  Coordinatea- 
system  zu  Gmnde  legend,  annehmen,  dass 

•   ^1  *  ^a 

drei  bcl^aritite  Punkte,  und  dass  die  Coordinaten  dieser  Punkte 
respective  , 

seien.  Ein  vierter  Pnnkt  flei  A,  dessen  unbekannte  Coordinaten 
wir  durch  j:,  y  bezeichnen  wollen.  Die  als  gegeben  zu  betrach- 
tenden Winkel,  welche  tlie  als  von  tleii  Punkten  Aq,  A^,  A^ 
ausgehend  gedachten  Geraden  ' 

AoAit    A^A^t  A^Aq 

oder  Fol»  i"»»  f^t  wir  diese  Geraden  beaeichnen  wollen,  mit 
den  posiHTen  Theilen  der  ersten  Axen  durch  die  Punkte  A^^  Ai ,  A% 
als  Anfangspunkte  gele^^ter,  dem  primitifen  Systeme  paralleler 
Coordinatensysteme  etnscfa Hessen,  indem  wir  diese  Winkel  von 
den  positiTen  Theilen  der  in  Rede  stehenden  ersten  Axen  an 
nach  den  positiven  Theilen  der  entsprechenden  »weiten  Axen  hin 
von  0  bis  360^  zählen,  sollen  respective  durch 

•'öl»  «ia» 

bezeichnet  werden.  Die  unbekannten  Entfernungen  ^/l^,  ÄA^ ,  AA^ 
des  seiner  Lage  nach  zu  bestimmenden  Punktes  A  von  den  drei 
gegebenen  Punkten  A^^  Ai,  A^  werden  wir  durch  ro,  ri,  be- 
aeicbnen ,  und  die  von  den  als  von  A  anegehend  gedachten  Ge- 
raden ÄAi»  ÄÄ^,  ÄA^  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe 
eines  dem  primitiven  Systeme  parallelen,  durch  A  als  Anfang 
gelegten  Coordlnateneyslema  elngesehlMnieiieQ  Winkel,  indem  wir 
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diese  Winkel  von  dem  pogiüveu  Theile  der  in  Rede  stehenden 
ersten  Axe  an  nach  dem  positiven  Theile  der  entsprechenden 
zweiten  Axe  hin  voo  0  bis  300*^  zahlen,  bezeichnen  uir  re.spec- 
tive  durch  c^,,  ,  «2,  und  bemerken  im  Betreff  dieser  W  inkel, 
diejtetben  nalOrlich  unbekannt  sind,  dass  es  aber  offenbar 
immer  mCglicb  Ist  —  was*weiterer  Erläuterung  hier  nicht  bedür- 
fen irird  —  deren  Differenzen  mittelst  einen  nach  A  gebracbten 
irinkelme«8endeu  Infttrnmenta  dnrcb  geeignete,  von  A  aus  vor- 
genommene Messungen  au  bestimmen «  ao  das»  also  diese  Diffe- 
Temen  im  Folgenden  Immer  als  bekannt  angenommen  werden  kSnhen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  man  nun  offenbar  die  fol-  , 
geudeo  Gleichungen: 

*i=6o+  ro,»inooi  ' 
^  =  6| -fr^tsincTi«; 

hl  —  Äo^^bi  •'"«foi  5 
6«  ^  6|  =r^a  sin  ; 

6©— d4=r2o8in«2o; 

|f=4a— ''e«»«»; 

Sf  =  6ft^ri  ein  Ob- 
Aus  den  Gleichungen  2)  erbttlt  man  durch  Addition  die  Gleichungen : 

fio  dass  also,  wenn  Cr  eineo  gewissen  Factor  bezeichnet , 

r^j  =r  6' (sin  cos  ~  cosausinoao)» 
ri%  =  Cr  (sin  cos  e^i  co«  Oiosian^i)» 
r^D  =  6  (ein     cos     ^  cos  «01     "12)  > 


Ol  —  <io  +  roi  co««ft| , 
1).  .    <  a^=:ai4r,seo8«it, 

V  0^  =  Oa-hr^cosogo, 


oder: 


md: 


tiso: 


«1— «0  =  1^01  CO»  «Ol, 


2)  .   .     {  fl^—  fll  =  ?i«  C08(lf|«, 

öo  —  «a  =  ''20  cos  a^Q  > 


ai  =  Ä  +  ri  cos  «4 , 


3)  .  .    {  ;r  =     —    cos  «i , 
x=za^-^  racosos» 
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folgUcb : 

rso=  CrsiD(oöl*-«i9);  ^ 

und  daher: 

Ut 

Ferner  erhält  man  aus  den  GieichoDgeo  2)  and  3)  auf  der 
Stalle  die  GleicbnngeD: 

Ir©  CO«    — Ti  C08  «1  +  roi  cos     =  0, 
r|  coatti  — r^cos  02  -t-  Via  %a 
rt€oea^--roCO0fii^-f  raocos«^  =0; 

and: 

Durch  Verblodang  der  beides  Glelcbaogen 

To  co8«o      cosiiei  +  ro  1  ces^o  1  =  0« 

ro  sin  öq  — rj  sin    +     i  sin  «01=0 

erbalteti  wir»  weno  Croi  eioea  gewfaseii  Factor  beaeicfanet»  die 
Gleicbongen : 

ro  =— G^aCsinaiCosooi— cosc^sinoui), 
SS  Croi(8iDao|Coeao^co6a„i8inao)» 

also: 

n  =  Gaisin(«oi--«o)» 

roi  =-  Croi  sin  («o  —  ^i) ; 

und  gans  ehen  so  erhält  mar)  mitttelst  des  Obigen,  wenn  Gg%  und 
Gio  gewisse  Factoren  beaekhnen: 

n  =-Önsin(aa— «12), 
iO)  i  **•  ~  ^issinC«!«-^«!)» 
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•d 

=  —  €?to  810  («, — «o) ; 

o  das«  also 

Irotn  =— «Int«!— fl^n):alD(o^i— 1^:— «iii(>%>— «%), 
ri :  :rijj  =  —  sin  (0»— Oia) :  sio  («n— «1) :  —  8in(cifi— <%), 
i^:roSi^=-'*iB(«b"'^)5»to(<%o"~%)5--'«iB(«i— 

lt.    Auch  hat  man  nach  9),  10),  IJ)  die  Gleichungen: 

ICoi  «in  («1  —  «bi) = O^iAtk  («I— «M)) » 
GisSin  («j  —  «1  j)  =      sin  {tt^  —  a^) , 
Criosin  («0— o^) = Crit  sin  («i — «19) ; 
dso  durch  Mnlfiplieation  die  Rtlatlon : 

.      «iu(«o— «0  I )«»«(«!  -  «20) 

14)  ...  I 

'  =8ln(flfo— a2o)8>n(«i— «oi)s>"(a2— «!*)• 

Zur  Berechnung  der  Faetoren  G^x*  ^1«»  ^to  n^ii 
10)«  11)  die  FormelD: 

15) 

^«»-«iuCai— «0)'    ''""'sin(«a— «J'  ^  sin(«<,  — «>)  * 

irohei  nach  dem  Ohigcn  die  Entfemnagen  fi«,  r^o  uim)  die 
Differenzen  «1—«««  <x^*-*«i*  ao~-<>%  «ta  helcanDt  voranageseUl 
aeiden  dürfen,  aleo  aaeh  die  in  Rede  ateheoden  Faetoren  be-> 
bmnt  afnd.  * 

Nun  iet: 

e^  s  a^ — (a  0  —  ot)  *   «1  =  «0  +  («i  —  «o)  ♦ 

also  nach  den  beiden  letzten  der  Gleichungen  13): 

6*0 1  ala  («o — «0 1 ) = G 1  a  «n  t  «0  —  («0 — «%) — «1  a  U 

Cr2o8»n(«o— «ao)  =  ^ia8»»i«o  +  K  —  «0)  — «i«}; 

folglich : 

I G^^  co««f„,  —  C?,  j  cos ((ffo  —  «1)  +  «12) ) s»n«o 

I o  caa  «9  o  —  ^la     («i« — («f  —  «o» ) «o 

=  i       sin  ctao  —  Gx^sxn  (a,^  —  («,  —  a^))  \  cos  «o  ; 

woraoa  sich  aar  Berechnang  von     die  folgenden  Formeln  ergehen: 

7» 


Digitized  by  Google 


160  Grunerl:  Geom4n$ck$  AUfgübtH,  wekke  mar  Jbwendtmff 

Cr«  1  cos  «0  l  -  C?iaC08((«o-  a2)+«l2))  * 

16)  . 

Hat  man  mittelst  dieser  Formeln  Oo  gefunden»  so  ergebeu  | 
«ich  «1  (tnd      raittelft  Formeln: 

17)  .  .  .  ,  «|3sft„-f  («t-^tto),   i^cs«e  — («0— 

und  To ,  rj ,      erhält  man  mittelst  der  aus  dem  Olitgen  bekannten 
Formeln : 

J  Fo  =  Co  1  «n  («o  1  — «t) = ^?«o  «w     o  ^Of)» 

18)  .  .  \  fi  ==  Gi^  sin  («i^  — .  «j)  =  Co  i  sin  («o  i  "^«o)» 

f     =;  Cr« o  ein  (v^o'-^Oq) = Crj,  sio («|,  — «fi) ; 

endlich  (\ie  Coordinaten  .r,  ^  mittelst  der  Farnteia  3),  die  wir 
hier  nicht  wiederholen  wollen. 

Die  Formeln  16)  liefern  für  den  zwischen  0  und  360"  liegen- 
den Winkel  uq  allerdings  zwei  um  180^  vemehiedene  Wertbe; 
ila  aber  diese  Werthe  fSr  ti  und  mittelst  der  Formeln: 
n=^Go\  sin  (ixo  I  — «o)  *  **«  =^  0  sii^  ~  <<o)  offenbar  Wertbe 
mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  liefern»  aber  r|  und  ihrer  Natur 
nach  nur  positiv  sein  kOnnen»  so  kann  nie  ein  Zweifel  bteibeD»  wie 
man  den  Winkel  «o  nehmen  hat»  und  auch  hei  der  Anwendnng 
aller  tihrigcii  Pormeln  bleibt  dann  nirgends  eine  Zweideutigkeit, 
60  dass  also  die  Aufgabe  sich  immer  mit  völliger  Bestimmtheit 
auflüsen  lässt.  Natürlich  kann  man  auch  die  Werthe  15)  von 
^01'  ^'12*  (^2u  «»  'lie  vorstehenden  Formeln  einführen»  wodurcb 
man  die  folgenden  Ausdrücke  erhält: 

19) 

^  ^    *•.>!  cosaoi8'n(aa-«i)-ri2S}n(a,-«o)cos((ao— «2)+ffi2)' 
_ r.2rtSin«.josin(fya— «1 )  — ngsinCft^,--«^) sin  (a, («i  — «o)) 
*       r  t  o  cos  «2  o  sin  (oa— ai )  -  rj^  sin  («0—%)  cos  («,9  -  (#1 — a^)) 
und 


20) 


sin  (oi  • 

sin  («12 

—  a») 

sin(i%- 

-Oi) 

sin(aaQ 
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Es  mochte  jedoch  vielleicht  Aeihst  einige  Vortheile  haben, 
zuerst  die  Grusjieii  Gqi  »0%^,  su  berechnen ;  wenigetoDS  scheint 
■ir  dadarcfa  die  iramerisobe  iUebniing  nicht  weitläufiger  zii  werden. 

Wir  haben  hier  in  Hie  Formeln  cf^i ,  »n»  «20  und  r<^| ,  rj^,  r^o 
als  bekannte  Grossen  eingefilhrt:  natfirtich  kann  man  aber  diese 
Grossen  aus  den  bekannten  CoordiMlen  a^,  b^;  ai,  6|;  a^, 
berechneo;  denn  nach  2)  ist: 

und : 

22) 

-   ~  go_^i  ~  ^0           a^^oi  — bi           Oo—a^  bi)—b^ 

cosctqi    Sin  0^1     "    cos  «Ig  sinam     ^    cososy  sinc^ 

Die  Wickel  o^«  «1«»  e^  nrtss  nta  swieoben  0  vvd  900^  «0 
oehaeiiy  des«  r«|,  i^««  f%o  eSniHitlieb  pesitiv  aitsfelieii. 

Ich  will  diese  Anflr»suiigf  dnreh  dAs  folgende  Beispiel  erläu- 
tern. Die ßechnun»;  ist  mit  den  trefflichen  Hreniiker'schen  sechs- 
stelligon  Tafeln,  aher  nicht  ganz  mit  der  Genauigkeit  geführt, 
welche  dieselben  /u  erreichen  gestatten.  Die  Winkel  sind  näm- 
lich nar  bis  auf  fünf  Secunden  genau  herechnet,  eine  Genauig- 
keit^ welche  fast  eben  so  leicht  und  bequem  au  erreichen  war, 
als  wenn  man  bloss  bis  auf  Miouten  gegangen  wäre,  weil  die 
Tafeln  vob  zehn  zu  sehn  Secunden  fortschreiten,  welche  Einrieb* 
toDg  eben  deshalb,  und  uatärlich  noch  aus  vielen  anderen  Grfln- 
den«  die  grosste  EmpTehlung  für  alle  Tafi*ln  verdient»  und  endlich 
die  nur  bis  auf  Minuten  gebenden  Tafeln  gana  verdrängen  sollte», 
insofern  man  sieb  nicht  mit  noch  weniger  als  sechs  Decimalstel« 
len  begnügen  will.  Wenn  Im  Felgenden  der  Oontrele  wegen  ein 
oad  dlesefbe  6r9sse  nach  verscbiedeoeti  Formeln  berechnet  wor- 
den ist,  sö  kennen  in  Folge  der  ganzen  Anlage  der  Rechnung 
diese  Werthe  natürlich  nicht  ganz  mit  einander  (ibereiiistimmen, 
weshalb  in  solchen  Fällen  als  definitiver  Werth  immer  das  arith- 
metische Mittel  zwischen  allen  erhaltenen  Werthen  ange^etat 
worden  ist.  Nach  diesen  vorläufigen  Bemerknnrren ,  welche  ich 
für  nothig  hielt,  wird  die  folgende  Rechnung  gewiss  ganz  ver* 
atändlicb  sein. 

Es  sei: 

« 

0« = —  1 2« .  6'  =  -  J  26' ,  *o  =  +  J  4*"-  3'=  -f  143' , 

a|=; -1-210 .8'= +  218»  bi^^m^.^'^i^lW, 
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Oo—«,=  — 130.53'. 

Alao  ißt: 

aj— fli  =s  - 190        6a— *i  =—288 

20  13 

*  ,  288  ,12 

fang«, «      T2Ö  ~  ~5 

.  _  131 
fang  «20— — 224""  ~  112 

B««ser  ist  es  aber,  bei  der  Berechnung  der  Winkel  «qi,  c,^, 
die  nicht  vereinfachten  BrQche  zu  benutzen,  weil  man  bei  der 
Berechnung  von  r^^,  r,,,  r.^  doch  der  Zähler  und  Nenner  der- 
selben bedarf. 

log(fti-6o)=M14g73, 

log(aj—flo)  =  2,53*3558 

log  (6,-64)=  2,459392« 
*og(<ii— a,)=  2,079181, 

logtanga,a  =  10,380211  =  j  aJ^S  ^öO 

iog(^-6,)=  2,418301 

log(ao-«a)=  2,380248« 

Die  Grössen 
siad  respeetive 

positiv,   negativ,  negativ; 
also  liefern  die  Winkel  wer  the 

184«.19'.20«'     OT^.SS'.ÖO*     3100.31'. 50«'  ' 

für  die  Entfernungen  tqi,  ri,,  negative  Weitfae,  und  dasselbe 
Ist  der  Fall,  weil  die  GiOssen 

Öi  —  Öq,  62—61,  60 — 6, 
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respactive 

positiv»  negatiT»  positiv 

sind;  folglich  muss  niao  setzen : 

ai«ss247  .22  .60 
a^^m  .31  .50 
Ferner  ist  nao:  • 


log(a,  —  Co)  =2,536558 

logcosaöi=s  9,998763 

logro  1  =%637795 

2JS37795 

loc  (61—^0)  =  1.^1  W3 

2,637801 

logsin  001=8,877172 

M75596 

logroi  =2,537801 

s2,537798 

log  (og— Ol)  =  2,079181« 

iogcos  «„==9,585019» 

logria=  2,494102 

2,494162 

log(6a- 61)  =  2,459392, 

2,494163 

log  sinixis= 9,965239» 

%»988315 

logr,^ =2,494153 

s2,404168 

Iog(so-Ot}s=2^3ö0248b 

logcosoM  =9312815» 

logr^= 2,537433 

2,537433 

|og(6o— 6i)  =  2,4]8301 

2,537453 

logsio     =  9,880848 

5,074886 

log  rjo= 2,537453 

logr^ 

=  2,537443 

Also  «iod  die  definitiven  Werthe: 

log  foi  =2,537798  ro,  -  344,98 

loKr,2  =  2,494158  r,2  =  312.00 

logrK»=2,537443  r9o=344»70 

'  Wir  beieeliDeD  nun  den  Winkel       Zn  dem  Ende  Ist: 

o^-aa=— 130.53'.  O''  «ia=  247^22  . 50" 

«,.=  247  .22^50  «t-gQrr^-LS  .24  .  0 

(ao-«t)-i-«is=  ^  -^d  .60      ai,-(«|— oo);=  265  .46  .50 
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logrot  -  2>S*)7798 

=  8,877172 
log  sin  (o.  -     =  9,757628 

XMim         uam.=  ia,887 

log  co8fl?oi  =9,908763 
log8iii(«a->g|)=9,727628 

2,264189         nmii.  =  183^734 

Jogria:=  2,494168 

log  sin  (»II  —(^) =9,499204« 

log«li»««ib  -  fti)+ntk>)=9>905163« 

1,898820         iiMuafe  79,164 

logna=2,4941Ö8 

logeoB((ao— cfa)  +  «ia)5=W7441fc 

1,767778         nuni.»  58,584 

13,887  183,734 

-79.164  —58.584 
—  65,277  125,160 

65,277 


125,150 


log  65,277=  1,814760 
log  125,250  ==2,097431 

log  tongo^=9,7I7i3^29„ 

_  (  152«.27M0^ 
•""1  332.27.10 

logrM=s2,S37443 

log  sin  «2^=9,880848 
og  sin  (oj  -  «1 )  =  9,727628 

2,145919         nam.  =139,933 

iogr.,^=  2,537443 
logco8ii^=9,813815i. 
logsin  (os—a^) =9,7271198 

~2,0778^     num.  =  119,643 
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in  der  nauUuiiea  Geodäsie  geeiguei  Minä, 
logftiQ  (aia— («I  -  «g)) = 

1,873092         nam.  :s74,e61 

I  og  sin  («0  —  «a)  —  ^^»3801 1 3« 
kiK  «OS(a|,~  («p  —  0^))  =  H,^740m 

0,741011     «  9  (MWB 

139,9^3  '-^119,643 
-  74,e>61  —  5,5C)8 

^05,272  -125,151 

65,272 

log65;27.>=  1,8147-27 
logl25,151=i,097435 

log  tangonn  =0^717^ 

_  i  152«. 27'. 20* 
I  332  .27  .20 

Ua  Mittelweftbe  setsea  wir: 

_  j  152«.27V15" 
i  332  .27  .15 

^un  ist  aber: 

ci^,r=      i^.W.W  0^1=      40. 19'. 20* 

.27  .15  oo-    33-2  .27  .15 

-ao=-l4b  .  7  .(»       «b»  -ab=-328  .  7  .66 

8in(a^i»c^  negativ        8m({i^i-^ci^)  poaitiv 
nin(«t-^«o)  negativ        iiin(ii(^ — Oq)  negativ 
Ti  positiv  Ti  negativ 

lod  man  musa  also  aetsen: 

i^=162ö.27M5* 

«^=!  iö2».27Mir  iw».2r.ier 

a^^fllp=.^18  .24  .  0         n^^ü^g— 18  .53  .  0 

«i=r  134  .  3  .J5  o^ss  166  .20  .15 

Datier  hallen  wir  folgende  Wertlie: 

«^sal52<».27M6* 
4^sl34  .  3.15 
«^=:ia6  .20.15 

Fenier  iat: 
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4o.l9'.20* 
«iss    134  .  3  .15 

a<>|— «1=— 129  .43  .  65 

logrot = '2*537788 
logsin  («Ol  — ai)=:9,88B95Iii 

"2,423749« 
log  si  p  (ai^ao)= 9,499204. 

Iogro= 2,924545 


0^=  166  .20.16 
ojo— «»=-36  .48  .26 

logrw::=%637443 
log  sin  (i^  — a^s=9  J67l98i, 

2,30464U 
logsin  (oö  -  «a) =9>3801iai 

log  ro= 2,924528 


2,924646 

2,924528 
6,849073 
log  ro =2,924637 


12 


«ij=247«.22'.50«' 
«^  =  ]66  .  20.15 

-a,=  '8i  ,  2  .35 


logrtss= 2,494158 
logsin  («it— «4)^9,994672 

*2i4888ä) 
log  sin  («^— «i)  =  9,727628 

Iogn=s231202 


sioi 


4«.  19'. 20* 
152  .27  .16 


o^,  —0^=5^148  .  7  .56 

logroi  =2,637798 
logsin  (Ofa  — n^) =9,722Q06ii 

2,260403« 
iogsin  («I  — <^)=9^499204, 

bgn  =  %761199 


2,761202 
2,761199 
5,522401 
logf^a  2,761201 

0^=1300.31'. 50' 
aa=152  .27  .15 


«i,=247o.22'.50», 
  «1  =  134  .  3  .16 

«^-^o^s=~21  .55  .26        o^s— «1  =  113.19  .35 


Iogr2o  =  2,537443 
logsin      — = 9,572140» 

2,109583» 
logsin  (oö  -  a2)=^>380113« 

iogra  =^,729470 


log  r„= 2,494158 
log  sin  (o^t  -     =  9,962968 

2,457126 

log  sin  («2 — «1 ) = 9,727628 

logr«=:2,729496 


2,720470 
2,729498 

5,458968 
logr»  =  2,729484 
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Also  ist: 

log  ri  s  2,761201  =  577,Oa 

logr,=3f»720484  1^=636^ 

EDdlich  Ist: 

logro  =  2,924597 
log««fi<^=  9,047747» 

roC08i^=-i^745<22 

•    «=5  +  619,22 

log  r,  =2,761201 
Kigeosai  =  9,842196, 

f^oorsttt  ^-401,23 

o;  =  +  619,23 

logr^  =  2,729484 
iogco8a^  =  9^987634» 
log.f^cMoy  =  3»717lliai 

rscosn^  =5*--fi21,22 
+ J6,00 
4?as  619^ 

+  619,22 
+  619,^ 
+  619^ 

+ 1867,67 

4r  =+619,32 

logro  =  2,924637 
logfiiooo  =  9,665073 

log.ro«i»«b  88  2,669610 

Th«ii  XXXVm. 


I 


U4   ^r^*^ri:  ^mtiriuke  Auf§aöen,  weiche  zur  Anwendwig 

sio  fl^  =  -f  388,70 

y  =-.246.70 

log  sin  %  =  9,856537' 
log.nmiiaA=s2,61773S 

fi  Sinai  =  +  414,70 

6i=-t-moa 

y  =-240,70 

iogr.  =r  %729484 

log  810  02  =  9,373284 
log.rsSiiia^  =  %1^76ä 

rtsinaa=s  + 126,70 
A>  =  -  119>0Q 

y  =  —  245,70 

Man  erhlit  also  filr  y  immer  genau  denselben  Werth;  and  die 
Ceordinaten  des  au  bestimmenden  Panktee  sind  folglich: 

y       245',70  ==  -  240.5',70. 

Von  dieeem  Falle  liefert  Fig.  II.»  welche  mit  einem  Maaesstahej» 
bei  dem  25  Rothen  auf  den  preueeisehen  DedmalaoU  gerechnet) 
werdeo  sind,  entworfen  worden  Ist,  eine  genaue  Zeichnung.  Man 
wird  durch  Nachmessung  an  derselben  alle  oben  auf  dem  We^^e 

der  Rechnung  gewonnenen  Resultate  bestätigt  finden,  so  weit, 
dies  bei  einer  solchen  Figur  erwartet  werden  kann. 


Siebente  Aufgabe. 

Wir  denken  uns  jetzt  2wei  Systeme  von  vier  Punkten: 

^O*        »  4>'»         f  ^%  % 

im  Gaoaen  also  acht  Punkte,  deren  Coordinateo  in  fieaug  auf  eis 
beliebiges  rechtwinkliges  Coerdinatensystem  wir  durch  ' 
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^B$f0i  ^»JfS«.  ^9P^3fB 

mid 

beMichii«D  vpollen* 

! 

L  Wenn  wir  uns  durch  Aq  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Sy- 
,  steme  paraileies  GoordioateDftyflteai  gelegt  denkeot  &o  solieo  die 
!  fOD  den  Geraden 

AqAq,  AqAi  $  AqA^'»  A^Aff 

mit  dem  positiven  Theik  der  ersten  Axe  diese«  Syeteme  eilige* 

ficblossenen  Winkel,' indem  wir  diese  Winkel  von  dem  potitiven 
Theiie  der  ersten  Axe  an  nach  dem  positiven  Theile  der  zweiten 
Axe  tiiD  von  ü  bis  6öQ^  zählen,  respective  durch 

bezeiciinet  werden,  wo  die  Winkel  o^j,  o^,  oös  offenbar  jeder- 
zeit durcli  geignete  Messungen  mit  einem  nach  A^  gebracliteD 
winkelmeesenden  Instrumente  bestimmt  werden  können»  was  ^einer 
weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird. 

Ute  von  dei^  Geraden 

A^Aq' f  AiAi',  A^^A^' f  A^A^' 

mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  dvreh  A^  paraHel^ 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  einge* 
sehloesenciiy  auf  gana  ihnliche  Art  wie  vorher  genommenon  Win- 
Irel  beseiebnen  wir  durch  » 

11*0  die  Winkel  «n,  a^i,  jederzeit  durch  geeignete  Messungen 
mit  einem  nach  A^  gebrachten  wiokelmessendeu  Instrumente  be- 
istimmt werden  können. 

Die  von  den  Geraden 

A%A0  9  A^i$  A^A%»  <4a^t' 

mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  parallel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinatensystems  einge« 
ichlossenen,  gana  eben  so  wie  vorher  genommenen  Vnnkol  be* 
sdehnen'wir  durch 

Vi»  9»+«n*  Vi+^> 
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wo  die  Winkel  «21 1  «ts»  fhz  mittelst  eines  nach  gebrachten 
wiokelmeseendeo  lostrameDt»  jederseit  beetimiDt  werden  kSoi 

Die  von  den  Geraden 


> 

mit  dem  positlFeii  Theile  der  ereten  Axe  eines  darcb  parallel 
mit  dem  primitiven  Systeme  gelegten  Coordinateneyeteme  elnge- 
schlosseoen»  gans  eben  ee,  wie  vorher  immer»  genommenen  Win- 
kel beselehoen  wir  dnrch  ^ 

f^»  l'ti'^iy  9ii'f<'^e»  ^-{r^t 

wo  die  Winkel  ,  ct^^  '  "^'33  mittelst  eines  nach  gebrachten 
winkelmessenden  Instruments  jederzeit  bestimmt  werden  können. 

Indem  wir  nun  noch  die  Entferaongen 


^o^'»  Af^A^t  A^QA%f  A^A%  \ 


A\AJi  AxAxt  A\A%%  AxA^\ 


A^Aq'p  A^Ai'»  A^A^ ^  A^A^ 

beziehungsweise  durch  * 

*'oo»    **oi>  **(»> 

*1io*  ^\*  'le» 
''m*  Tas» 
lio»  •'m*  »"aa»  ''»s 

beseiolmen«  wollen  wir  jetzt  sehen«  was  sich  ans  den  nach  dam 
Obigen  vorgenommenen  Winkelmessungea  scUiesseo  ISsat. 

Offenbar  haben  wir  unter  den  gemachten  VoranssetaangeR 
die  folgenden  Gleichungen : 

1) 

«i'  =«o  +  »'os-cos(aoj+9<,),      ys'  =^o-i-roft.siD(a;M-f  9o)> 

«3'  =  a:o  + rot.ee«  («08 +9o)»       ys'  =yo  +  »"o8-siD(aü8  +  <5Pü)  ; 
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=yi+n2-8Jn(«it  +  9^i)» 
sr»'  =  9i +ni  •  rfn  («11  +  9i) ; 

^i'  =  y«+rti -sio («gl  -I- 9») , 

ä^a'  =3ri+*^f«in(«8«  +  9>s), 
SfB  =  Jfi  +  r„  .sin  («te  + 

kua  der  ersten  dieser  vier  Gruppen  ven  Gleiehungen  er- 
mn: 

^o'  —  ^i'  =     •  cos  9o  —  »•ot  •  cos  (c^  f  ; 

dttt 

to'  - OTjOsin  («01  +      ~ — 3fi  )sÜ4 («e» f       =  ro,.siooaa» 

|nI  folgiieb,  wenn  der  Kflrze  w^en 
J         ^  iloi«(«b'-«tO«B^M'-(sW'--SFiO««»«bi, 


intHü  ms  «1  -I-  rjQ.co^^i , 

s«i+rii,co8(aii+yJ, 
s  jr,  +  r,, .  cos  («,, + 

-  %  '^««i4'rig.cos(a^9-f 

Mcjs  ar^  +  Tai . cos  (a^  -f  y^), 

«  •  CO»  («ta  +  9>«) » 

'  ^^*s=  j:»+r„.C08(a«+g>^; 

=«i+rM.cos(i»^-f-gj)i), 
=  ^s  +  '8»-cos(«ga+9,); 
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und 

gesetst  wird: 

Jfla  -i-  BoataiDg ^     sin  c^, 

woians  aogl^cfa : 

.  Ä^i  sin  «b»—  ^Qg  8'" 


4)  ,  .  .  . 


wog  9o  — -  <^  -  -ßo»  sin  «Q« 

folgt.  ' 

Also  hat  man  die  Gleichung: 

=  (i^oa  ßio     —      sin  ao3)(i?oi  sin  «oa  ~  -^o»     «01 ) » 

woraus  nach  gehöriger  Entwickelang,  wenn  man  sugleicb  durch 
slno^  dlvldlrt«  folgt: 

6)  +(-403^01— Ai^o3)sin«te  [=0- 

Nach  leichter  Entwickelung  ündet  man  aber,  wenn  der  Kürze 
wegen : 

IA^  =  (aro'~^2')CV-«»0+(yo'-y2')Ö^o'~3^30» 

und 

=  (äo'  -^O(yo'-y»  )-(«o'  -^0(yo'-3f»'). 
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! 

I  geteilt  wird : 

I 

4m^oi  -^01  ^08  =  ^\  «in  («M  — «oiJ  +  ^tt  «0«  —  «öi)» 
4»^«— -^oa^oi  =  ••i»»"  («Ol  —  <W  +  ^1  «w  («Ol  -  «oa) ; 

folglich  Dach  5): 

8) 

iNuD  ist: 

«io  OQ^siii  (Oos — Ooj)  +  öiii  sin  (otQa  —  a,,j)4-siii  oqj  sin  («qi  — «o») = 0 ; 
ttd,  was  wir  hier  übrigens  bloss  beil&ufig  bemericen : 

:liii%iCO«(iiii»— «ÖB)  =  «*ß(«üi  +        «Ol)  ^-^InC^bi  — «w  +  ^Qs)» 
SsiDabtCOs(ii^--'iiibt)  "»ssinC-Aöi  +«€t+«^+«>n(obi  +«oi— «ot)» 

■Im: 

»iai^  eos  («Vn — i^) + «in    co«  («ds       )  4-  «in  ^»  cos  (sbi  -  «^n) 
tcttü(—     -i-  «te  -h  c^)  +  eio  («Ol  —  «0»  +  «oi)  +  «i»  («oi  +«os--«^)« 

polglich  ist  naoh  der  ersten  dieser  beiden  Relationen  offenbar: 

) 
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üjB  sin  «Ol  sin  («q, — 

■ 

4-  üi^sin  «Ol  sin  (ooi  —  oot) 

+  (oTo'ora'  +|fo  W) ««ot («oi  —  «oa) 

+  (o^a'^a'  +  yz'i/a')  8«  n  «oi  sin  (a^a  —  Coa) 

+  (av)  W +yo'y^' + «»'^i'       ') («^ — «i^i) 

and  ferner  ist,  nie  man  leicht  übersiebt: 

]ßaa  sin     cos  (oq,  —  oq,) 

+  ]^,ssiDCi^eo8(cv»i  — 

= — (^o'yi' yo'^iO  1 8*"  ^ ("03  ~  ''üi)  —  sin Oq,  cos  («oi  ~  «oa> . 
— (.^0  V — yo'^a )  1 8»n  «08  CO«  («öl — «^B«)— »tniiV)!  caa  («^—  «te)  i 

+     yi  —  y»'^»')     "Ol      ("w  "««^ 

= —  (^o '3/1 '  — yo'^iO  cos  ooi  sin  («ot  —  «(») 
— («öV  -  jro'«ÄOcosaö«»w(«be— «bi) 

+  (^a'ya'  -  ya'^aO  sin  «oi  cos  («i« — o«)  * 

+  («iVi  -yi'^a')s'0«btCosKi  —«Ol)/ 
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Fuhrt  man  nun  diese  Ausdrucke  in  die  obi2;e  Gleichung  8) 
eio,  60  erhält  man  die  folgende  Gieichung  .%m«i;|ieD  de«  €pordir 
nateD  dcif  Punkte        A^»  A^, 

(9) 

+ Jte'yi'  +  »itn^' +Sft Sft') «8d  Hin  siD (o^— Ob«)  \ 
+ +  yo'^'  +  sio («0»— ^tt)  i 

+  («o'^3'  +yo'3^8'  i  ^i'^a'  +  ;/i'2/208>n«68  8<n(«^^«üa)  j 
— («o'3fi'-yo'«i0«o8«b,«in(i%,— fl^)  f 

— (^o'^s'— yo'^s')  cos  «03  sin  («oi  — l 
+  («i  ifi'— a^O  »in  «Ol  cos  (ote— i^)  I 

^(^iV— yi'^a')8in«o8COß(coi— «be)  ' 

iSo  wie  mao  diese  Gleichung  aus  der  ersten  der  Yier  Grup* 
pen  Ton  Gleichungen  in  ])  abgeleitet  hat»  kann  man  aus  jeder 
der  drei  übrigen  dieser  vier  Gruppen  eine  ganz  ähnliche  Gleichang 
t^ie  die  vorstehende  ableiten;  und  man  erhält  diese  drei  nenen 
Gleiebengen  ans  der  ▼erstehenden  sebr  leicht,  wenn  man  In  die- 
ser letateren  fSr 

nach  und  nach  respective 

\  «llf   iiyiy  «18  ; 

«21  >  "22» 

«etzt,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  1)  unmittelbar  ers^iebt.  Na- 
türlich lassen  sich  auf  dieselbe  Weise  aus  2),  3),  4)  leicht  Aus- 
drücke lür 

tang^i»  tang9(,;  tang9»^ 

ableiten,  welche  wir,  eben  so  wie  die  in  Rede  stehen<Ien  Glei- 
chungen, hier  der  Kurze  wetjeri  nicht  besonders  mitthcilen  wollen, 
''eil  tlie  Alileitiiriir  ans  den  \or}ier  seniiidenen  Gleichungen  und 
Fortnein  iu  der  Xbat  nicht  der  mindesten  Schwierigkeit  unterliegt« 

Zwischen  den  Coordinaten  der  Punkte  A^*^  A^U  A^%  A^'  bli- 
^  wir  nnn  aber  anf  diese  Weise  vier  Gleichungen  gefunden,  was 
des  Folgenden  wegen  wohl  zu  beachten  hat 

8» 
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Um  die  Gleichung  9),  und  natdrlicb  eben  so  aacb  die  drei 
anderen  ihr  ähnlichen,  zu  vereinfachen,  wollen  wir,  was  offtabv 
▼erstattet  ist,  den  Punkt  Aq*  als  Anfaäg  dir  €eonllnal€n  m> 
nehmen,  also 

setten,  wodnreb  die  Gleichung  9)  die  folgende  Gestalt  erbÜt: 

IP) 

(ara'^8'+yaV)«"«öi»*n(«di-"«03)  > 
+  (j;i'j?,'-Kyi'^a')»«"«oa«»"(«oi  -«oa) 

+  (^a'yi'— 3fi'«i')«in«b«cö«(«i»-obi) 

+  (^i'ya'  "^^i     )     "oa      (*^oi  ~"«üt) 

Eine  vrettere  Vereinfachung  dieser  Gleichung  wird  aber  er- 
sielt,  wenn  man,  was  offenbar  ebenfalls  verstattet  ist,  die  Axe  der 
durch  den  Punkt  Ai  legt,  also 

setst,  wodurch  die  vorstehende  Gleichung  in  die  folgende  ühm- 

geht: 


11) 

(^t'Ä^'  +    ys')  »in  ««  «» («01 

—  «0«)  ' 

-|-  ;Vs'^i '  0'"^  «basin  (0^  - 

-«Ol)  i 

+  a?!  'arg'  sin      sin  («oi 

—  «ba)  f 

-«to»)  1 

— ^s'^i '  ^'^^ 

-«Ol)  1 

+  *i  'ya'  «>n  «OB  cos  («oi 

—  «oa) 

Aber  auch  diese  Gleichung  ist  noch  einer  bemerkenswertbes 
Umformung  filhig.  Setst  man  nämlich: 

12)  a:»'  =  j?|'+iii%3rs'  =  e,' 

und  bemerkt,  das«,  wie  leicht  erbellet: 

sini^i  sin (ffm—        sin (obt  -* «01)  nla «%s"ra(%i**^' 

sio  ooi  cos  (obs — «Ol)  ^  sin  «oa  cos  {tt^  —  a^)=,  cos  0^  sin  (0^1  —o^ 
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♦ 

ist;  so  erhält  roao  mlttokit  ebifaclKr  lUcliniiiig  die  folgende Glci- 

cbaog : 

.  13) 

.  ^äW  +  V— ^8')s'n«^«in(«oi,— «Ol) 
+ «1^' sin  0^  eoe  (0(01 --^«toi) 
+  ^i'y»' cos  «OB  sin  («5,  —  «oa)  ^  =  ö. 

Dividirt  mau  aber  diese  Gleichung  durch  Bo  erhätt 

nao  die  folgende  Gleichung: 

14) 

0  +  ^  — s'"  ^    <«öi  —  «02) 

welche  io  dieser  Form  our  die  vier  uobelcannten  Grössen 

Xx*'    «i''  ari' 

cnthilt. 

Setat  man  aber  io  diesei  Gieichung  fär 

«Ol»  «oa»  «bi 

I 

beaiebungaweise  und  nach  und  nach: 


*)  Wir  nehneo  an,  das«  nicht  TertchwindeC >  alte  die  heideo 
ftfelile       fM  A,'  oldit  aaeaninenfUlen. 
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«11.  «12,  «13 ; 

U^,  «M«  Om» 

«Bi » '«^w ; 

so  erhält  man  drei  oeue  Gleichungen,  welche  mit  der  vorstehen- 
den  Gleichung  zusammen  ein  System,  ir^n  vier  Gleichaugeo  zwi- 
schen deo  uobekanoteD  Grössen: 

•   '        iT"    S?'  V 

bilden,  die  sich  also  mittelst  dieser  vier  Gleichungen  bestimmen. 
Ussen. 

Sefseo  wir  der  Kürze  wegen: 

15)...  1/=^:.  p=g:,  x^%.  r=^. 

so  nimmt  die  Gleichung  14)  die  folgende  iSestalt  an: 

16) 

(1  +  (/—  X)  sin  sin  (aoi  — '«ba) 
+  Fsino^s  cos  (üfoj  —  oois) 
+  Fcoso^sio(«^i  — }  c=  Ö,  \ 

+  (i7A+  FI;sinaojsin(a^-ii^) 

•{-{UY^  VX) sin cfoi  cos («oa — «os) 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  durch  Division  mit  V  die  Glci- 
chung: 

17) 

 y  Sin     sin  {ct^i  —  «ot) 


=:  —  sin     cos  (ja^  — aIm)  i 


F 

+  y  COS  ofo3  sin  (ofo,  —  Ooa) 

+  p  «inoin  sin(«i^  —  a^) 

.  C/F-FJT  . 

+  y  aio  ttoi  cos  («oa  —  c^) 

und  bildet  man  nun  auf  die  ans  dam  Obigwi  hekannto  Wsim 
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noch  die  drei  anJereii,  dieser  analop;eii  GleicboDgeo,  so  hat  mao 
zwischen  deo  vier  imhekannteo  GrSfiseo 

V     '  V    '  F 

vier  lineare  Gleichungen,  mittelst  welcher  sich  diese  vier  uobe- 
kaonteo  Grüsisori  ohne  Schwierii^keit  bestimmen  lassen.  Setzen 
wir  nun,  dass  man  auf  diese  Art  gefundeo  habe: 

i^ü-X  Y  ^  ÜX^VY  üV-^VX  ^ 
 y  =  «*    p  =  ^»   p  =  c,   p  =a 

-  % 

i 

oder: 

W) 

J  +  C;— A^aF,  F=6F,  C7j!C+Fr=cF,   i/F-FJ:  =  rfF; 

so  erstehen  sich  aus  den  drei  letzten  Gleichungen  die  beiden 
Gleichungen : 

Verbindet  mao  aber  die  befdeo  Gleichaagen 

ü-X.z=,aV-\,  bü-X=^d 
mit  einander,  so  erbilt  man: 

(1^6)üaaF— 1— (l-6)JC=6(aF— I)— 

also : 

(l  -  6)»  £/ A  =  (1  +  <i — a  F)(6 + — 06  F) , 

aod  folgUcb,  wenn  man  die»  in  die  Gleichung 

l7ir+6F«=:cF 

ebfQbrt:   

(l^il'-aFX6-f<i*-a«F)4*6(l^A)*F««c(l— 6)«F«  . 

woraus  man  nach  gehuriger  fintwickelung  zur  BestioinraDg  ¥00  F 
die  folgende  Gleichung  des  iweiten  Gmdes  erhitft: 


6tfl«  +  (l-6)«}  F«- 1  c(l-6)*+a(26  +  (1+6)6^)}  F+(Hci)(Hrf)  =sO. 
Hat  mao  mittelat  dieser  Glelehang  V  beetlmmt,  se  eigeheii  aicfc 


Digitized  by  Google 


126  Grüne ri:  tieamelriscAe  Aufgaben,  weiche  %ur  Anwendung 

V,  X,  V  mitt^  d$t  tolgfloden,  aus  dem  Oliigea  bekaoHteo 
Gleichungen : 

.  OiTidiit.  iniin  die  Gleiebung  16}  dorcb  ¥,  «o  wird  dieselbe : 

22) 

 p  sin  Oos  »in  («öi  -  ««) 

V 

f    +  paiD«f^co8(abi^«oe) 

c;jr+  FF  .     .  ,       ,  ^        -H»  v-w 

+  p  einctoi  wn(aoi— «t») 

.    f       y    -sln<leo^cos(aoa— ftQa) 

und  bildet  man  nun  auf  bekannte  Weise  die  drei  äderen  analo- 
gen Gleichungen,  so  hat  man  wiederum  vier  lineare  GiekhungeD 
zwischen  den  unbekannten  Grössen 

aos  denen  eich  dieite  anbekannteD  Gröseen  bestimmen  iassen, 
wodnrch  man: 

23) 

lJL.u^X  '  V  ^  VX^VY  ÜY—VX  . 
 p  =a,    j?  =  6,   -p  =  c,  p  =:il 

oder  "    •  '        *  '   

24) 

l^.C7-.Ä=aF,    F=6F,    C7^+ FF=i?F,  l7F-Fi=sdF 

erbaltea  mag.  Aus  den  drei  letzten  Gleichungen  ergeben  eich 
die  Gleicbnogen:  C7Jr+6F*=cF,  ü—bX^d.  Verbindet  man 
aber  ^  beiden  Gleibhnrogen  ^  V  —  X^s  a  1 ,  -  V^hX^  d  mit 
einander,  so  erhSIt  man: 

-(l^b)^^aY^l^d,  (l'^b)V^Hl-'aY)+d. 

also: 

(1  -  6)«  l/J^  =  (l  +  rf-a  F)  (6  +  d"  ab  F), 

und  folglicb,  wenn  man  dies  in  die  Gleichnng  C/X-f  6F*=üF 
eSnfiibrt: 
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lA  der  nautiHhen  Gtottäiie  ^eettmet  *inä. 


woraas  sicli  nach  gehöriger  Entwickelung  zur  Beatiihnrang  Von 
Fdte  folgende  Gleichung  den  zweiten  Graden,  ergiebi:       .  i, 

6{a»  +  (l-6)*|F2^  — |c(l-6)«  +  aC26  +  (l  +  6)d)}F  i 

Hat  man  mittelst  dieser  (ileichuog  F  bestimmt,  ergeben 
sich  X,  U,  V  mittetet  der  folgenden »  ans  dem  Obigen  bekannten 
Gleiehvngen: 

26) 

a-Ä)^=l  +  rf-«F.  (1— ^)ü=5A(I-^aF)  +  ii,    F  =  ^F., 

Jede  dieser  beiden  Aiif  lüsunffen  kann  bei  der  Bestimmung  der 
vier  unix^kannten  Grössen  aus  den  vier  linearen  Cxleichungen  auf 
das  Synil)o!  des  Unendlichen  fuhren,  was  bei  der  ersten  Auflu- 
«nng  jederzeit  der  Fall  sein  muss,  wenn  r=0,  Vf,'=^0,  p^' ^0 
ist,  wenn  also  die  drei  Punkte  A/^  Ai\  A2  in  einer  Geraden 
liegen;  bei  der  z*veiten  Auflösung,  wenn  F=0,^3'  =  0  ist,  wenn 
also  die  drei  Punkte  A,/,  A^\  A^'  in  einer  Geraden  liegen. 
Träte  also  einer  der' beiden  In  Rede  stehenden  Fälle  ein,  bo' 
H'firde  man  dann  immer  die  andere  Auflösuntr  anzuwenden  haben. 
Tiiten  aber  die  beiden  in  Rede  stehenden  Fälle  augletch  ein» 
iraa  jederzeit  geschehen  mfieste^  wenn  y^'^O,  ^a'^O  wSre»  wenn 
also  die  Tier  Punkte  A„'f  Axt  in  einer  Geraden  liegen, 

80  würde  keine  der  beiden  vorhergehenden  Anflösongen  braneb* 
bar  sein. 

in  einem  solchen  Falle  wSre  aber  F=0«  FsiO»  oftd  die 
Gleichung  16)  würde  also  folgende  Gestolt  annehmen: 

•27) 

(1 4-      JiC)«ina^«itt(o^  —        ÜXmxK^mAiu^^^^  nsO . 

oder 

'  '  .        *  ' 

28)  (t7— A)8inctt)3 sin —  «02)  +  ^XfAjko^^  8in(ao(— Oq^) 

=s  —  sin     sin  («Ol — Oos)  * 

and  bildete  man  hierzu  nur  noch  eine  zweite  analoge  Gleichung, 
80  vvürtle  man  zwischen  den  unbekannten  Grossen  V  —  X  und 
\jX  zwei  lineare  Gleichungen  haben,  aus  denen  sieb 

»)  i7-jr=«,  vx^b 


Digitized  by  Google 


128  Gruner t:  GeomeMuJU  J^fgaben,  weiche  %ur  Anwenäung 

finden  lasse» »  woraus  sich  dann  auf  allgemein  bekannte  Weise 
ferner  U  und  X  selbst  durch  Auflösung  einer  Gleichung  des 
zweiten  Grades  eri^eben,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier 
natürlich  nicht  bedarf. 

Hat  man  nun  U,      JT»  F  gefonden,  aoerbSit  man       i?t ; 
^3%  Vi         1^)  nltteiat  der  Formeln: 

30).  ,ii,'=ü«i%  ©»'=Fj:|';  ai^'=zXa^\  ^'^^Yxi'i 

natürlich  alle  diese  Grössen  hUt^s  durch  x^'  gewisserinasser)  als  i 
Einheit  ausgedrückt,  indem  sich  teolbstverständlich  unter  den  [ 
gemachten  Voraussetzungen  gar  nicht  meJir  linden,' gar  nicht  mehr 
leisten  läset,  da  wir  ja  angenommen  haben,  dass  blosse  Winke) 
messungen  gemacht  worden  seien;  nur  v%enn  Xi  noch  selbst  ge- 
messen worden  wäre ,  würden  sich  die  wirklichen  linearen  Werthf 
der  übrigen  Coordinaten  und  Entfernungen  bestimmen  lassen.  Ist 
dlea  aber  nicht  der  Fallj,  so  genügt  es,  in  allen  obigen  Formeln 
Xx^\  SU  setzen,  wo  dann  die  von  nach  Ai  hin  gehende 
Gerade  als  der  positive  Tbeit  der  Axe  der  x  angenommen  wor- 
den ist. 

Hieniaeh  wird  nun  der  Winkel  9?^  mittelst  einer  der  Ijeideu 
Formein  4)  hestinimt,  und        ergiebt  sich  mittelst  einer  der  ibi-  ; 
gooden,  aus  dem  Obigen  bekannten  Gleichungen: 

31) 

(iro'—af,')«iii(tfoi  4  ^ro)—{.V'-yi ')«•«<««!  +  9«)  =  «in««!» 

(a?o',— sin («o.  +  Vo)  —iyJ  - y%) Ka  +  9>«)  =  roo-sin«^, 

Für  9)0  liefern  die  Formeln  4)  freilich  immer  xwei  um  180" 
verachledene  Werthe,  die  aber^  in  die  l^leiehangen  31)  einge- 
fQbrt»  fiir  r^o  offenbar  Werthe  mit  entgegengesetzten  Voraeicheii 
liefern;  und  da  nnn  r^o  «einer  Natur  nach  positiv  ist,  so  kann 
nie  ein  Zweifel  bleiben,  wie  mtan      an  nehme A  4kat. 

Die  Entfernungen  r„i,  r,,,,  r^^  werden  mittelst  der  aus  dem 
Obigen  bekannten  Gleichungen: 

32)  I 
Ä«'— ar,' = r^a .  cos  • «®»  («Ol  +  Vo) » 

a?o'— =  »"oo  -  CO»  9>o  — f«,  ■ .  cos  («„  3  +  9><.) 

oder 
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Iyo'— yi'=nHi*«»Vb— «•of«o(«bi  +  9o).  . 

gefunden;  und  die  Coordinaten  ?/n  erholt  mai)  mitteiat  der 
folgendeo,  anmittolbar  aus  1)  sich  ergebeodeo  Formeln: 

34)  , 

afo^ar,*— roi.co»(«öi  +9'o)»  yo  =  yi'— »"oi -»»"(«hi  +  Vo)» 
aro==;ra'— ro2.co8(«oa  +  9o)'  yo  =  y»  — :rg«-sin{«tta+  <Po)» 
«0=  «b'— .  cos  («o»  +  ^o) ;      = S'^'— .»lo  (o^  -f  ^j^)- 

Auf  ganz  ähnliche  Art  findet  man,  so  wie  luan  jetzt  tp^;  roo. 

f?efunden  hat.  nutteljit  nach  dem  Vorher- 
gebenden leicht  aufzustellender  Formeln  und  Gleichungen  die  Grossen 

9i  5  •^o»  'ii  >        ''13  ;       >  yii 

9*2  »      ''20  ^  '*21  >  *'2»  »  '"28  5      ^2  f  y%  » 

.  9>s;  ^80»  i*ti*  >*si»  «'s»;  jf!»' 

Natürlich  lässt  die  jetzt  als  vollständig  gelöst  zu  betrachtende 
Aufgabe  im  Allgemeinen  z^ei  Auno8ungeu  zu,  weil  sie  auf  eine 
Gleichung  des  zweiten  Grades  führt. 

Es  giebt  noch  eine  Klasae  beinerkeDawertber  Rdationen 
swiicheo  den  fintfernaDgen  tf^tt^t  ^oa»  ^ot»  j^txt  nocb 

entirickelii  fvoUen»  -wobei  es  aleb  von  aelbet  versteht ,  dasa  gaiix 
ihalicbe  RelationeD  aieb  awiaeben  de«  EntCiBriiaiigeii 

>*io*  ''11*  'la»  ''la*  'lo»  >'aa«  Via»  >'tt»  ^w^»  f'si»  *'aat 

wurden  aufstellen  lassen. 

Aus  den  Gleichungen  1)  erhält  man  leicht  die  folgenden  Giei- 
cbangen : 

Xi  — X0=:  Tqq  .  cos  (pQ  —  Tfo  •  cos  qpi 

=  Toi .  cos  (Ofoi  +  <Po)  —  »"il  •  COS  («11—91) 

=:  roi.  coa  (ooa + Vto) — na«  cw»(«ia  +  ^l>i) 
=  roi  .coa  (ooa  +  9ö)  — na .  c<w{«is  +  g»i), 

yi  -fo  =  roo.sliHP^— no-«toVi 

Ä     .  sin  («oi  +  9)0)  —  r,,.  sin  («12  +  (py) 
SS  fo, .  sin  (Ooa  +  9o>  r-  n» .  sin  («j,  +  9i) ; 
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=  »•01 


«8  —  a^o  ^  ''oo 


0^  («Ol  +  9>d)  ~  »"xi  •  C09(llt«  + 
cos  (a^  +      —     .  cos  («2»  +  9%) 
CO«  («^  -I-  9^)  -     .  CO«  («13  +  9«) » 

sin  («Ol  +  fpo)  —  T-ji .  8in(ofai  qp») 
sin  (a^  +  9>o)  —  rai-sin  («» -l-  93») 
aio  («^ .+  9o)  —  9»*)  I 


CO«  Kl  +  9o)  -     •  cos  («81  +  V») 

.008(009  +  Vo)      »^••COS(«%t  +  9)i) 

cos  («08  +  ^0)     »"sa  •  cos  («88  +  9)8) , 
» «in       r8o  •  sio  98 

sin  («oa  +  ipo)  ^  »'s«  •  sin  («33  +  9)3) 
sin  («08  +  iPo)         -«»ö  («»»  +  9») ; 
Und  hieraus^ orgiebt  «ich  welter:  ' 

{Xi  -a:o)«*n     —  (  yi — ^)  co«^  =5  fV)o .  «in  (9)1  —  9»o)  > 

(a:i-aro)sin(aii  +g)t)-(yi-yo)cos(an  +9'i)=»'oi-»«nl(oii-obi)+(9>i-9ö)l 
(^i-arö)8in(«i,+9i)-(y,-^o)co«(oit+9t)=n»s8n|(«it-o^+(9i-9j^^ 

-a:o)si  D(ai5 + 9>i )  -(yi  -yft)co«i(«i8+q>i)=*o9.«inMoii^«)+(9i--^«a)l 
(;rs-^o)«tn(fl^49»sHsi^*4^co«(^ 

(a?j-;ro)siD(«88+9a)-(y»-^o)cos(ag8+9?8)=roa.sin((aM-o^ 

(«8*^0)8'»  <P3  —  {y%  —  yo)  cos  9^8  =**!oo  •     (9>5  —  9»o) » 

(a;8-a^o)sin(ß3i+qp3)-(y3-yo)cös(a3i+93)=roi.sin{(a3i-ßo,)-f(^^ 

(«|-a?o)sin(a8i+98)-(y8-yo)cos(*^2+9^)=*'o«-»»"K«M-«ot)+(9^ 

Fassen  wir  nun  er^te  dieser  drei  Gruppen  in's  Auge^  und 
eliminiren  auf  bekannte  Weise  aus  der  Isten,  2fen,  3ten  und 
Uten,  3ten,  4ton  Gleichung  in  dieser  Gru|»[>e  die  beiden  Grös- 
sen xiSq  uod  3^— fo>  ao«iJpakeB  wir  4ie  beiden  folgenden 
Gleicbungen; 

roo»sin(a,i-^i»rt)sil»(lPi-^)'H'oi'»»«f^i2^»«K«ii  -«m)+(9^— I 

--rSij,gMii«ji^if)i<«^8--<«oi)+(9>i---9>o)l » 
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im  der  Mmtttekm  OeedMe  tutgmt  ßtuL  l$l 

oder: 

I  roo*8io  (an  — «ij)  -|-  r©! .  »in  »i,  cos  (a^i — a^) 

— rM.8ina||Ciis(«|s-'Oos)Uin(9}|— ^=0, 
ftroi.sinaia8in(fle,i~a^i)-r99.8ina|i8in(a^2~<^S^|co8((p,-9o^ 

I  ir^.8iD(ai9^ail)-f  r|^.8iD«|^eo8(tt|||— 

— ros.8|nai«co8(ai|— «^s) 


woraus  sich  durch  Division  die  folgende  Gleichung  ergiebt: 


'ÜO 


»in  (an— g)  +  r^i  ,8in cos («| ,  —  «oi )  —  rpa-^in cf, , co8(cfig— «q^) 
roo.8iD(aj9— ffji)  -f  ro2.8ioa|gC08(%g~fi^  — *]\>li.8iocrj[l(Coe(a|8— 0^) 

—  y«i  *  WP «ig^fa (mt — «Ol)  —     •  sin  ctj 1 818       —  «oa) 
Tob  .  sin  «13  sin  («i«         —     .sin  o^^sio  («|8  "os) 

« 

Aus  dieser  Gleichung  erhilt  man  aber  durch  Üfultiplication, 
W6DD  man  aufbebt,  was  sich  aufbeben  lässt,  die  Gleichung: 

0=    roqroi  sin      sin       —  «oi)  si"  («ij  —  «is) 

1  • 
I 

— »'obroe«to«ii  8to(«„|— in«)8lii  («fit—«,,) 

— Wosir»«^8«wo(«tt--<W«*ö(%i''*'W  ' 

+  'oo^oa  s^*™  «laaln  (%8 — «os)     («11  — <»ia) 
+  »"Ol»*»»!»  «%i«ln  «la  sin  (a„  —  o^)  cos  («1«— 
— •**oi'*üa«io  «laftin  «i>  cos  (a^i — ooi)  sin  (cf^^ — 
+  »•oi»*os«*n«i»8^nai2«ln  («lg— 0^,8)608  («11  —  a^^; 
— ^oi»(D8«<n«ii»io«isCO«(«it— iji^)sln(«|i  —  o^,) 
+  »"«fa»*03  s»"  (»i»  «i"  «11  siD  («48""  «"ö»)  cos  («1^ — «öj) 
*"*(Oi*'oi*to'«^it«*'»»ii  «©s  (oia— oba)^*!»  («11^  «o«) » 
ilae,  well,  wie  man  leichl  findet ; 

m  «II  sio  («11— «la)  ^  sIq«|,  sin  (o|  j    Oi^ss^m  ogtsio      -i-  s^,) 

wenn  man  nach  Einfilbrung  dieser  Grosse  die  Gleichung  durch 
«iüaia  dividirt: 
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35) 

roo'*oi  sin(«„  — «oi)s»n(«i«— «13) 
+  roofoi«*n(«i»"-«o2)s»n(«i8—«ii) 
+  *Vio'V»«8n(«i»^«to)»'n(«it— «I«)        (  ^q. 

+  ro\  roa  sin  «i  3  sin  («1 1  —  «1 2  +  «02 — «01) 

+  »"Ol  •'w      «1»  —  «'i  1  +  «Ol  —  «0») 

und  setzt  man  in  dieser  (Gleichung  für  «01,  «02,  «03»  » 
respective  «01,  la^oa»  ^03»      >  ^i2>  ^23  ""^  "01  >  «^02»  «03»  ^zit  ''»ai 
80  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

36) 

+  fooroa  sin  («» — «0»)     («^ — «11) 
+  rooroisiB(ttta  («it  — «m)       ^  _  q 

+  »"oit^OT       ««W       («2t  —  «M  +  «Ot— ««^M  ) 

+  *'oi'*o3  "22  sin  («23  ^  c^i  +  «Ol  —  «os) 
+  »'oifötsio  «Ä  8»«*  («^  —  «»  +  «ü»— «0») 

37) 

I^OO»"©!  «n  («81  —  «^Dl)«'W  («8»—  «^18) 

+  rooro2fc'>n(«32  — «02)si"(a33  — «31) 

+  W08  «ob)  8»n  («M  ~"  ^  =  0* 

+  roiro»rina^s8iii(««— «^B»+^Dt— «»Ol) 

+  roiro3sinir8a8lii(«B8-^«8i  +«i»-"«Mi) 

+  **0a**08  S»0  «81       («8«  —  «88  +  *l»  —  «0«) 

DWidirt  maö  die««  drei  Gleichungen  dnrcb  rooroot  «">  erbül 

man  zwischen  den  drei  Grossen  ^  Gleichungen 

*V»    •V»  MK» 

von  der  Feim: 

38) 

roo      n»      »"oo      •'00  »V»  »"oo      ^too  n» 

»•OO  »"OO  *^00  *^00    ^^00  *^00   »^00  *^00  '"CO 

''Ol  .  iL  ''02  ,      *'08  ,    1  *'oi    ''02  ,^  **0l   ''08  ''o«  !jQ8_Ä, 

mittelst  welcher  sich  die  drei  In  Rede  «telMnden  Giteen  mfis- 

een  bestimmen  lassen. 
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V. 

r 

Note  über  die  Integration  der  Imearen  Differential- 

^eichung 

(«■+M)y''+(at        +(ao+M)y =0.  (i) 

Herrn  Simon  Spitzer, 
ProfttMor  ao  der  Unndela - AkaJemie  in  Wien. 


Alle  Diierenfialgleiebangen  dieser.  Form  kOenent  wie  Immer 
Mch  die eonstanten  Zableo  a^,  ai»  6|;  Oo*  bescbeffeii  sind, 
üf  folgende  Form  gebracht  «rerdee: 

(?) 

IKete  DilerentialgleichuDg  wollen  wir  nun  bier  in  dem  Falle  in- 
tegriren,  wo  A  eine  ganze  poeitive  ZabI  ist* 

Ztt  dem  Zwecke  seUeo  wir 

Htdircb  erbalten  wir: 

(m  +  0)%"  -1-     + Ä + («  -   (m + x)\if + A(a  -  i?)«  s  d ; 

sodaDD  integriren  wir  Hiese  Gleichung  ^-mal,  wir  kommen  durch 
<iiess  in  der  Gieichuug: 

(m  -I-  a:)»(-*f  •)  ^     ^  («  —  /^(m  -f  x)^ 

=  Ci  +  C,(w+j:)+Q(fii+«)»+....  +  Cj(m+ 
I    YkÜlXXXVm.  9 

i 

I 

L 
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aas  welcher  folgt: 

wenn  der  Kürze  halber  statt 

Ci  +  ft  (m  +    +        +  a:)« +....+     (w  + 

gesetzt  wird.        ,  C^,   Ca  bedeuten  wiUkiibrliche  Con 

Staaten.  Nun  bt  aber 

+ (m  +«)*e(«-^)'£l-a+       + «) + • .  «)^-*] ; 

folglich  erhält  man  für  zi-^-^^)  foigeuden  Werth: 

'  (m  +  a?)-"''  ^    ■  ' 
+ /^+Zifc(w +....+ Lji(m + j?)^-* ; 
und  wird  diese  Gleichung  (J— l)nial  differenzirt,  00  erhall  man 

folglich  ist 

da»  Tollatftndige  Integral  der  vorgelegten  Differentialglelclrang 
hiebet  bedeutet  eine  willltiibriiche  Gonatante;  die  andere  will 
Isfihrliehe  Gonatante  iat  verborgen  unter  dem  Integralaelcben,  we) 
clies  in  jf  erscheint. 


ConatructloD  derjenigen  linearen  Differentialglei 
ehnng*  der  genfigt  wird  durch 

voransgesetzt,  daaa  X  eineganze  positive  Zahl,  m  ein 
beliebige  Zahl  iat,  vnd  A  and  B  aolche  positive  Zah 
leB  bedeuten,  deren  Summe  gleich  \  ist 

Es  ist  bekannt,  dass  diejenige  lineare  Differentialgleichiug 
der  genügt  wird  durch  - 
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iblgeode  Gestalt  hat:  ^ 
Qod  «etil  man 

it  +  ^  =  }. 


so  erhält  maDS 


d^z  dz 

(1-1)^-^=0.  (4) 


Nim  aetieii  wb  in  (3)  ood  (4) 
so  ist 

2=  f^t!^u^-Hl—u)^''^du  (5) 


4u  latogral  der  Differentialgleicbang: 

I  ^  ' 

!  »  dH      n  dz 

I  aSi«3ma:«^  +  9iim;w.  (6) 

iDiferensirt  man  nan  die  Gleiehuog  (6)  (l-f  l)iiial»  so  erhSlt  man 
die  GletchuDg: 

I  <Äa?A+» 


nod  ihr  genügt: 

S-ih/  (8) 
iolglieb  erhalt  man, 


_  d^  /»i 


setaend,  die  DÜerentiaigleiehang: 

I  .     .  ■ 
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im  Spit%$r:  NM  ^.  die hitegr.  der  Mmot. Dfff'ermiUUgMeL etc 

^  =  3iimjV  +  3m(2i + 3i< + 2)^?^ + 3m{Ä + 1  )(X + ZA)^  (9) 

« 

and  das  Integral  derselbeo  ist: 

,  =  -»)'->iiii.  (10) 

t 

Der  Gleichung  (4)  genfigt  aach 

folglich  erhält  mao  für  die  Gleichuog  (9)  aach  folgendes  partieUe 
Integral: 

and  somit  ist: 


ein,  mit  zwei  willkübrlichen  Constanten  C,  und  versehener^ 
der  Gleichung  (9)  genügender  Ausdruck. 
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VI. 

Integration  der  linearen  Differentialgleichung 

woselbst  A^j  J9|,  C^,  m,  C  constante  ZaMe» 

bezeichnen  y  mittelst  bestimmter  Integrale. 

Von  ' 

4 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Pri>fe«sor  ao  der  HaDdel«- Akademie  io  Wien. 


D<lr  Glelcbuiig  (1)  gendgl  man  doreh  Integrale  folgender  Form  r 

y=  i\i{ux)Vdu,  (2) 

woselbst  fp{x)  eine  .oolobe  Funstion  von  m  Msalol«  welche  ans 
der  GleicbuDg 

hervorgeht,  woselbst  feroer  V  eine  an  bestlmsiende  Fanetlon  von 
IC  ist,  und  wo  endlich  «t ,      constante  Zahlen  sind. 

Um  diess  darauthiin,  snbstitiiire  man  den  Ansdruck  (2)  in  die 
Gleichung  (I);  man  erhält  stf dann: 

(4) 

«t 
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Püan  ist  aber: 

folglich  hat  huid; 

und  setzt  man  in  die  drei  eo  eben  anlgeetellten  Gleichungen  ux 
etati      80  erh&it  man: 

Führt  man  diese  VVerthe  von  i^(»+*)(«:r)  und 

in  die  Gleichung  (4)  ein«  so  erhält  man»  beiderseits  gleich  durch 
dividirend,  die  Gleichung: 

+  [«(» — +  mB|  +  Ci^iF'^ms)  \ 

welche  folgendermaassen  geordeet  werden  kann:; 

(5) 

«• y  -  i<i«^+«)^(tur)  FiIk 

•i 

»1 

Man  erhält  aber  bdsaiiatlieb  nlttelat  der  Methode  des  thellweiiep 
IntegfifeDss 
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»1  *  ■!» 

und  wendet  man  dies^  auf  die  Gleichung  (6)  ao,  so  erhält  mau : 
I  u\A — 41«»+«)  Vai^\ux)  -  ««(il—  i<iii«+«)  F'^Ciur) 


3Ian  genügt  nun  dieser  so  eben  aufgescbriebeoen  Gleichung, 
weDii  man  V  so  wählt,  auf  das6 

(6) 

fi«(2<— 4m»+«)  V  +  tt[4il-i?+(iri— 2«ili— 4il|)ii»+»]  P 
+  [5U  -  Ä  +  C  +  (n^i  +  ^i—  n^A^  -  3»  ^1—2  Ji~-Cj)i*"'+«]  F=aa 
wird,  uod  die  IntegratioDegreoeeD       «9  eo  beeinunt,  evf  daee 


die  Gleicbuiig 

(7) 

;iie(J— 411«+«)  rj?t|;'(i«?)— Pv^'C!«') 

+  «rH — 2il  +  (Ain  -  A^m  +  2Ai  -  ß|)ti'»+«l  Ft^;(t«:)  "* s=  a 
elattfiodet 

Die  Gleichung  (6)  gestattet  folgende  Schiroibweiee: 
iWe^+ÄV)    +  ti(«i  +6iiiO  F' +(oa F  =  0. 

und  ist  (laber  jederzeit  integrabel.  Wird  das  aus  (6)  gefundene 
V  in  die  Gleichung  (7)  eingeführt,  und  erj^eben  sieb  sodann  aus 
selber  für  u  zwei  .solche  constante  ZableUj  die«  als  iotegrations» 
grenzen  gesetzt,  das  integral: 


*  ^(iu;)  Vdu  Ci) 


weder  unbestimmt  noch  unendlich  machen,  hat  man  ein  tadel- 
lose« Integral  der  Gleichung  (1)  gefunden. 
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Dar  spedelle  Fall,  wo 

ist,  verdient  Beachtuug.  Mao  kann  nämticb  aisdaoD  die  GleicbaDg 
(1)  einfacher  darstelleD.   Setzt  man  nämlich 

•o  erhält  man: 

welche  Gleichung,  wie  man  aieht»  wirklich  ein^cher  als  die  Glei- 
chung (1)  gebaut  ist 


Auch  der  «pedelie  Fall»  wo 

Bt,  gestattet  oioe  einfacbere  Bohandlnogsweise.  SeUt  mao 
nSinllcb 

so  kommt  man  a«f  die  Gleichung 

deren  Integration  uns  in  zahllosen  Ffilleo  gelungen  ist 
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¥11. 

Ueher  die  Dreiecke,  welche  den  ein-'  und  ambeBciirie- 

beoen  Kreis  gemeiü  haben'*')« 

Von 

Herrn  Doetor  Oiio  Bökien 

zu  Sulz  a.  N.  im  lionigreicii  Würtemberg.  ^ 


Bezeichnen  wir  die  Halbmesser  des  um-  und  des  einbescbrii»- 
benen  Kreises  eines  Dreiecks  ABC  mit  B  und  r,  die  Winkel 
desselben  mit  A,  B  vnd  C,  und  dessea  Seifen  mit  6»  e»  so 
beben  mr  folgende  Formeln: 

1) 

A     ß  C 

r  =  4Asln  jsin  2  sin-g  =  i2(cosil't*cosif -|-eosü— 1) 

=  2Ä(l-tiiua^— sina^-sin«^), 

2) 


1  -I- ^= cosil cos^ -f  cos  Cj 


M.  s.  Tbl.  XXX Vit.  S*486:  ,^nr  Beacbtong.*' 
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weun  wir  mit  mi ,  m^,  die  EiitferniiDgen  des  Mittelpunkts  de^t 
umhe^cbriebenen  Kreises  von  den  Selten  bezeichnen.  Femerist, 
weoo  der  Inhalt  fies  Dreiecks  =^  gesetst  wird» 


Uftlbmeiser  der  drei  ioMeren  Beriihiwigs 

kreise,  so  ist: 

fi  r 

» 

"4 

Sind  A|»  As»      die  drei  Hüben  des  Dreiecks,  so  ist: 
-  1111 

Beieichnen  wir  den  Mittelpunkt  des  umschriebeneo  KrelfMl 

mit  O,  denjenigen  des  inneren  Beriihrungskreises  mit  o,  und  die] 
Mittelpunkte  der  drei  äusseren  ßerübrungskreise  mit  G,  H, 
HO  haben  wir  ferner: 

Oo^=  J2*— 21^; 

7)  ilo.i^o.CosdAr*; 

■  A 
oG  as  4ilsin  2  > 

oK  =  4ßsin^  ; 
oG.oÄ.o/k=16iKV, 


N 
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r 


Wir  babeu  nuo  folgende»  6atz: 

I.  BMehrelbt  man  &a  «In  I>reieck  wid  om  dasselbe  einen 
Kreis,  no  giebt  es  noch  nnendileb  viele  Dreieeke,  welcbe  dem 
ersten  Kreis  einbescbrieben  uod  dem  andern  ambeacbrieben  sind. 
Bei  allen  dietsea  üreieclLen  sind  konstant: 

4 

a)  das  Prednkt  der  Sinus  der  halben  Winkel; 

b)  die  Quadratsnmme  der  Sinus  der  halben  Winkel; 

c)  die  Quadratsumme  der  Cosinus  der  halben  Winkel; 

d)  die  i$«me  der  Costnoe  der  ganzen  Winkel,  nach  1) ; 

e)  das  Verblltniss  des  Produkts  der  Sellen  smn  Umfang»  9^; 

f)  das  Terbältniss  des  Inhalts  zum  Umfang,  3); 

g)  die  Summe  der  Mittellothe,  2); 

h)  die  Summe  der  obern  Abschnitte  der  Uühen  (welche 
swischen  dem  Hohendurchschnitt  und  den  Ecken  enthal- 
len  sind),  weil  diese  Absebnitte  deppelf  so  gross  als  die 
Mittellethe  sind ; 

I)  die  Summe  der  Halbmesser  der  auäsereo  Berührungs* 
kreise,  4)  , 

k)  die  Summe  der  reciprokeri  Werthe  dieser  Halbmesser,  4); 

I)  die  Summe  der  reciproken  Wertbe  der  Hüben,  ö); 

m)  die  Quadfatsnmme  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  om* 
sehriebenen  Kreises  nach  den  Mittelpunkten  der  äussern 

Berübrungskreise  ifezoiceoen  Linien,  6); 

n)  das  Produkt  der  d  rei  vom  Mittelpunkt  des  innern  Be* 
rttfarnngskrelses  nach  den  Ecken  gesogenen  Linien,  7); 

o)  das  Produkt  der  drei  vom  Mittelpunkt  des  Innern  Be- 
rübrungskreises  nach  den  Mittelpunkten  der  äussern  Be- 

rühruug6krei6e  gezogenen  Liiiieu,  ö); 

p)  die  Quadratsamme  der  im  vocigen  Sats  geMnnlen.  Li- 
nien, 8); 
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Böhlen:  Veätr  dU  Dreiecke, 


q)  die  Qnadrateamme  der  die  Mittelpunkte  der  äusseren 
Berillirangsiffeifie  verbindenden  Linien,  9). 

r)  Der  Huhendurchscbnitt  der  Dreiecke  bewe^  sich  auf 
einem  Kreis,  dessen  Halbmesser  =  R—'jlr  (^ouf#  Anoa* 
les  de  Math.  Terqueni  et  G^rooo)« 

b)  Der  Schweipankt  der  Dreiecice  bewegt  sieb  auf  elDeni 
Kreis,  dessen  Halbmesser  =:i(A<— dr). 

Diess  folgt  aus  r),  weil  der  Höhendurcbschnitt  eines 
Dreiecks,  sein  Schv^  erpuakt  und  der  Mittelpunkt  des 
umscbriebeneo  Kreises  auf  Einer  Geraden  liegen, 
welche  vom  Scbwerpnnkt  In  xwei  Tbelle  getbeUt 
wirf!  wie  1:2. 

i)  Bei  den  Dreiecken,  welche  die  Fusspunkto  der  Huben  von 
deo  im  Anfang  genannten  Dreiecken  bilden,  ist  konstant: 

aa)  die  Samme  der  Sinus  der  halben  Winkel, 

bb)  die  Summe  der  von  dem  Mittelpunkt  des  innern 
Beruhrnngskreises  nach  den  Mittelpunkten  der 
fiosseren  Berfibrangskreise  gesogenen  Linien, 

ee)  der  Halbmesser  des  vmsehriebenen  Kreises. 

dd)  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  bewegt  sieb  aof 
einem  Kreise,  dessen  Halbmesser  =  *r. 

ee)  Der  Mittelpunkt  des  Inneren  Berfibrnngskreises 
bewegt  sieb  auf  einem  Kreise,  dessen  Halbmes- 
ser =12- 2r.  ! 

ff)  Die  MlttelpUTike  der  äusseren  BeriihruiigskreiB*; 
bewegen  sieb  auf  Einem  festen  Kreise. 

Um  diese  seebs  SStze  zn  beweisen,  nehmen  wir  au»  in> 
Dreiecke  ABC  seien  AD,  BE,  CF  die  drei  Höhen,  welche  sich 

In  P  sebneiden,  so  Ist  Winkel  AssW--^.  ßesW-^y 

F  B  ' 

C=:90^—  2 '  cosil  =:sin7^-  u.  s.  f.,  somit  folgt  aa)  aus  d).  Die  | 

in  bb)  genannten  Linien  sind  zu{;leich  die  oberen  Abschnitte  der 
Höben  im  Dreiecke  ABC  (h).   Der  Halbmesser  des  um  DEt 

R 

beschriebenen  Kreises  Ist  gleich       und  sein  Mittelpunkt  liefl  ; 

in  der  Mitte  der  Geraden   OP.    Hiemit  vTäre  also  cc)  und  dd)  j 
erledigt.    Der  Mittelpunkt  des  in  ee)  genannten  Kreises  ist  P 
(siebe  r)).   Die  Mittetpuakte  der  in  ff)  genaanten- Kreise  fiio^ 
Ap  Bf  C* 
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lO  Boi  dflD  OreieckM,  welche  die  Mftielpiiiikte  der  Sneeeren 
BerOhrungflkreiee  von  dem  im  Aafeng  diaeee  Sateee  ge* 

oannten  Dreiecken  bilden,  ist  konstant: 

aa)  das  Produkt  der  Goainas  der  Wiakel«  a); 

bfo)  die  Qaadratsomme  der  Coalnue  der  Winkel,  b); 

cc)  die  Quadratsumme  der  Sinus  der  Winkel,  c); 
dd)  die  äumme  der  Cosioiis  der  doppelten  Winkel,  d). 

Wenn  nSmlrch  {jiHK  ein  solches  Dreieck  ist,  so  haben  wir 

6=3900^1*  B^W-^,  K^W-^f  also  aiii|:=coe6tLs.f. 

* 

ee)  der  Halbmeaaer  and  die  Lage  des  nmlieecliriebe- 
nea  Kreiaea* 

Man  denke  sich  das  Dreieck  DEF  so  beweg* 
lieh,  daae  sein  umbeecbriebener  Krela,  dessen 

R 

Halbmesser  s=  -g  und  dessen  Mittelpunkt  in  der 

Mitte  Ten  OP  ist»  wie  auch  sein  etabeschrie* 
bener  Kreis,  dessen  Centrom  P  ist,  fest  bleiben, 
so  moss  auch  der  Punkt  O  oder  der  Mittel- 
punkt des  um  ABC  beschriebenen  Kreises  fest 
bleiben,  und  sein  Ralbmesser  R  konstant  il, 
C  sind  aber  die  Mittelpunkte  der  äusseren 
Berührungskreise  des  Dreiecks  DEF, 

f)  Das  Produkt  der  ebern  Abschnitte  der  Hühen,  aa); 

gg)  die  Quadratsumme  dieser  Abschnitte,  bb); 
hb)  das  Produkt  der  unteren  Abschnitte  der  Höhen,  aa); 
Ii)  das  Produkt  der  Mittellothe,  ff); 
kk)  die  Quadratsumme  der  Mittellothe,  gg). 

Man  ba^  mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen: 

^P  =  2A;co8^,  i?P  =  2ßcosB,  CP=2Rco8C; 

DPs3J2eesFcosC  £P=s:2i2co8iieosC,  FPss^eonAcMB. 

Hieran»  wird  man  sich  die  vorhergehenden  fünf  Sätze  er- 
klären können,  wenn  man  wieder,  wie  bei  ee),  annimmt,  dass  bei 
dem  Dreieck  DEF  der  ein-  und  umbeschriebene  Kreis  kon« 
itant  bleibt 

U)  Der  Huheudurcbscbnitt  dieser  Dreiecke  ist  unbe- 
wegücb. 
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mm)  Oer  ScfcwMpanl:!  Ist  «bcaialls  anlMwegfidi. 

nn)  Die  Mitten  der  Seiten,  die  Fusspui>kte  der  Höben 
und  die  Mitten  von  den  oberen  Abschnitten  der 
Höben  bewegen  sich  auf  Einem  festen  Kreia. 

Wir  denkeD  uns  wieder^  dass  aleh  Dreieck  DEF  so  bewege,  , 
dass  sein  ein*  uad  ambeaolirlebeotr  Krala  fest  bleibe,  so  sind 

____  \ 

die  Punkte  P  und  O  unbevreglieb  naeb  ee)»  P  ist  aber  der  Ho.  • 
bendorchscbnitt  Ton  ABC.  Der  Schwerpunkt  #  von  ABC  liegt  I 
auf  der  Linie  PO,  und  zwar  80,  da£s  Ps=.''10s  ist,  mitbin  ist 
auch  s  fest.  Der  bei  nn)  genannte  Kreis  hat  sein  Centrum  io 
der  Mitte  von  OP  und  ist  der  umschriebene  Kreis  von  DEF. 
Endlich  sind,  wie  schon  bemerkt,  A,  ß,  C  die  Mittelpunkte  der 
äusseren  Berubrungskreise  des  Dreiecks  DEF. 

Hiernach  modificiren  sieh  die  „Ueboegsanlgabeii  flBr  Sehüler 
Bd.  XXXVI.  Nr.  XIV.  Seite  186",  welche  Ich  hiermit  sorOckoehme, 

da  sie  auf  der  Voraussetzung  beruhten,  dass  bei  den  fraglichen 
Dreiecken  der  Umfang  kontitant  sei,  welche  V  oraus^etzuiig  sich 
als  unrichtig  erwiesen  hat 


VIII. 

Zur  Theorie  des  Polarplanimeters. 

Von 

Herrn  Johann  Liehlein y 
A«tUtmlen  der  matheniat.  Lehrkanzeln  am  Poljlechnikom  so  Prag* 


Bei  dem  allgemeinen  Interesse,  welches  in  neuester  Zeit  die 
Einführung  der  Planimeter,  sowohl  des  auf  das  System  von  Pa- 
rallel-Coordinateo  gegründeten  vom  Ingenieur  Wetli,  als  auch 
desjenigen  von  A ms  1er,  weichem  das  System  der  Polar «Coor 
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■ 

dinaten  zu  Grunde  liegt,  aHenthalbdii  gefunden,  ist  es  flBr  den 

praktischen  Unterriebt  von  Wichtigkeit,  eine  Theorie  aufzustellen, 
welche  zum  Vortrage  an  höheren .  «Schulen  sich  eignen  dürfte. 
Namentlich  ^ilt  diess  von  dem  Amsler'schen  Planimeter,  welches 
nach  den  bisher  aufgestelltei)  allerdings  richtigen  Theorien  doch 
eine  IMenge  von  Hilfslinien  und  minutiösen  Constructionen  an  der 
Tafel  erfordert,  wodurch  bei  dem  Schüler  der  Grundgedanke  des 
Ganzen  häufig  verloren  geht.  Ich  erlaube  mir  nun,  im  Folgen- 
deD  swei  neue  Ableitungeo  der  Endformel  vorzulegen,  von  de- 
nen besonders  die  letztere  wegen  ihrer  Einfachheit  dort,  wo. 
die  ScfaOler,  wie  an  unseren  polytechnischen  Schulen»  in  die  neuere 
Geometrie  eiogef0lirt  «ind»  inm  Vortrag  sicli  eignen  därfte. 

Verbindet  man  zwei  Gerade  Aa  und  PO  {Tai.  Vli.  Fig.  1.) 
derart  nyit  einander  ,  dass  Aa  um  PO  im  Punkte  O,  das  ganze 
System  aber  uni  den  fixen  Punkt  P  drehbar  gedacht  wird;  so 
ist  die  algebraische  Summe  der  von  A  in  jedem  Momente  oor- 
nal  gegen  Aa  zurückgelegten  Wege  unter  der  Voraussetzung^ 
dass  der  zweite  Eckpunkt  a  eine  geschlossene  Fignr  vollständig 
nmfilbrt»  bios  abhängig  von  den  Dimensionen  aO^m,  OPsssn, 
OA^p  und  der  FIfiebe  der  umfahrenen  Figur.  —  Um  dies  dar- 
snthoii»  sei  P  der  Pol  eines  beliebigen  Polarcoordlnateosyeteme, 
beseicboe  man  mit  u  und  e  die  Coordinaten,  weiche  sich  auf  die 
SU  uinfabrende  Corve  bexiehen,  mit  ^  und  9  die  Coordinaten» 
weiche  der  von  .A  beechriebenen  Curve  aogebSren»  mit  9  den 
Winicel,  welchen  die  in  A  an  die  Curve  AS  gezogene  Tangente 
TTi  mit  der  gegen  Aa  normalen  Geradtn  MN  «inscbliesst,  end- 
lich mit  a  den  von  der  Tangente  TTi  mit  <!em  Leitstrale  AP 
gebildeten  Winkel.  Der  Kürze  wegen  werd(*  überdies  ^PAa 
durch  l  und  ^PaA  durch  /  bezeicfanet.    Man  bat  zunäciist: 

und 

1)  cos  d  SS  cosasin  l — cos  itsln  o. 

Für  den  Winkel  a  gilt  die  Gleichung 

1  dg 

aus  welcher  man 

cos«     sina  1 
dg  *~  ifd<p  ~  de  * 

und  hieraus 
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3)  aiii«=:^^  and  ^0««  =  ^ 

ableitet,  wobei  da  das  von  A  beschriebene  Bogenelement  bedeo* 
tet*  Die  Gleichoog  1)  liefert  nao  mit  Berfficksiehtigitng  der  eben 
gefimdenen  Werthe: 

4)  da  CO»  6^  dg  sin  X — ffdg>  cos  iL 
Im  Dreiecke  APa  ist 

6)  ^sinissüsiDy 
und 

6)  ^  =  1800. 

DitEnrentiijt  man  die  Gleichung  6)  nnd  berieksiehtigt,  dass  ver* 
ni5ge  derlSleicliung'6) 

dl  =  dv  —  dy — dfp9 

so  findet  man 

D 

dQ%\fk  X'^geMldfp  =  «27(9  eosA  -|-  ucosy)  —  QdvttmX^duiAny, 
Es  Ist  aber 

^co8>l -f  ucosy  =  m -f  ^cosA=:in-t-p-^ttC08y 
und  mit  Zabilfenabme  der  Gleicbong  4): 

$    d9  cos  d  =  (m  -f  p)dy —  (nt  -|-  p)dv   udt  cos  y-^du  sin  y. 
Setzt  man  noch  tür  coBy  den  au«  dem  Dreiecke  POa  resultiren- 
den  Werth   4^^^  »  so  findet  man  als  gesnchten  Aosdracks 

<{scosd  =  (m -I- p)dy^ (m«  +  2fii/i + v?)'i'd»my  +  ^  . 

Beseichnet  man  mit  F  die  gesocbte  Fläche  der  nmfahrenen  Fi* 
gnr,  so  liefert  die  Integration  der  ' Gleichung  9)  entweder 

F     .            /m*  +  2/iiö  +  »«\  F 
—    oder    —  n;  (  '  J  +  —  > 

jenacbdem  der  Pol  innerhalb  oder  au8serhaljj  der  Figur  angenom- 
men wird.  —  Auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung 
kann  man  die  Gleichung  9)  erhalten. 
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Man  betrachte  (Taf.  VII.  Fig.  %)  zwei  unmittelbar  auf  einao* 
der  folgende  Lagen  de«  Systems,  ziehe  die  Leitstrahlen  Pa  =  u 
•nd  Poi^u-^du,  ^iV senkrecht  auf  An  und  PQ  parallel  MN,  und 
projiciro  die  gebrochene  Linie  BaPoiA'  taf  MN.   Man  eihält: 

.  l) 

A'B  s  Bn.eosW-^apLeoBÜMIf^-k^yHPi^.  cos  QPa^  ^aiA^.  cimBA%  . 
Uebereinetimmend  ait  der  früheren  Bezeichniing  ist: 

A*B  =  ciacos  6f  A'üi  =  Aa  =  m  -f 

Helsst,  wie  frfifaer,  y  der  Winliel  OaP»  so  wird  man  den  ITVin 
kel  O'a'P  mit  /H-^X  beseichnen  mOssen.  Ferner  ist 

^aPxi  SB  e> 

daher 

^aPa'  =  dv,  ^QPa'=90P—y^dv, 
^  BA'a*  =  laO«»—  (y  +  dy)  -  QPa'  =     -  (4<r-  <fs)* 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Werthe  übergeht  nun  1)  in: 

dacos  ä  =  —  tf  sin  y  -f  (tf    du)  sio  (y  -|-      4-     -f    ^in      —  c^f)* 

Wenn  man  die  angezeigten  Operationen  verrichtet  und  die  uii- 
iridlich  kleineu  Glieder  zireiter  Ordnung  vernachläsiäigty  ao  er- 
hält mau  : 

I  döeamd  =  «clecos y  -f  du  sin  x  +     -f-  pXdy  —  ^s) , 

H-elche  Gleichung  mit  der  Gleichung  H)  der  ersten  Ableitung  iden- 
tisch ist.    Setzt  man  also  aneh  hier  wieder  statt  cosy  den  Werth 

—  ,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung  9) : 

1  -  d  '  \  '^d 

iltf eosd  =  (tt-f  p)ily—  2^  (m«  -|-  2»|>  +     +  ^  • 

Das  so  elien  theoretisch  begründete  Princip  liegt  dem  neue- 
stens  von  Star  che  in  Wien  konstruirten  Planimeter  an  Grande; 
welches  übrigens  ganz  dasselbe  ist«  anf  welches  schon  vor  Starcke 
der  Schweizer  Herr  Anisler  ein  von  Ihm  erfordenes  Planime- 
ter basirte,  und  in  der  Vierteljahrsschrift  der  naturfor- 
sehenden  Ge&elUchatt  iu  Zürich  1856.  1.  Jahrg.  1.  Heft 
«uätübrlich  beschrieb. 

Anmerkung.  Ans  der  Gleichung 

Thcil  XXXVUI.  10 
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ctffa  =  -  j— 


folgt  elgmiitwb 


uod  hieraus: 


Ffir  die  in  Taf.  VII.  Pig.  1.  angenomniMe  Lage  iat  aber  von  dem 

doppelten  Zeichen  da«  ohere  zu  wählen.  Es  ist  übrigens  klar, 
dass  auch  för  jede  andere  Zelchencomhirtalion  die  Gleichung  9) 
resultirt,  sobald  man  nur  den  Winkel  6  immer  in  demselben  Sinne 
läblt. 


Das  Integral  / V  a*— or^cLr  im  Zusammenhang  mit  ande 

ren  ähnlichan« 

Von 

Herrn  Fischer^ 
Gymnasial- Oberlehrftr  in  iCf»m|ira. 


Anknüpfend  an  die  Bemerkung  des  Herrn  Herausgebers  fiber 

eine  einfache  Losung  des  Integrals  yV  a* — x^dx  pag.  363.  des 
vorigen*)  Heftes  (.37.  Theil.  3.  f^eft)  des  Archivs,  mochte  auch 
folgende  Tjösung  dieses  h)tf  i^rals,  welches  nur  mit  anderen  ähn- 
liehen bei  einer  Arbeit  über  die  Concboide  häufig  vorkam»  nicht 


**)  Ich  huoe  dtis  Wort  „voriges'*  «toben»  iini  erkennen  zu  ianMen, 
daas  der  Herr  Verf.  «eineo  Auftati  unmittelbar  nach  meiner  Mittliei* 
long  geschrieben  hat. 
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ohne  Interesse  s<  in  ,  indem  sugleicb  mit  der  Losnog  dieses  Inte- 
grals eine  einlache  Lösung  einer  Gruppe  anderer  eieh  ergibt. 
£s  ist: 

Nun  ist»  weoD  man  x  —  av  setxt: 


/dw      _  n      adv      _      dv  _ 


also; 


(1)  /  .  /^-^  5  dx  =  a*.  arc  sin  f » 

üm  nech  das  zweite  Integral  zu  iie^timnien,  setze  man,  die  Form 
Termutbend: 

* 

ond  erhSlt  differenzirend : 

«  ^ 

aß      ,  Ax'hix    Sit 


oder  • I 

Setzt  man  -4  =  *,  Ä  =— ^,  so  wird  die  linke  Seite  der  Glei- 

ehnag  der  reehtdn  identtseh;  es  wird  daW,  wenn  man  dieee 
Werllie  ie  Gleiclieag  (S)  einsetit? 

oder,  ßr  letzteres  Integral  den  gei^fidenen  Werth  gesetzt: 
Ans  (1)  and  (3)  folgt  nun: 


10' 
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da? 

V 

■    ^      r  zurückgeführt«  so  wie  an  oben  geuaunter  Stelle 
diese  beideo  auf  f\^  a*^-aßda:  gebraeht  sind.  Aehalieb  wie  oben 
77====, .  läaat  aich  noo  aach  /  ■  ^  ,     -  und  aberbanpt 

^     ■  ein&efa  aaflOaen. 
Va*-a^ 

Es  sei 

ao  iat  ddreb  Differeoiiatlon: 


aar  H  ■  Uj:  +  C 


Va*-a^       ^  Vi?^  "^^VSÜISi 

oder 

Setzt  man  hierin 


so  wird  die  Unke  Seite  der  Gleichung  der  rechten  U 
iat  daher,  wean  man  dieae  Wertbe  in  Gleicbaag  (4)  einaetat: 

y^^—  4^  i .  ia«a:)  V^T«  +  i .  la« .  arc  sin  |. 

Ebenao  findet  aieb«  «renn  maa 

setzt: 
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■ 


/l  ,    1.5  .  ,    1.5.3  ^  \^r-^  i  .  1.5.3  .      ,  x 

und  allgeneiii  die  bekannte  Formel : 


a  +  /3  =  n— 1. 

So  wie  aaf  forstebende  lotegralformeoj  iässt  sich  auch  obige 

SO  wie  auf  die  Form  /  aDweoden,  und  es  möge  die 

AaflSsoog  des  ersteren  Integrals  bter  ooeb  einen  Pinta  ^finden. 

/xdx 
v>  ^        ergibt,  wenn  man 

o* — 5=  «  setzt,  wo  dx  SS — r-  wird :  . 


Ferner  setze  man: 


und  erhält  durch  Differenasireo: 


Via«— a?«       Vfl«— o:»  Va*— 0?« 

oder 

= — a^^r«  +  (2^a* — Blx. 
Dieser  Gleiebung  wird  gentigt»  wenn 

ist;  man  efb&it  also; 
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f 


äe^t  mao  noch  • 

WO  dann  durch  Differenziren 

V ;   

oder 

wird*  00  muso 

sein,  mid  es  ergibt  sich  dann: 

So  fiodet  sich  einfach  die  allg;emolDe,  auch  sonst  bolcanote  Fonnci: 

0-f /}ssil.. 


» 
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Schreiben  des  Herrn  Professor  und  Director  Doc- 
tor  Strehlke  in  Daniig  an  dan  Umaigelier. 


Herr  Professor  und  Director  Strehlke  hat  mich  in  einem  «ehr 
freundlichen  Schreiben  tuiu  16.  Februar  1862  dtiran  erinnert,  das«  er 
schon  im  Jahre  1827  in  Cr  eile's  Journiii  T  Ii  1.11.  alch  mit  dem  darch 
lirei  Punkte  eines  Kegelschnitts  ^ele«rten  Kreise  beschäftigt  habe,  und 
hat  mir  darüber  folgende  lehrreiche  Mitlheitnns:  ^'emacht,  die  ich  mich 
freue  «Uii  Lesein  den  Archivs  vnrlep^en  /u  köttiien.  Bei  meinem  Aufsätze 
uljer  d<-aseilien  GegcnsUmd  in  Tbl.  XXXVII.  Xr.  X.  S.  255.  war  mir  vor- 
züglich die  Beziehun;^  dieser  kleinen  Untersnchung^  zu  der  Bestimmung 
de«  Krümmungshalbiiiessers  der  Ellipse  interessant.  Ich  empfehle  den 
Lesern  die  folgenden  BenerkiiHgeii  des  Herrn  Director  Strehlke  recht 
sehr  sor  ßeacUtaog.  G. 

Nennt  man  die  Coordlnaten  des  MittelpoDktes  jenes  Kreises 

p  ufkd  ^,  wo  p  Abscisse,  q  Ordinale,  so  ist: 

])  FOr  die  ßllipse»  wenn  xssacwß,  y=6sln0: 

(a»-6«)      (6  +  6')      iß'  4  6^)     ie"  +  8) 
g  -2 — j — -  sin  — sin  — j — sin  — ^  —  • 

(aS-6«)      (g  +  B')     ie'-ve")  tf) 
— -     eos— 2^-cos — 2- cos — j  

In  dem  Programme  des  CSl  Iniseben  Gymnasiums  in  BerÜn 
rom  Jahre  1832  habe  icb  für  den  Radius  des  genannten 
folgenden  Aosdrock  gege^^en: 


(«Hin  W  +      + Ä*eos«« + «')«) 
X(a«sln«a*  +  6)*  +  6«eosKö^  +  Ö)>). 
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Man  gelangt  an  diaaem  Anadrncke  fUr  r  anch  leiebt  dnrch-gea- 
metriacho  Batracbtnngen* 

Ist  in  einem  Halbkreise  (Taf.  VII.  Fig.  3.)>  dessen  Radius  =a» 
NCem  conjogirter  Durchmesser  zu  CM,  der  Halbkreis  auf  eine  Ebene 
orthagrapbiacb  projicirt»  die  mit  dar  Ebene  dea  Halbkreiaea  einen 

Neigungswinkel  bildet,  dessen  Cosinus  =  -  ,  so  ist  die  Projection 

dea  Halbkreiaea  auf  die  letate  Ebene  eine  Ellipse  mit  den  Uaib- 
azea  a  und  6.  Die  auf  2a  aenkrecbten  ÜfP  nnd  •iVP'  aind  as\n$, 
acea6t  CPs=acoa6,  CP'ssaaind,  wenn  ^MCP^6.  In  der 
Projection  bleiben  CP  und  CP'  ungefindert»  aber  ilfPwird  =6aiQ0 
und  NP  s6eoad.  Nnn  aelen  ÄD^^  eine  Kreiaaebne  (deren 
Mitte  B)  senkrecbt  auf  CM^  a*  und  b*  die  Projectionen  von  CM 
and  CNy  2z'  von  2z,  so  bat  man  wegen  des  Parallelismus  von 
22'  und  b' : 

Werden  awei  andere  Sebnen  im  Kreiae,  die  mit  2z  ein  Dreieck 
bilden,  durch  %t  und  2ti,  die  Projectionen  durch  2f ,  2»',  dieent* 
sprechenden  conjugirten  Halbmesser  durch  b"  und  U"  bezeichnet, 
so  hat  man  in  gleicher  Weise: 


2te'  = 


a 

2«.A* 


Da  der  Radina  r  dea  dorcb  die  drei  Pnnkte  jeden  Sebnendrelecki 
gelegten  Krelaea  bekanntlich  dem  Producta  der  -  drei  Sebaea« 
dividirt  durch  die  Tierfacbe  Fläche  f  dea  Dreiecke  glelehkomnit, 
ao  iat: 

2z,2t.i>u.b\b''.b"' 


Da  f^  =  -i'%  wenn  F  die  Fläche  des  Sehuendreieck»  imKreise, 
aberdleaa  im  Kieiae 

6'. 6". 6« 

Wenn  die  Coordinaten  der  drei  Punkte  Im  Umfange  der  Ellipse 

durch  acosO,  6  sin  6;  acosö',  6  sin  6';  acosd",  6 sin  6*  hezeich* 
net  werden,  so  sind  die  Coordinaten  der  l^ndpunkte  der  die  Seb- 
nen halbirenden  Halbmesser  im  Kreise  aco8i{$-^ß'),  amniiSiS') 
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B.  8.  %v.,  die  entsprechenden  Coordioaten  in  der  Ellipse  acc»si(6+Ö'), 
bBiniiß\B')  U.S.W,  und  deshalb: 

6**  =  a«sio  «e*         +  6«co«  JCd*  +  ö")'» 

woniui  die  Riebtigkeit  des  oben  gegebenen  Anedruebe  Air  r  er- 
bdlet 

2)  Werden  im  Umfange  der  Hyperbel  die  Coordinaten  der 

ü  Q  O, 

drei  Punkte  durch   — 6tang6;  6tangd';  — 

b\mg9^  bexeiebnet,  so  erbÜt  man: 

(a*  +  6*)ew  - — 2  — 5  5 — 

^  ~  6cös6cos6'cos6''  * 


(a*  +  co8^ — 2""^  — 2 —  — 2 — ^ 
a  cos  ^  cos  ^  cos  6" 


r  = 


X(a«eitti(^'40')*'l>ft*€eeK^'  H^)«) 

X(a»sini(Ö"  +  6)^  +  A«cosl(r— Ö}*) 


a6  cos  6  cos    cos  6" 


3)  In  dem  Umfaii<!^e  der  Parabel  seien  die  Coordinaten  der 
drei  Punkte       Vma;  a' ,  yma' \  a" ^  ynia  "\  dann  tindet  man: 


I 
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Ueber  die  Krummungsliiiien  des  CUipsoids. 

Vao 

Herrn  Doctnr  Otto  Böhlen 

Sil  Suis  a.  \.  IUI  Küiii^reicli  Wurieiuberg. 


In  einer  Abbaitdlnng  M^eber  ephitiffche RegeUehnitte^ 
in  der  Zeltscbrift  von  SchlSmilcb«  Cantor  und  Kabl  hat 
Herr  Dr.  Heilermann  mebrere  aehOne  Sitae  angegeben,  welche 
aicb,  wie  fiberhaafit  viele  Sfttze  Ober  ephiriaebe  Linien,  nach  der 
Methode  von  6a naa  auf  beliebige  FlSchen  übertragen  laaaen,  von 
denen  hier  aber  bloss  eine  Anwendung  auf  die  Krunimun^slinieu 
des  ElUpsoids  gemacht  werden  müge.  lierr  Dr.  H eiler m an o 
bedient  sich  zur  Begründung  seiner  Sätze  der  sogenannten  Axen- 
Coordinaten  von  Cud ermann  nach  dessen  annU  ti.<;cher  SphSrik. 
Um  zu  zeigen,  in  welcher  nahen  Verwandtscbalt  letztere  zu  den  ?e 
wnhidichen  rfichtwinkligen  Coordinaten  der  Ebene  stehen,  tjehnien 
nir  in  einer  Kugel«  deren  Mittelpunkt  O  ist,  drei  zu  einander 
rechtwinklige  Halbmesser  OA,  OB,  OC  an.  Durch  C  legen  irir 
eine  Tangential- Kbene  an  die  Kugel,  welche  von  den  Ebenen  OAC 
und  OBC  in  den  Geraden  CX  und  C¥  geschnitten  wird.  Es 
aei  M  ein  beliebiger  Pnnlit  in  der  Tangential -Ebene  und  meine 
feebtwinkilgen  Coordinaten  hinaichtiicb  der  Axen  CÄ  nnd  CY 
aeien  s  und  jf;  aiebt  man  nämlicb  MD  aenkrecht  anf  CX  nnd 
ME  aenbreebt  auf  CF,  ao  lat: 

CDz=ix   und  C£^jf. 

Die  Linie  OM  schneidet  die  Kugel  in  m;  die  HaaptkreUe  Bm 
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und  Am  treffen  verlängert  die  UauptkreUe  CA  and  CB  in  den 
Punkten  d  und  e;  die  trigonometrUeben  Tangenten  der  B(Sgen 
Cd  and  Ce  nennt  Gadermann  die  Azen-Coeräinaten  des  Pank- 
tos  es  ist  leicht  aa  seken«  daos  die  Punkte  Mm,  Dd,  OB 
in  einer  Ebene  liegen«  wie  aueb  die  Punkte  Mm,  Ee,  OA,  dase 
femer  D  und  E  in  der  VerlSngerung  der  Halbmesser  Od  und  Oe^ 
lad  eonat 

x  =  tg  Cd   und  ^  ^  tg 

die  Azen-Goerdlnateii  ven.  m  sind. 

Wir  wollen  nan  annehmen,  der  Punkt  4f  bewege  sich  in  der 
Tangential  -  Ebene  XCY  in  einer  Curve,  dere^  geradlinige  Coor- 
dinaten,  binsicbtllcb  der  Azen  CX  und  CY,  se  und  $f  sind  und 
der  Gleiebung  '  , 

genügen;  so  bewegt  sich  der  entsprechende  Punkt  m  auf  derKu* 
gel  auf  einer  spftrjseben  Cur?e»  deren  Gleiebung  in  Asan-Ceor- 
dinaten  ebenfalls 

ist  Speaielle  Fälle  sind  folgende: 

Wenn  m  sich  in  einem  Hauptkreise  bewegt,  so  durchläuft  M 
eine  Gerade,  also  ist  die  Gleichung  erbten  Grade/s 

die  Gleichung  Irgend  eines  Uauptkrelses  InGudermann's-  Azen- 
Geerdlnaten.  Setaen  wir  In-  1)  der  Reihe  nach  |f  und  dp  =0»  so 
ergeben  sieh  die  Wertbe  jtss^  und  fiBr  die  DarcbschnItte 
der  Linie  1.  mit  den  Azen  CA  und  CB, 

Wir  wollen  zweitens  annehmen,  m  durchbufe  einen  sphäri- 
sehen  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  so  wird  ^  in  der 
TVngeotlal*  Ebene  eine  Glllpee  (Hyperbel)  beschreiben,  deren  Glel* 
cbnng 


somit  auch  diejenige  des  sphiriseben  Kegelschnitts  ist,  dessen 
Mittelpunkt  C,  und  zwar  In  Azee  -  Coerdlnaten.  Um  die  Glel- 
ehong  eines  den  sphärischen  Kegelschnitt  2)  berflhvenden  Haopt- 
belses  In  AzeQ«Gee|NliQaten  au  ermitteln«  bedienen  wk  uns  fet- 
gendeo  Lehrsatiee: 
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Bs  Mi 

dio  -Glcieliaig  eiiMr  Cnrv«  in  eiiMr  Ebene,  und 

diejenige  einer  Geraden.  Soll  letztere  die  CurFO  schneiden  im 
Punkte  (jc,  y),  so  muati  »eiu : 

«F  +  iy+«  =  0  oder  a(x«-u)-|-6(^^o)  asO. 

Seil  die  Gerede  die  Canre  berUbren,  oder  eeeb  noch  den  Punkt 
i2dPty-f  ^y)       ihr  gemein  haben,  ao  ist: 

oder 

adai  +  bdy  =  0. 

Daher  lat  die  Gleichang  der  durch  den  Punkt  gehenden 
BerUhrangallnle  der  Curve  ^(d?,y)=sO: 


ar— t)=;7-(a:— II), 


wo  der  Differenfinleoel&clent  ^  aua  der  Gleiehug  der  Curve 

bestimmt  wird. 

Diene«  Verfahren  int  allgemein  gfiltig,  es  mGgen 
die  Cnrven 

ip{x9 y)  =  0  und  au-^bv-^  eszO 

a  u  f  e  i  Ii  e  r  h  e  1  i  e  b  i  ^  e  ri  Fläche  i  i  e  g  e  n  u  n  d  d  i  e  C  o  o  r  d  i  ii  a  t  e  ii 
m,  f  sich  auf  ein  Coordinatensystemirj^end  welcher 
Art  beziehen.  Der  beweis  davon  liegt  ganz  einfach  in  der  Be- 
trachtung, dai!is  die  Gurren  die  Punkte  (a^  ff)  und  {x+dx,  y-^dy) 
gemein  haben  sollen,  um  sich  au  berühren,  und  weiter  spricht  nneh 
das  obige  Verfahren  nichts  aus.  Es  ist  8omit  unabhängig  von 
der  Matur  dea  betreffenden  Coordinatenaystema.  Wenden  wir 
diesen  Sata  auf  die  Axen •  Coordlnaten  Gudermanns  an,  ao 
finden  wir  sogleicb,  dass 


die  Gleichung  des  Hauptkreises  ist,  welcher  den  sphärischen 
Kegelschnitt 
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im  Punkt      ^f)  berührt. 

Wir  irolleo  nuiij  iDdem  wir  die  gleichen  Bachstaben  mit 
Stricheo  ▼ereeheo  gebrancbeo,  annehmen »  O'il'»  O'B^,  O^O  seien 
die  greeite,  mittlere  and  kleine  Halbaxe  eines  Ellipsoids,  dessen 
Mittelpunkt  O'  Ist.  O*^'  sei  parallel  OA,  O^B'  parallel  OB, 
QfC  parallel  OC  Der  Punkt  m*  des  EUipsoids  entspriebt  dem 
Pnnkt  m  der  Kugel,  weil  die  durch  m'  gehende  FlScheo- 
normale  des  EUipsoids  paraliel  dein  Kugclhaibniesser 
Om  i«t.  Die  Ebene  0'B'm\  welche  demnach  parallel  der  Ebene 
de«  Hauptkreises  OBm  ist,  schneidet  den  Haiijjfschtntt  OA'  des 
EUipsoids  in  df\  s/)  sind  die  Punkte  d'  und  d  gleichfalls  ent- 
sprechende, Ul  li  du!  liurch  d,  uehende  Flächeonorniaie  des  EUip- 
soids parallel  dem  Kugelhalbmesser  Od  ist;  die  trigonometrische 
Tangente  des  Winkels  zwischen  dieser  FlächennormaJe  und  der 
Axe  O^O  ist  also  =  x,  Ebensh  schneidet  die  Ebene  O'A'mf, 
welche  parallel  der  Ebene  des  Hauptkreises  OAm  ist,  den  Haupt* 
sebnltt  OB  des  EUipsoids  in  e*\  die  Punkte  e'  und  e  sind  aucb 
eotspreebende »  weil  die  durch  e  gehende  Flächeonormale  des 
EUipsoids  parallel  dem  Kugelbalbme$ser  Oe  ist;  die  trigonome- 
tiiscbe  Tangente  des  Winkels  smschen  dieser  FISebennormale 
und  der  Axe  0*0*  Ist  somit  Die  GrSssen  m  und  y  neu* 
neu  wir  nun  Coordiniftten  desPunktes  auf  dem  EUip- 
Bold;  die  Hauptschnitte  OAf  und  OB*  sind  die  Coor- 
dinatenaxen.  Bewegt  sich  der  Punkt  m*  auf  einem  Centralschnitt 
des  EUipsoids,  so  sind,  einem  bekannten  Satze  zufolge,  alle  durch 
m'  gehenden  Fiäcbennormalen  des  EUipsoids  Ciner  Ebene  parallel, 
der  entsprechende  Punkt  m  auf  der  Kugel  durchläuft  also  einen 
üauptkreis,  mitbin  ist  die  Gleichung  von  m*  in  unsern  Koordinaten : 

Setzen  wir  hier  der  Reihe  nach  fi'  und  =  0 ,  so  ergeben  sieb 
die  Werthe  =  a  und  y'  f&r  die  Coordinaten  der  Durcb* 
wboiltspunkte  der  Linie  4)  mit  den  Axen  CA*  und  OB^^ 

Wir  wollen  lerner  annehmen,  m  durchlaufe  auf  der  Kugel 
einen  sphärischen  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  iu  Axen«Coor* 
dinaten 

iit,  so  bewegt  sieb  der  entsprechende  Punkt  m'  des  EUipsoids» 
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wobei  also  stets  angenommen  wird,  dass  die  durcb 
m'  gehende  Fl  ;ic  h e n  norm al e  des  Elilpäoids  parallel 
dem  Kugelbaiii  III  esser  Om  ist,  auf  einer  Krümm  ungslinie, 
deren  Gleiciiung  somit  nach  den  von  uns  genäbiten  ellipsoidi- 
schen  Coordiuaten 

ist.  Die  Krümmung8linie,  deren  Mittel{n)nkt  sehneidet  die  Haupt- 
schnitte  CA'  und  (^'li'  des  Ellipsiods  in  zwei  solchen  Punkten, 
dass  die  trigonometrischen  Tangentender  Winkel,  welche  die  durcb 
sie  gebenden  Flächennormalen  des  Eüipsoids  mit  der  Axe  0*0 
bilden,  gleich  a  und  ö  sind;  diese  Winkel  nennen  wir  die 
Halbaxen  der  Kr ümmuogslinie  5).  Durch  jeden  Punkt 
eines £11  ipsoids  geben  swei  KrOmmangsiinleD,  die  Eine 
mit  zwei  realen  Halbaxen»  die  Andere  mit  eioer  Realen 
nnd  einer  ImaginSren  Halbaxe.  Die  CHeiehniig  des  Central- 
sebnitts,  welcher  die  Krfimraangslinie  6)  Im  Punkt  (x*,if')  be- 
'  rfibrt,  Ist  In  unseren  Coerdinaten  u  und  v; 

*  Zwei  Curven  auf  dem  Ellipsold  und  der  Kugel  entsprechen 

einander,  wenn  die  durch  die  erste  Curve  gehenden  Plficbenner- 
malen  des  Ellipsoids  einzeln  parallel  den  nach  der  zweiten  Curve 
gezogenen  Kugelhalhnies.sein  sind.  Wenii  q3(,:r, ^)  —  ü  die  Glei- 
chung der  sphärischen  Curve  in  Axen-Coordinaten  ist,  so  ist  die- 
jenige der  ('i)t Sprecheoden  ellipsoidischen  Curve  in  unseren  Coer- 
dinaten ebenfalls 

g>(«',y)=0. 

Schneiden  sich  zwei  Turven  auf  der  Kugel  unter  dem  Winkel 
ff,  so  schneiden  sich  ihre  entsprechenden  Curven  auf  dem  Ellipsoid 
so,  dass  ihre  conjugirten  Tanijenten  im  Durchschnittspnnkt  den 
Winkel  a  bilden.  Wird  daher  im  Punkt  m  ein  sphärischer  ke- 
geUchnitt  von  einem  Hauptkreis  der  Kugel  normal  geschnitten^ 
so  wird  die  entsprechende  Krümmungslinie  des  EIMpsoids  Im 
Punkt  m*  von  dem  entsprechenden  Centralschnitt  gleichfalls  nor» 
mal  geschnitten.  Einem  Systeme  von  confokalei)  spbfiriscben 
Kegelsebnitten  entsprcteben  die  beiden  Systeme  der  KrUmmangs- 
Knien  des  Ellipsoids.  Den  gemeinschaftlleben  Brennpunkten  der 
ersteren  cerrespondiren  die  Nabeipunkte  des  Ellipsoids. 

Sind  a  und  6  die  Tangenten  der  Ualbaxen  einer  Krfiromungs- 
linie  des  ersten  Systems  und  a*  und  ^  die  Tangenten  4er  Halb*' 
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axen  einer  Krümmungälinle  des  zweiten  Systems  auf  einem  Eliip- 
soid,  und  schneiden  sich  beide  Krummaogslinien  im  Punkte  {x^  ^) 
nach  unseren  Coordioaten ,  so  ist  (S.  die  oben  aogeföhrte  Ab* 
iundluDg  Ueilerniaou*«»  Formel  6.): 

und  die  Gleichung  desjenif^en  Centralschnitts,  welcher  die  Kriim« 
raungsÜDie  des  ersten  Systems  im  Punkt  (aig  y)  normal  scbneidet: 

(Formel  7)  bei  Heiler  man  d). 

Diess  sind  die  Grufidforfiiein  tür  die  CeiitraUchnitte  uitd  Krum- 
mangsUnien  des  Klltpsoids  nach  unseren  Coordinaten.  8ie  sind 
denjenigen  für  Hauptkreii^e  und  sphärische  Kegelschnitte  nach 
Gaderroann*s  Coordinaten  dnichaas  analog.  Die  vi  eitere  Ueber- 
tragiing  der  Formeln  in  de^  genannten  Abhandlung  hat  nun 
dorchaoa  keine  Schwierigkeit  mehr.  £s  mügea  aefaiieesitch  aoeh 
die|eolgefD  Sfitte  tob  Heilermao o  auf  daa  Ellipaoid  angeweodet 
weiden,  welche  sich  ohne  Einfiibrong  anderer  Namen  und  Aua« 
drfieke  ab  der  folgenden  leicht  in  Worten  wiede^ben  lassen« 
Wenn  aaf  dem  Ellipsoid  eine  begreaate  Linie  gegeben  ist»  durch 
deren  Endpunkte  die  Normalen  der  Fläche  gezogen  werden»  so 
nenne  ich  den  Winkel  beider  Normalen:  „Den  der  genannten 
Linie  entsprechenden  Normalen -Winlcel".  Die  Punkte  {x,  y)  and 
(a',;^')  der  Krümmungslinien,  deren  iialbaxen  a,  0\  a'  und  6' sind, 
heissen  entsprechend,  wenn  sich  verhält: 

Anschliessend  an  die  Methode  von  Gauss,  lassen  sich  die 
Linien  auf  den  FiSchen  in  zwei  iSysteme  (a)  und  {b)  eintbeilen*)« 
Die  Linien  des  Systems  (a)  sind  dadurch  charakteriairt,  dass,  wenn 
man  durch  ihre  Punkte  die  Normalen  der  FiScbe  zieht»  und  pa- 
rallel damit  die  Halbmesser  einer  Kugel,'  letztere  in  einer  Ebene 
liegen.  Bei  den  Linien  (6)  bilden  die  parallelen  Kugelhalbmesser 
nicht  eine  Ebene,  sondeni  einen  Kegel  zweiten  Grades,  In  dem 

*)  Ihu  Weitere  hi«rnber  wird  hoffesllieh  da  spfiierer  Animtz  de« 
Hwm  Vorfuter«  bringen«  G.  « 
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speziellen  Fall  nun,  wo  dieser  Kegel  ein  Drehungsfeegel  ist, 
neune  ich  die  Linie  aaf  der  Fläche:  „Linie  des  »Systems  (c)  oder 
bloss  Linie  (c)". 

Diess  vorausgesetzt,  erhalten  wir  folgende  Sätse  für  die  Krflni* 
muDgaliDlen  des  ßüipaoida: 

Der  Bogeo  eines   Centraischnitts»  weltslier  swei 

entsprechende  Punkte  zweier  KrQmmu ngs linien  ver* 

bindet,  ist  in  allen  Lap;en  Normale  derselben  dritten 
K  rü  ni  m  un  gslini  e,  die  i  h  it  in  zwei  A  bsch  n  itte  tbeilt^  de- 
ren IS ormalen- Wi nkei  einander  gleich  sind. 

Wird  eine  Krflmmungslinie  von  einer  Linie  (e)  in 
xwei  gegen  die  grosse  Axe  symmetrisch  gelegenen 
Punicten  m  und  mx  berührt»  und  von  einem  beliebigen 
Punict  n  der  Krdmmungslinie  an  dieseLinie  (c)  ein  be^ 
rührender  Centraischnitt  gezogen»  so  ist  der  demsel- 
ben entsprechende  Normalen-Winkel  gleich  derSamme 
oder  Differenz  der  realen  Halbaxen  der  durch  die 
Punkte  m  und  n  gehenden  K  rüni  niu  n  y:s  Ii  n  i  en  ,  jenach- 
dem  diese  Punkte  auf  verschiedenen  oder  denselben 
Seiten  der  kleinen  Axe  liegen. 

Der  Normalen-Winkel,  weicher  dem  von  einem  be- 
liebigen Punkt  einer  Krümmungsfinle  an  die  Ober  der 
kleinen  Aze  beschriebene  Linie  (c)  berührend  gero- 
genen  Centraischnitt  entspricht,  Ist  gleich  der  realen 
Halbaxe  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Krümman^s- 
linie. 

Zieht  man  an  eine  Linie  (c),  welche  eine  Krü'ni« 
mungslinie  in  zwei  gegen  die  grosse  Axe  symm etr iscti 
gelegenen  Punkten  berührt,  von  einem  Scheitel  der 
kleinen  Axe  einen  berührenden  Centraischnitt,  so  ist 
der  demselben  entsprechende  Normalen- Winkel  gleich 
der  realen  Halbaxe  der  Rrümmungsllnie,  welche  durch 
jene  symmetrischen  Punkte  geht 

Wird  eine  Kr ü'm  mungslinie  von  zwei  Linien  (c)  in 
zwei  liegen  die  grosse  Axe  symmetrisch  gelegenen 
Punkten  m,  tw,  und  p,  Pi  berfihrf,  und  werden  von  ei- 
nem beliebigen  Punkt  71  der  Kr  li  ni  ni  u  ngsline  an  diese 
Linie  (c)  berührende  Centralscbnitte  gesogen,  so  ist 
die  Summe  oder  Ditfereua  der  demselben  entsprechen- 
den Normalen- Wi okei  konstant,  jenachdem  der  Punkt 
xwiscben  den  Bugen  mat|  liegt  oder  nicht 
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Entwickelong  einer  Formel  zair  Berechnong  des  Fli- 
cheninhalto  einer  geradlioigen  Figur  bei  Messuiigen  mit 
lier  BoQMole  onmittelbar  «ue  den  gemeseenen  Seiten 

der  Figur  und  den  an  der  Nadel  gemachten  Ablesun- 
geo,  ohne  erst  die  Winkel  der  Figdr  berechnen  oder 

andere  vorläufige  Rechnungen  machen  zu  müssen. 

Von 

dem  Herausgeber. 

Die  eleganten  Formeln  zur  ReRtimnmng  des  FIficheninhalts 
geradliniger  Figuren  aus  ihren  ^Seiten  iin<l  Winkeln  oder  an!«  den 
Coordinateii  ihrer  Ecken  sind  allgemein  bekannt,  und  werden,  ins* 
besondere  die  Formeln  für  den  Inhalt  durch  die  Ecken,  bei  prak- 
tischen Arbeiten  jetzt  immer  mehr  in  Anwendung  gebracht,  jeden- 
falls mit  vollem  Rechte»  weil  sie  in  der  Tbat  bei  solchen  Arbeiten 
die  Tortreff liebsten  Dieaete  leinten»  nanentlicfi  rficIceicbtUeh  der 
Qenaai^keit  der  zu  gewiDneodBn  Reirtiltate  eilen  fibf^eot  eonef 
Ifireholicb  angewandten  Verfabrnngeart^  weit  venosleben  sein 
Ifliflen.  Die  meiste  Anwendung  finden  diese  Formeln  bei  Mea- 
niagen  mit  der  Beoaaole»  well  diesen  Instminent,  so  sehr  es  auch 
»deren  Instmmenten  an  Genauigkeit  nachsteht,  seiner  Beqnem- 
Bobkeit  und  anderer  Vortheile  wegen,  immer  noch  sehr  Tielfacbe 
Md  hSufige  Anwendung  findet.  Mit  der  Boussofe  werden  aber 
eigentlich  die  Winkel  der  Figuren  nicht  selbst  gemessen,  sondern 
e8  werden  bei  den  verschiedenen  Aurstelluniien  des  Instruments 
nur  die  Stände  der  völlig  zur  Hube  gekonimenen  Nadel  auf  dem 
eingetheilteii  Kreise  abgelesen,  was  nicht  der  cerin^ste  der  durch 
dieses  Instrument  gewährten  Vorth^ile  ist;  dass  ausserdem  noch 
,die  leiten  der  Figur  gemessen  werden  mfissen»  versteht  sich  von 

Tk«U  XXXVUl  11 
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selbst.  Er  hat  mir  daher  immer  sehr  wfinschenswerth  geschie- 
nen, eine  ganz  alif?emeine  Formel  zu  besitzen,  nach  welcher  der 
Flächeninhalt  der  V\»\\v  unmittelbar  aus  den  gemessenen  Seiten 
ond  aus  den  bei  den  verschiedenen  Aufstellungen  des  Instruments 
an  der  Nadel  auf  dem  eingetbeilten  l^intbus  sremachten  Ablesun- 
gen berechnet  werden  kann,  ohne  erst  entweder  die  Coordinaten 
der  Ecken  oder  auch  die  Winkel  der  Figur  berechnen  zu  müssen, 
wenn  auch  namentlich  Letzteres  an  sich  keine  Schwierigkeit  haben, 
aber  doch  verschiedene  BeHfcbaichtiguDgen  erfordern  würde,  die 
man  bei  praktischen  Arbeiten  gewiee  gern  vermeldet»  wenn  man 
da«  gebuchte  Resultat  erhalteo  kann»  indem  man  die  gemachteo 
Ablesungen  ganz  ae,  wie  aie  auf  dem  Terrain  an  dem  Ipatroniente 
g^Maebt  w«>rden  eind^«  in  die  betretenden  Formeln  «iliMrt. 
^Ine  aelebe  allgemeifle  Femel  wmr  Bereohmmg  deeßScbeuinbalts 
jeder  geradlinigen  Figur  b^  Measongen.roit  der  pouesoley  deren 
naeh  meiner  Meinung  sehr  wichtiger  Vorfheit,  wie  gesagt,  darin 
beruhet,  dass  die  Rei«ultate  der  auf  dem  Felde  gemachten  Mes- 
sungen, —  die  gemessenen  Seiten  und  die  an  der  Nadel  ^entach- 
ten  Ablesungen,  —  unmittelbar  in  dit  j^elbe  eitigefilhrt  werden  kön- 
nen, zu  entwickeln,  beabsiciiti^t  der  voriieirende  Autsatz;  um 
denselben  aber  ganz  für  sich  verständlicb  zu  machen,  will  ich 
auch  die  bei  der  in  Tiede  stehenden  Etitu ickelung  zur  Anwendung 
kommenden  Coordinatenformeln  für  den  Flächeninhalt  entwickein, 
und  zwar  um  so  mehr,  weil  diese  Formeln  nach  meiner  Meinung 
gewObnlicb.  niebt  mit  der  nöthigen  Allgemeinheit  und  Schärfe  be- 
wiesen werden»  und  ich  überdies  diesen  Formeln  eine  von  der 
meisten»  gebrSnchlielieii  bin  und  wieder  abweiebende  Gestalt 
geben  wnrde.. 

Wir  legen  -fllr's  Bwte  ein  ganz  beliebige»  CoerdlBaiensystem 
der      «u -Onrade,  dessen  Ceerdlnatenirinfcel,  nimKeh  den  ron 

den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x  und  y  eingeschlossenen, 
180*^  nicht  ubersteigenden  Winkel  wir  durch  a  bezeichnen.  Die 
geradlinige  Figur,  deren  FlKcheninhalt  J  bestimmt  werden  soll,  sei 

A\  •  • .  •  ii« 

und  die  Coordinaten  der  Ecken 

A\  t  A^  9  A^  9  A^ , . . . .  'Am 
weilen  wir  respeetive  durch 


*)  Die  an  dor  Nadoi  geoNUibien  /lblejinng«n  jcd^ifh,  irKs  sifih  'vte 
■f^bet  veciteht,  wegen  der  Gxcentricitat  de»  Intirumests,  insofern  dat- 
ssUte  eipe  solche  heaitxen  soUte.  gebarig  iforri^ipl,  «dsa  in  der  Abhand- 
lung ThI.  n&VU.  No.  \\V.  eise  gsssus  Aflleitnag  gc^^bca  waiini  isi 
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ft 

beMicbnm.  Allea  unseren  felgenden  Betraclitangen  legen  wir, 
wie  hier  ein  flfr  die  Mal  bemerkt  wird,  die  Toraussetzung  zu 

Grunde,  dass  die  Seiten  der  Figur  AiA^A^A^»*,,  An  slc:h  »ir- 

geiuls  durchkreuzen. 

Ferner  nehmen  wir  ein  z^veites,  dem  primitiven  Systeme  der 
paralleles  Coordinatensysteni  der  ÄY  so  an,  das«  die  gerad* 
Knige  Figur 

^Dz  innerhalb  des  Coordinatenwinkels  dieses  letzteren  Systems 
liegt,  was  oflfenbar  jederzeit  möglich  ist,  und  bezeichnen  die 
Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  Systems  der  in  dem 
primitiven  Systeme  der  durch  u,  6;  beaeicbnen  wir  dann  die 
Coordinnten  der  Punkte 

Al$    A^f    ^ft>    A^f  m*mm  An 

in  dem  Systeme  der  XT  respedtiv«  dnrob 

Fi  ;  Jl^f  Vti  J4»  Is»  X^t  Äm»  Ym% 

so  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten bekaoDtlicb  die  folgenden^  ganz  aUgemein  gültigen  Formeln: 

o:,  CS  a -f  «Vi ,  ^,  SS  64.  F| ; 

= fl  +     .va  =  ^  +  y%\ 

U.  6.  W.  1 

also: 

A'a  =  a:a  — o,  JPi=:y,— *; 
^1  =  ^8  — F3=:.y3  — 6; 
^4=»=*4-^«»  F4?;*3f4-*; 

u.  s.  w. 
-Xii  =  d?»  — a,  Fii=:^ii*^6. 

Zuerst  wollen  wir  annehmen,  dass  die  gegebene  Figur  das 
Dreieek  AiA^Ag  sei;  die  verscbiedenen  Fülte,  welehe  racksicbf^ 
licfc  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Punkte  Ji,  A^,  A^  eintre- 
Ito  können 9  sind  in  Flg.  1.  dargestellt,  welebe  wir  nun  nach  der 
Übe  jMra#lifen  vusUeti.  '  ^ 
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Iq  Fig.  1.  1.  ist  otfenbar:  \ 
3^=:lT(^2-^i)(  n+  Fa)±(A»-ir3)(K|+F,)±(li.jri)(n+  FOlriim 
also:  I 

2J=dbl(Jr|-^,)(  Fl  +  Fa)+(  Aa- A,X  1^»+  Fs)+(A,-Jri)(  F8+  Fi)l«in«. 

man  das  obere  oder  uotere  Zeichen  nimmt»  Jenacbdem  raaii 
sich»  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den  Ponkt  A%  so  dem  Pnnkt^ 
zu  gelangen,  in  gleichem, oder  »ngleichem  Sinne  mit  der  Be* 
vregun^  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Ceorj 

dinatenwinkei  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Ax^ 
der  ^  bin  belegen  mus8«  | 

i 

In  Fig.  1.  I*.  ist  offenbar : 

9^=»T(^,-X,KI',+ »',)T(A,-JI,XI'.+  F,)±a,-Jr,KF,+Fi)Jd»^ 

also: 

2J=d:{(A'i-^a)(  l\  +  l\mX^-X^){  F4+  l\H{X^--X{){  F3+  Y{)Wmi 

wenn  man  wiederum  dae  obere  oder  untere  Vorzeichen  niminti 
jenaehdem  man  eich»  um  von  dem  Punkte  Ai  durch  den  PnDk(| 
A^  au  dem  Punkte  A^  au  gelangen ,  in  gieicbem  oder  ungleicheai 
Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  positiven  Thoile  der  Aza  der 
X  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiveni 
Theile  der  Aze  der  y  hin  bewegen  rnuDS.  j 

In  Fig.  1. 11.  iat  offenlmr : 

2J=l±(J'i Fi+ F^T(  jr,~jrj(  F.+ F,)i:(  JT,-^^ 
alao: 

J:  I  {JCt  --r,)(  Fl-  F^+(  Ji-^TtK  F«+  F,)+(jr,-Z,)(  Fs+  Fi)|8iiMi, 
ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  des  Vorzeichens  wie  vorher. 
Im  Fig.  1.  II*.  M  offnbar: 

also :  1 

-AX  Fi+  FJ-H j;- JW(  FH-  Y,yHXt-Xt){  F,+ F,)l  »te  i 

I 

gaoa  mit  derselben  Bestimmung  wegen  de«  Vonaicheos  wie  vorher. . 
In  Fig.  1.  III.  ist  offenbar: 

W=«±«-JiKF,+F,)±(Ji-^F,+F,)T(Ji-^F,+r,)»«h* 
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Biso : 

gans  mit  dertelben  BesHmranng  wegen  des  Voreeichenft  wie  olieo« 
in  Fig.  1.  III*,  ist  affenbar : 

al«o : 

W=i:K^i-jrj(Fa+FJ+(JI^A,)(F,+F,)+(jr,-^^ 

ganz  mit  derselben  Bestinimaug  wegen  des  Vorzeichens  wie  oben. 
Hiernacii  ist  also  in  yöüiger  Allgemeinlielt: 

«reon  naD  das  obete  oder  untere  Zeiciieo  oimmt»  jenaehdem  man 
eicb,  nm'Too  dem  Punlcte      dmeh  den  Punictilt  au  dem  Punltte 
SV  gelangeDy  in  glelebem  oder  ungleieliem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung von  den  positiven  Tlieile  der  Axe  der  se  durch  den 

Coordinatenwinkel  (xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der 

Axe  der  y  hin  i>cv\egeii  muss. 

Nach  dieser  Formel  für  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  iässt 
«"ich  Termnthen«  dass  der  Inhalt  J  eines  jeden  necks  darch  die 
Formel : 

+(A2— AsKi»  +  y») 

o.  s.  w. 

i:(A„-i-A„)(F„_i+  Vn) 
±(Ä-jr,)(F«+Fi) 

ausgedrückt  wird,  wenn  man  in  dieser  Formel  die  oberen  oder 
unteren  Zeichen  nimmt,  jenaehdem  man  stch>  am  den  Umfang 
des  neclcs  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

A^t  Aft  A^ff*»An 

zu  durchlaufen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Conr- 

dinatenvvlrikel  {xy)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe 
der  y  hin  bewegen  rouss.  Die  Kichtigkeit  dieser  Verniuthuiig  wird 
bewiesen  sein«  wenn  wir  zeigen  können^  dass  das  bemerkte  Ge- 
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setz,  wenn  es  bis  zu  einem  neck  gilt,  dann  auch  jederzeit  för 
ein  (n  -f  l)eck  gelten  mus«.  Dissen  Bewei«  wollen  ^  wir  jetzt  zu 
führen  versuchen. 

Zu  «lern  Ende  betrachten  wir  jetzt  ein  (n  -i-  l)6ck 

Ai  A^Af^  A^  •••«  AtkAu^i 

nnd  beseiebnen  deseen  FKcbenfnbalt  durch  J^.  Wenn  wir  den 
Umfang  dieses  (n  -f  l)eck8  nach  der  Ordnung  der  Ecken 

4i»  •^4'***«'4i»  At^i 

durohtaiifen ,  so  werden  wir  uns  dabei  entweder  in  gleichem  oder 
in  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  positiven  Tbeile 
der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  hindurch  nach 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  hin  bewegen,  und  daher, 
hierin  Veranlassung  finden,  bei  unserer  Betrachtung  die  beiden 
folgenden  FfiUe  xu  unterscheiden. 

Wenn  man,  indem  man  U^u  Uturaug  des  (12  f  l^eck.s  uacb  der 
Ordnung  der  Ecken 

^t»  ^»  "^»»  A^,,;*  Amt  Am^i 

durchläuft,  sich  in  gleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  a;  durch  den  Coordinatenwinkel 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  hin  bewegt; 
so  wird  es  immer  drei  auf  einander  folgende  Ecken  j 

Ak-if  Akt  Ak^i  I 

geben,  die  eine  solche  Lage  haben,'  dsss,  wenn  die  Diagonale  | 
Ak-xAk^t  gezogen  and  der  FISeheninhalt  des  necks  | 

AiA^A^       Ak-i  Ak-^i . .  AnAw^i  \ 

durch  J  bezeichnet  wird,  die  Gleichung  | 

J*^Jiz  Ak~i  Ak  Ak^\ 

Statt  findet*)»  indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder 
untere  Zeichen  nimmt,  jenaobdem  man,  um  von  dem  Punkte  Ak-^ 
durch  den  Punkt  Ah  su  'dem  Punkte  Ah\^  su  gelaugen,  sich  in 
gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  po- 
sitiven Theile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  {xy)  1 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  bewegen 
mnss.   Halten  wir  nun  aber  stets  diese  Bestimmung  wegen  der 


*)  Zur  IfiriauCiMg  kaos  i%  8.  diwiCD. 
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oberen  und  unteren  Zaicheo  fest;  «o  Ut  imcb  der  geoiaobttB  Vof- 
aweUong  offenbar: 

sina       *  ■      »/x  B  w 

+(jr,-A,)(r,+r,) 

> 

At-.iAkAi^i  ^  ^        _      ^       ^  Yk) 
•in«  T 

al^,  weil 

Igt,  naeh  dl«r  obigeo  Glelofiunfe  offenbar: 

•i  .  •-  ' 

+(^-x,)(F,+n) 

+  (A,-A«)(F,  +  FJ 

tt.  8.  W. 

+  (»-XHi)(rik  +  F*+i) 


oder: 


+  (X,-^)(F,+  F,) 

+  (X,-Ar«)(F,+  F«)  , 

O.  8.  W. 

+  (X„  — .  Am-i)  (  Fh  +  F«+i) 
+(Jfc+i--ai)(F»H  +  yk)- 
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positiyeii  Tbeile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  {x%j) 
hindurch  nach  dem  positiven  Tbeile  der  Axe  der  y  hin  bewegen 
mues;  eo  wird      wieder  drei  aufeinander  folgende  Ecken 


geben,  die  eine  solche  Lage  haben,  dass,  wenn  die  Diagonale  ; 
Ah~^Ak\\  gesogen  und  der  FJächeninhalt  des  neclw 

. . '. .  Ak^i  Ak-^i ....  AnAu-^i 

durch  J  heseichnet  wird,  die  Gleiehnng 


Statt  findet,  indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  un* 
tere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  man,  um  von  dem  Punkte  Ai-i 
durch  den  Punkt  Ak  zu  dem  Punkte  Ak^i  zu  gelangen,  sich  in 
gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  po- 
sitiven Tbeile  der  Axe  der  x  durch  den  Coordinatenwinkel  (sy) 
hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  bin  bewegen 
moss.  Halten  wir  diese  Bedingung  wegen  des  oberen  und  unte- 
ren Zeichens  immer  fest,  so  ist  nach  der  gemachten  VoimnssetinDg 
im  verliegenden  Falle  offBnbar: 


Ak^f  Ak9  AkJ^ 


^  s=  Ah~iAkAk^ 


n.  8.  w. 


n,  s».  w.  • 


und 


Ati^xAkAk^ 


=  ±  {Xk-i  -  Xk)  ( Yk-i  +  Yk) 
±  (Xk-^x  -  Xi^i)  ( Yk^i  +  Fk-i) , 


sin« 
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sdmo»  weil 

wt,  nach  der  obigep  Gleicimng  offenbar : 


aioa 


-(A,-Ä8)(r,+  F3) 

a,  II.  ' 

D.  a.  w. 

-(jr.-Jtn-i)(F«+F«*i) 
— —  Xi)  (  F»44  +  Fl) 


oder : 


-(jii-jii)(r,+n) 

* 

..         .  •  ■  ' 

a.  a.  w. 
-(A«+i-Jr,)(F«+i  +  F|). 

Hiernach  ist  also: 

±(Ji-li)(F,  +  F,) 

±  (^n —  An+l)  ( l'n  +  1  n+l) 

wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt,  jenachdem  man  sich,  um  den  Umfaog  dea  (ni-i}ecka 
nach  der  OrdnuDg  der  Ecken 

A\t      A^,      A^y      A^f  ^m,,  An^x 

in  durehlaofeo«  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Be- 
wegung Tan  den  poaltiven  Tbeila  dar  Axa  dar  m  dardb  den  Coor- 
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dinatenwinkel  ixif)  hiodurch  nach  dem  positiven  Tbeile  der  Aie 
der  y  bin.  bewein  muss. 

Wtren  die  im  AllgemeineQ  durch 

ilft-i,  Akt  Ak^ 
bezeicbneteo  Punkte  die  Punkte 

An-^\,    Alf  A^; 
80  bezeichne  man  einmal  ▼orlftafig:  die  Punkte 

Alt    A^f    A^p    A^fftAnf  Am-^l 

•  4 

respecti?«  dnrdi 

4l»    ^t«  '  "^4»    A^t  ^4*m  Am\\t  A% 

and  die  Coordinateo  in  entsprechender  Weise,  eo  sind  die  Punkte 

Ak^%   Akt  Aki-i 

die  Punkte 

Ai »  A^t   A^ ; 

und  man  erhält  nun  natürlich  wieder  ganz  eben  so  wie  vorher  die 
obige  Formel;  ersetzt  man  aber  in  derselben  nun  wiederum 

A%t :  Agf  A^f   Agp  •^••Au^i,  Ai 

respective  durch 

Alt  Aj^ ,     ^^4*  ••••  Am»  An-^li 

so  erbilt  man: 

±  (An+i  -  ^,)(  Fm-i  -f-  Fl) 
J:(jr|^JIi)(Fi  +  F.) 

±(^2-^3)CF,  +  F,) 

u.  s.  w.  » 

waa  offenbar  wieder  gans  deraelbe  Auadmek  wie  oben  ist 
Wären  die  im  Allgemeinen  durcb 

Ak-i,   Ak,  Ak\i 
beMiebnelan  Punkte  die  Punktr 
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so  Iwseichne  man  einmal  vorlftufig  di«  Pankta 

Ali    A^f    A^f    il^»       ^n— 1»    An*  Amf\\ 

re^pectiye  durch 

<^f»  A^t  ••••  1^44»  Alf  A% 

uod  die  Coordioateo  in  entsprechender  Weise,  so  sind  die  Punkte 

Ak-\,   Ah,  Ak^i 

die  Funkte 

All  A^^  itfg; 

«od  man  erhält  nun  natärlieb  wieder  p^anz  eben  «o  wie  vorher 
die  obige  Formel;  eraet^t  man  aber  in  deraelheo  nan  wiedenim 

A^t    A^,   A^,    Af^f ....  An-^-it    Alt  /i^ 

reepective  durch 

Alt   A^,   A^,   A^f»*»,AM—it   An,  ^114.1; 

80  erhilt  man: 

+(XMi-jr,){n+i  +  r,) 

II*  s.  w. 

i:(J¥«-i-Ä-„)(F„-i+F«), 

Wae  offenbar  wieder  gani  deraelbe  Ausdruck  Wie  oben  ist. 

Hiermit  ist  nun  vollständig  beniesen,  dab8  «!a$  bemerkte  Ge- 
setz, wenrt  «^h  bis  zum  neck  gilt,  jederzeit  auch  Uir  das  (9t4-l)eck 
^ilt,  und  daher  allijemein  gültig  ist.  Folglich  ist  in  völliger  All- 
gemeinheit t'iir  jedes  neck»  dessen  Seiten  sich  nirgends  dorch> 
kreusen : 

U.   J*.  W. 

±(j,-,-jr.){r„-,  +  i',) 


I 
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wenn  aiaii  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenadifleRt 
man  sich,  um  den  Umfang  des  necks  nach  der  Ordnung  der  Eekea 

SU  darebianfen  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Bewe* 
gong  von  den  poeittveo  Tbeile  der  Axe  der  x  dordi  den  Coor- 
dinatenwinkel  (:r^)  bindorcb  nacb  dem  positiren  Tbeile  der  An 
der  ff  bin  bewegen  ranne. 

Weil  nun  nach  2): 

Ji— j;4=a^r-ar4,    Fs  4- F4^j%  7^^4—26; 
Q.  e«  w«  Q«  e,  w. 

Jti — Xi^Xn—xi»    F«+F,  =sy,+^j  — 26 

ist;  60  erbSit  man,  wenn  man  diese  Graseen  in  den  obigen  Aus- 
2J 

dmclc  Ton  ~ —  einfuhrt^  die  folgende  Formel : 

db  (ar» — iCa)  (yi  +    — 26 ) 

db(*i-«i)(y«+f4-26) 

Q.  e.  w. 

(ar«-i  —  jr«)  (^«-i  +  yn — 26) 
±(«.-^t)(y«+yi-26), 

und  folglich,  weil  offenbar 

26l(*i— arj)  +  {x^—x^)  +  (a?8--:r4)  +  ....  +  (ar«-i— ar»)+(a?«-ar,)|=0 
ist: 

3)  -j^=±(«i— ^•)(yi+ifi) 

+  (0:3— a:4)(y8  +  y4) 
u.  s.  w. 

db(«ii-i— «•)  (SftN-i  +|fs) 

db(««~«i)(jN-i-fit)> 
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mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen  wie  oben,  welche 
Formel  also  ganz  allgemeio  für  jedes  betiebige  (joordmatensystem  gilt 

Aus  der  vof stehenden  Formel  folgt  durch  Avfllteiing  der  Pro- 

ducte: 

u.  s.  w. 


also 


±(^2^3— y*^a) 

U.  6.  W. 

■ 

welche  Gleichung  aber  zur  Dumerischen  Reehnnng  weniger  bequM' 

ist  als  die  Gleichung  3). 

Man  kann  die  Formel  3)  auch  naoh  jfii»  jb»  «yn  o^or 
«n      ^8*      ^«  ordtieo  nnd  erliilt  dann  diefolgood^  Auodrick«: 

5).  .  '^^-±i^-^tfi  =+«i(y«-$ii) 

0.  8.  w.  n«  o.  w. 

Ferner  ist  nach  3)  Wi4: 
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«.  S.  IT. 

also,  iveil 

2^1 1  (^1— ^a)  +  (^a—a^)  +  (a^a— a?4)  + ....  +  +  {kn—Xi)\  =0 

Ist: 

®)  ^^=^<p^i'-^%)^%'-yi)  j 

I 

±(a?4-dr4)(y5— ^i)  I 

U.  8.  W.  ' 

±  (^n-i  —  ar, )      — y  1 )  , 

welche  Formel  den  Vortheil  hat,  dase  nnr  Differenzen  der  Coor-' 
dine^  derie  vorfcomraeo. 

Man  wdrde  diese  AusdrQcke  noch  unter  verschiedenen  ande* 
ren -Formen  darstellen  kennen  $  von  vorKöglieher' Wiehtigknil  fisr 
owwiren  2week  int  kber  die  Iblgoade  Gntfrkkeinng. 

Es  ist: 

-«1  — car  {üBi  —      +      — äj)  > 
or,— ar4  =  (xa— a-a)  +  (a:»— -a?4)* 
ar,  — a;^  =  {x^  —  x^  +  (^^4— a:^)^ 
u.  s.  w. 

ar»-i  —  arj  =  (ar»-!  —  ar«)  +  (arn  —  arj) ; 
also,  mit  Racltsicht  aof  die  Gieicbung 

(«1  — +  {x^-'X^)  f      —  x^  + ....  +  {xn-\  —  .ir«j  +  (ar«  —  jtj)  =0, 
offenbar: 
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=  —  («1  — ^)  +  C^8  -  'Jf*)  +  (*4  -  -^^^ö)  +  —  -f         -  » 

=  -(0:1— — (jrs-^8)  +  ('4— ^ft)+  .... 

v.  8.  vr. 

= — («1  —     — (ä^ — a^)    — . — (««-i — a?«-^  +  (a;»-i  -  a*) ,  , 
=  —  (*»"^  a?t)  — ....  —  (ar«-»  —  ar«-i) 

md: 

31^ — yi = (y»— ya)  +  (y«— yi)» 

y*— yi  =ör«— ys)  +  (.i^-yi)+(3^— yi)* 

y»— yi  =(yft-y4)  +  (i'4— .v»)  +  («/a-y«)  +  (ya— yi)> 

— yi  SS       y«-») + (y*^— yti-a) + —  +  (yi— y«)  +  (y»— yi). 
^  -  ^1  =  (y  n  -  y«-i) + (y—i — y«-«) + (9^ —9^)  +  • — 

Ibiglieb,  weim  raan  diese  Anedrilcka  in  die  Gleichnng  6)  eiDÜUhrt: 

2J 
B\na 

=+ (y»-yi )  i  (^«-^a) + (^8-^4) + (^4-<^ft) + f 
i  (y4-y8)  i  -  (äi--««V(ä^-^«8)+(*4-*«H(«5-^«4)+-"+(**-i-^«^ 

±  (^«-2— ^yn-a)  •  —  (^1  —  .^a)  —  (^2 — ^s)  -  •  •  •  • 

....  —  (a:ii~8  — Xnr-i)  +  {scn-i — ar»)  j 

±  (y«  ^  y«-i)  i  —     —  ^a)  —  («2 — arg )  —  (arg — a:4)  — . . . . 

*     ....  —         —  ^Cn-a)  —  (a;ti>2  —  a'n-i) } » 
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180        Grünen:  Ausdruck  des  Fidcheuinhalls  einer  ffgur 

welche  Gleichung  man  nach  einer  leichten  TraDsforination  sogleicli 
au(  die  iotgeode  Form  bringt: 

W 

fr 

O,  8.  .  W. 

4 

T I  (ya— jfi)  toi— «ii-i)  -  (y»— yiK-i)  (ici— 
T  K  »8  -  yi)  («4 — — ( ^4  — ysi)  («^ — I 

+l(y3— ya)(^6— ^4)— (y6  --y4)(^8— 

+ i  (ys  —  ya)  (^« — -^«^»--1)  ~  ^y« — y  n-i)    -  ^»)  i 
T I  (y4  -  yi)    — «^i) — ( y» — y*)  («4  -  «•>  * 

O.  S*  w. 

iFKy4-y»)(*«— *«-»)^  (y»— y«-i)(*4— *t)l 

U.  8.  W. 

0.  8.  W. 

^Ky«-«— yii-»)(^«— ^»-0  —  (y»— y«-i)(^ii-a— «iM-t)i 

+ 1  (y»i-l  —  ifn-%)  {Xn  —  iCn-i)  —  (^a  — y«-l)  (a^n-l  --  ar«-2) }. 

Bezeichnen  wir  nun,  indem  wir  von  jetzt  an  für  ein  rechtwink- 
liges Coordinaten System  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y,  bei 
vvillkühr lieber  Annahme  des  positiven  Theils  der  Axe  der  x,  so 
annehmen,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Aie 
der  X  durch  den  rechten  Winkel  (ary)  hindurch  zu  dem  positiven 
TbeUe  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  nach  einer  Richtung  bewegen 
TOU88,  welche  der  Richtung  entgegengesetzt  ist,  nach  welcher  auf 
dem  Lirabtt«  der  Bouseole  die  Grade  von  0  ble  360^  gea&bU  «io4 
die  Sdten 

A^A^y   A%A^,   A^A^,        An—iAuf  AuAi 

der  Figur 

AiA^A^A^m»*»  An^lAn 

respective  durch 

'lt>  H^9  '  "•*»  ^i^h'f  ^» 
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und  die  an  4er  Boneeole,  iadem  am  dieaette  la 

il«— 1»  Au 

anlktellte  aad  feapeettve  nach 

4i»  A^,  A§9****,Amt  Ai 

vlmlrte,  gemaebteu  Ablesangea  reapectlve  dareh 

'ii>  ^"n»  ^M«  ^4(9  ....y  ote— 1,  »* 

■n 

mo  hat  man  bekaantlieb  die  folgenden  gans  allgemein  gültigen 
Glelchnngen : 

dTAasjrA-i-f «2-1 ,  X *  coa(«A--i,  A-  «),  3fA=yA-i4«ap-i ,  A.ain(«x-i ,  •) ; 
also : 

=       1 ,  X ,  A I «in  («x-i ,  X  —  üJ)  cos  («Ä-i ,  A  —  w) 

— eea(«jr-i,«'-  (D)aln(«a-.i,A— w)l 

=  «x-i,xn-i,A8inC«if-»i,  jf— a); 

fol|{licb  nach  dem  Obigen: 

Tt|tJti»ein(«it— ««I») 

o.  9.  w. 
^ f it^i , «  sin  (a,      «»-1 ,  «} 
T«is^8ln(flte— a^ 

U.  8.  W, 

Q.  a.  w. 

T  #84*»-i , «  sin  («34  —  ««-1 ,  w) 

u.  a.  w. 

T      3 , «-»  Sn-i , »  sin  (««-  3  ,  n-a  —  ««-i ,  «)  • 
T#»-a,  11-4  «n-i,«  sin  (ceiH^,  «-1  —  ««^i,  n). 

^   * 

^  Bf.     in  lie««ni  Tiieile  S.  86.  Kr.  2). 

Theil  XXXVIU.  I« 
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182      €fmneri;  /MmTfif«!  M  fUiehtiUtUuttti  €Hur  Figur 

Diese  nach  eloeei  MMkfm  GeeeCse  forteebreileede  gans  ilU 
gemelne  Formel  fllr  dee  PISebenSnhalt  gestattet  die  rniinittettM» 

Einfübrong  der  gemessenen  Seiten  der  Figuren  und  der  an  der 
Nadel  der  Boussole  gemachten  Ablesungen,  also  der  SUitke. 
welche  bei  Messiiugeo  mit  der  Bou«sole  die  unmittelbare  Beob- 
achtung giebt. 

Ffir  die  Mceeung  mit  sogenannten  Springefftndeii  laeeen  aicli 
Shnliche  Formeln  entwiclceln ,  wobei  es  jedoch  nSthig  ist ,  die  bei- 
den folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  eo  nehme  man  an«  dasa  die 
Bousaole  in  den  Punkten 

A/^f  A% 

an%e8teilt  werden  sei ;  dann  hat  man  mit  Anwendung  gani  Ulm* 
lieber  Bezeichnungen  wie  vorher  die  foigenden  Gleichungen:- 

— «ifcoe(oii  -  ©) .  yi=^i  -  «if.ain  («%i  -  o»); 
^=«1 + ^ . coe(o^  —  «)',  ift^y^  i  f»  .ain  (o^  —  0») ; 

^4=;rg  — #i4.  cos  («43  —  (O)  ,    ^4=^3  —  «M*«»**  («41  "  «•)  ? 
= jTft  -I-  Jfft .  COS  (««45  —  0») ,        =     +  «4»  •       (««ift  —  «•) » 

tt.  n.  w* 


—         4  -f       4y  »—8  .COS  («n— n— »  ~ 

=  y«— 4  "t"     4>      »ein  («II— 4,  n-t— 

■«); 

—  ^ii— i        8 » n-^  »coe  (aii>.2 ,  n-3  — 

= Ifn-a  ^      ,  «-«»ein  («b^,  — 

=  ^ii-a  +  Sn-%  ,  »~i .  »in  (ntm-z ,  n-I  — 

cd); 

5=         —  #«-1 ,  II .  CO«  (««,  «-i  —  ») , 

!/» 

—  ^11-1  —       ,  n .  sin  (o«,  «_i  — ») ; 

*i 

=s3fri  +  *a.  ein  («ia — Ol) ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 
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T#i.l6«sl0(l%,  — O 

i:«n^9lD(«itt-cte) 

db««3  *n-i ,  n  sin  («t,  —  ««,  «-.i) 

'  («4» -«••) 

U.  8.  W. 

U.  S.  W. 
U.  S.  W. 

,         s,  M-i  Än— 1 ,  n  »in  (ttfi— «-i        ,  u~i)* 

Wenn  ft  eine  luigerade  Zahl  .i«t,  00  stelle  maik  die  Bouesole 
10  deo  Punkten 

^8*    ^•f    ^»  An 

auf,  uud  hat  dann  die  folgenden  Gleichungen: 

ar^^arg  +      coe(«^4  — 1»),   2/4=  V3  + ^4'««"(«84— »)» 

^»  =  0^4 —  <4ft .  —  w)  .     .Vs  ^  ^4  —  «4ft  •       (^44  ~  »)  > 

U.  8.  W. 

Xmr^%  SS  JP»~s  "  '"^  9       •  «-8^0)* 

Xm^l=i£tn^i  +  «11-2,  II— 1  •  C08  («n-a,  n-l  —  «) , 

=5(ii-JL-~*ii-i,ii.8in(««,«~i  — »); 

« 

12* 
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184      eruneri:  ämdnuk  än  PIMmMmll9  einer  F^fw 

also  nacb  7): 
8*)    2J  Ä  ^        »In  («,,  -  o^t) 
=F5h«%4«t«»(»i«-<«i4) 

+  *lt*46  «iß  («!»  —  «••) 

db  «1«  im-l ,  «»'n  («II  —  ^»  «-l) 

4:  »23*84  8»"  («32 —  «34) 

^ias<ii~i ,  nsin  («8»—««,  «-1) 

u.  s.  w. 

O.  8.  W. 

db-Sn-a,  «-2*n-« ,  «-1  sin  (cxn-s,  «-8  — öii-a,  «-1) 

Für  die  Zeichen  gilt  in  allen  diesen  Formeln  die  aii^  dem 
Obigen  bekannte  Ree^pt ,  die  man  jedoch  jetzt  für  deo  vorliee;en- 
den  Zweck  am  Besten  auf  folgende  Art  ausspricht:  Man  muss  10 
den  vorstehenden  Formeln  füir  den  FläcbeninhaM:  dee  necke 

^1       -^^3         •  •  •  An 

die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem  man  sieb, 
um  den  Dmtang  dieses  necics  nach  der  Ordnung  der  £cken 

Ai  i   Af ,   A^ ,   A^ , . . . . ,  An 

wa  durchlaufen >  in  unglelcheni  oder  glelcbein  Sinne  alt  der  Rieb- 
tnng  bewegen  ronsa,  nach  welcher  auf  dem  LImbua  der  Boos* 
aole  die  Grade  von  0  bie  360«  geafihlt  alnd. 

Die  Formel  7),  tvelche  dem  Falle  entspricht»  wenn  die  Bons* 
aole  In  allen  Punkten  der  Figur  aufgestellt  worden  ist,  wollen 
wir  noch  an  ^neni  Beispiele  erläutern.  Da  mir  gerade  keine 
wirklichen  Meesungen  auf  dam  Felde  mit  der  Boueaole  an  Gebote 
standen,  so  aeicboete  Ich  mir  auf  dem  Papier  ein  Sediaeek, 


Ii 
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d«a«€B  S«lten  mit  elttam  ferjfingteo  MaatMtobe,  b«l  wel- 
«kern  96  Rathen  auf  d«B  prenwisdieii  DociiatlMll  geredio«! 
warao,'and  aaehte  die  WlnkelbeetiauniingeD  mit  einer  Orientii> 
Boaeeole  anf  dem  Papier,  ao  daae  alao  von  einer  gewieaen  Ge- 
nauigkeit hier  gar  nicbt  die  Rede  aein  kann,  aaf  welclie  mir  ea 
auch  gar  oicbt  ankam,  da  ich  bioaa  ein  Rechnangs -  Beispiel  für 
die  Formel  7)  haben  wollte. 

Die  g^ebene  t  igar  war  das  Secbaeck 

Ai  A^     A^  A^  A^ , 

und  die  Ordnung  der  Ecken  war  mit  der  Uiclitung,  nach  welcher 
auf  der  ßoussoie  die  Grade  von  0  bis  360°  ii^ezählt  sind,  gleich- 
stimmig.  Da  man  aiae  hiernach  in  der  Formel  7)  die  unteren 
Zeichen  nehmen  muss,  ae  bat  man  iidr  den  Fall  dea  Seebaecka 
die  folgende  Formel: 

+«i«^»»(«ia— «U) 

+  *i2''4asin(«n-a45) 

+ 

+  i.i3  (f>iB5  —  «S«) 

+ 14»  ^ein  (om^om)  • 

woraus  man  zugleich  siebt,  wie  leicht  diese  Formeln  ihres  sehr 
eiafacben  Geaetaea  wegen  im  Kopfe  au  behalten  sind. 

Ans  den  freilich  nar  aehr  rohen  Mesaungen,  die  aber  für  den 
vorliegenden  Zweck  vOllig  genfigen,  ergab  sich: 

fi,=  47^.2' =472'  63».  45' 

^4=38  .8  ^^388  0^4=338  M 

«44  =  3i  .4  =  324  «44=  69  .45 

«44:==  48  .  7  =  487  «44=^318.30 
j^i  =:  87  .2  =872  =223  .30  •) 


*)  l«!  vd  ««1  waren  mit  gemeMen  woriic'O,  sind  alier  sur  Berech- 
des  Flftcbeninhalt«  niebl  erforderlich.   Natürlich  kdanen  die  oben 
Ordeeen  den  beiden  BedinguDgtgleirJinogca ,  die  swtacheo  den- 
Mlbea  jedeneit  Stile  flndes  muMea,  sieht  vollständig  genügen. 
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Alsa  bat  man  folgende  Dilferenxen,  wo  die  ihren  «bseloten 
Watlhen  naish  W  olebt  «bmteig«id«v'Wiekel»  mn  denen  die 
Shme  ^  nehmen  eind^  in  Piftrentheeen  eingeachle«een|i*beigefl^ 
woffden  eittd :  '  • 

«it— «84=— 275  .0    (4-86  .  0)  . 

«it— ««— 6.0  ( — 6  .  0) 

«Ii— «be^— «4  .15  (H-  74  .45) 

<%4=^--906  ;15  (+26.16) 

«^-«^=+  6SI  .45  (+62  .46)r 

a^^4i^»^]jg6 .0  (+6.0) 

1^4— a45=:  +  260  .  0  (—89  .  €) 

«»4-«^=+  20  .16  (+26  .15) 
a^-*«M=-^248  .45  '  (+68  .46) 

log«a,=2,776701 
log8in(a|9— a^=g>96d420» 

5,490063«   nnm.  =-263065,0 

tö|5«ii= 2,673042  . 
log^4»2,588832 
legein  (i%,— e^  s9.698344 

5,261118     nuai.=»  + 182439^. 

ieg^9S=:2,673M2 
les«43 =2,510545 
log  sin  («12 — 4x44) = 9,019235n 

4/203722«    nani.==--  15966^ 

logjt44  =  t>,tjh7ö'29 
logein(iici,— e^)=9,984432  « 

5,345903     num.  =  +  221770.0 

Ug^  =32,776701 
log  j,4  =^,588882 
log  sin  («M  —  «84)  =  9,645706 

5^11230     nnn.  ==  + 102621,7 
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mamtUibar  äurck  äte  mii  ätr  BmiMoU  g^mmchun  Mmmi§^  lg7 


oum.=+ 172248,8 


niini.  66401,0 


Also 


log  sin  (da,    ««b) =9,948010 

5,236156 
log^s 2,770701 

log  siu  («M  -  a^)  =9,019285 

4,483465 

iog*34=2,S88882 
log«4ft=2,5]0549 
log  sin  («84 —  «4i) — 9,999934n 

~~Ö,0993n» 

lotr  .3^=2,588832 
lo-i^ß  =2,687629 
log  sin  (a,4  ^  u^) =9,539223 

4,816584 

y 

log«4ö  — '2,510646 
>«g  «66=2,687529 
log  sin  («45  -  «4«)  =  9,969420 

5,107494     num.     -f  147059,7. 
findet  man  den  Inhalt  dnreh  folgende  Rechnung: 

-263065,0 
+ 182439,2 

—  80625,8 

—  1 5*185,3 

+  miim 

+  125158,9 
+  102621,7 

+  22778ü,ö 
+  172248,8 

-I-4ÖÖÖ2M 
+  :i0441,4 

4-  430470,8 

—  128692.9 

+  304777,9 
+  65401,0 

+  370178,9 
+  147069,7 

27=517238,6 

7  =  258619,37'. 
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Cm't  FrteMeh  Gmi$g  Wnke, 


Carl  Friedrich  Gauss  Werke. 

Herausgegeben  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissen- 

Schäften  su  Götlingen. 

»  » 


Vorbemerkung  des  Herausgeber». 

Die  Königlich  Hannoversche  GeeeHscIiaft  der  Wtsseaschaften 

in  Gottingen  hat  beschlossen,  eine  vollständige  Ausgabe  der  Werke 
von  Gauss  in  sieben  iiauden  in  Quart  zu  veranstalten,  wodurch 
Dieselbe  sich  den  ijrössten  Dank  der  IVlil-  und  INachwelt  erwerben 
wird.  Diese  Werke  sind  ein  ewig  unvergängliches,  hoch  erhabe- 
nes Monument  deutschen  Scharfsinnes,  deutschen  F  leisses  und 
deutscher  Gr«1sse,  sowohi  im  Allfi;erneinen ,  als  auch  in  unserer 
herrlichen  Wissenschaft  im  Hetionderon ,  und  die  WransfaltnnL' 
einer  vollständigen  Ausgabe  derselben  in  sch«inster  und  trefflich- 
ster Ausstattunsr  durch  die  Königliche  Gesellschaft  der  W'isseo- 
Schäften  in  Göttingen  ist  ein  für  alle  Zeiten  denkwürdiges  Factum 
in  der  Geschichte  der  Mathematik,  von  welchem  auch  in  diesem 
Archive  Act  zu  nehmen  der  Herausgeber  HBr  eine  besonders  freu- 
dige Pflicht  erkennt*  Ffir  die  Leser  des  Archivs  muss  die  von 
der  K5niglieben  Gesellschaft  der  Wl8sen8ehaften  erlaesene' An- 
kdudlguDg  der  Gesammt- Ausgabe'  der  Gaus  «'sehen  Werke  scboo 
deshalb  Oberaus  nichtig  und  interessant  sein,  weil  sie  darin  eto 
voilstSndiges  Verzeichnis»  aller  Arbeiten  des  grossen  Geonieters 
finden,  weshalb  der  Herausgeber  durch  einen  gani  unverkfirsten 
Abdruck  dieses  wahrhaft  historischen  Docunients ,  wie  er  im  Nachr 
stehenden  —  und  zwar  im  Archive  selbst,  nicht  blot^s  im 
Literarischen  Berichte  —  gegeben  wird,  dem  Interesse  seiner 
Leser  am  Besten  zu  dienen,  und  auch  am  Meisten  die  Wörde  de^ 
Gegenstandes  im  Auge  zu  behalten  geglaubt  hat. 

Greifswald  am  25.  Mir«  18ti2.  Der  Herausgeber. 
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Nach  dem  Tode  von  C.  F.  Gaims  Itat  die  Kunigliebe  ^aeli- 
flcbaft  d«r  WiMensebaften  so  Gottingeo  dl6  Herausgabe  seiee« 
literariscben  Nacblaaae«  übernoimiieD.  Da  aber  viele  aehier  ge- 
druckten Werke,  namentlich  die  DiaquUltionee  arithmeticae»  acbon 
«eit  langer  Zelt  nicht  mehr  im  Bttchbandel  aind  und  der  Wunsch 
nach  einer  neuen  Auflage  derselben  immer  reger  geworden,  so 
bat  die  Krmiglicbe  Gesellschaft  beschlossen«  eine  Ausgabe  von 
Gauss  sSmmtlicben  Werken,  mit  Einschlosa  des  Nachlasses,  an 
veraostalteo. 

Ten  den  gedruckten  sind  noch  mehrere  im  Buchhandel  vor* 
banden,  wiewohl  theils  in  wenigen  Exemplaren,  wie  die  Theoria 

motas  corpomm  coelestium,  theils  al»  Bestandtbeile  grosserer  Sam- 
melwerke, wie  die  in  den  „Abhandlungen  der  Königlichen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Güttingen"  und  in  den  „Resultaten 
aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  in  den  Jahren 
von  1836  his  1841"  enthaltenen.  Es  hing  daher  das  Erscheinen 
der  SSmmtlichen  Werke''  des  grusseii  Verstorlfer  «  ii  von  der  Zn- 
sfimmnng  der  Verlagshandlnnsen  jener  Worke  i\h.  Uni  so  mehr 
verdient  es  dankbare  Anerkennung,  dass  diese  Buchhandlungen, 
io  dem  Bestreben,  das  höhere  Interesse  deutscher  Wissensehaft 
in  diesem  Unternehmen  zu  befördern,  auf  die  von  der  Königlichen 
Gesellschaft  an  sie  deKbalb  ergangene  Anfrage  ohne  alles  Beden- 
ken  ihre  Zustimmnng  lu  ertbeilen  sieb  bereit  gefunden  haben; 
blos  die  Buchhandlung  von  Andreas  Perthes  in  Gotha,  welche 
die  Theoria  motus  corpomm  coelestlum  In  ihrem  Verlage  bat, 
versagte  die  Zustimmung,  und  es  haben  auch  die  mit  derselben 
geftihrten  Etitschidijgnngs- Verhandlungen  su  keinem  Resultate 
geRAnrt.  Es  wird  also  vor  der  Hand,  bis  die  Verlagsrechte  er< 
loaeben  sind«  die  Tbeoria  mofus  von  der  sonst  vonstSttdigen  Aus* 
gab«  ausgeschlossen  bleiben  •  den  Fall  jedoch  ausgenommen ,  dass 
eine  zweite  Auflage,  nachdem  die  wenigen  von  der  ersten  noch 
vorhandenen  Exemplare  vergriffen  worden,  nicht  zu  Stande  kom- 
men öoilte. 

Von  grösserer  Wichtigkeit  ftlr  die  Wissenschaft  ist  die  Her- 
ausgabe des  bandschriftlichen  Nachlasses,  welcher  durch  seine 
Reichhaltigkeit  und  Bedeutsamkeit  Üir  den  L^anzen  jetzigen  Zu- 
stand der  Wissenschaft  in  stofflicher  sowohl,  *vie  historischer 
Beziehung  hohes  Interesse  bietet. 

Zu  diesem  Zwecke  haben  die  Ganssischen  Erben  nicht  blos 
alle  auf  sie  übergegangenen  Autorrechte  an  die  Königliche  Ge- 
äellscbaft  der  Wissenschaften  übertragen,  sondern  haben  auch 
über  den  ganzen  wisseuschafUichen  Nachlass  in  solcher  Weise 
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Cmri  FrUärUh  €4mu  Werke, 


verfugt,  das«  der  Königllcliaft  Gesellschaft  der  WiasaiMicliafien 
die>  Benntsong  deeMlien  vollkemmen  frei  geeleUt  iat 

Zugleich  ist  durch  die  Liberalität  der  Königlich  Hannoverschen 
ReuieruriLi,  die  Gaussi scIie  l>il)!ii){liek ,  in  welcher  sich  sehr  zahl- 
reiche handschriftliche  Bemerkungen  von  grossem  Werthe  vorfin- 
den, zu  diesem  Zwecke  gewonnen  worden. 

Sofort  nach  dem  Tode  des  grossen  Mannes  wurde  die  Aus- 
führung des  Unternehmens  beschlossen.  Aber  es  erlitt  dadurch 
eine  Verzögerung,  dass  Lejeune-Diriehlet,  welcher,  an  seine 
Stelle  nach  Göttingen  berufen,  die  Bearbeitung  des  ganzen  har)d- 
schriftlichen  Nachlasses  übernommen  hatte,  ebenfalls  der  König- 
lichen Gesellschaft  unerwartet  durch  den  Tod  enfrisjsen  wurde, 
und  zwar  ohne  von  den  durch  ihn  für  die  Herausgabe  weit  geför- 
derteo  Vorarbeiten  etwas  schriftlich  zu  hinterlassen. 

Diese  Vorarbeiten  mussten  somit  wieder  von  vorn  bcgonueo 
werden  Es  sind  daher  die  sämmtiicben  Manuscripte  von  Neuem 
geordnet,  nach  ihren»  Ziisanmienhanire  mit  allen  übrigen  Gnnss 
ischeu  Arbeiten  durchforscht  und  theiis  unter  einander,  theiU  mit 
den  schon  gedruckten  V^erken  in  die  für  das  Verständniss  über- 
sicbtlicbste  und  zweckmässigste  Verbindung  gebracht  wordeo. 

Die  sSninitlichen  Werke,  die  gedruckten  «owohl,  wie  die  un- 
gedruckten, sind  nach  ihrem  Inhalte  in  mehrere  Hauptgruppen 
vertheilt  worden.  Die  erste  Gruppe  umfasst  das  Gebiet  der  höhe- 
ren Arithmetik,  die  zweite»  dritte,  vierte  und  fünfte  umfassen  der 
Reihe  nach  aus  der  Analysis  die  Gebiete  der  algebraischen  Functio- 
nen, der  Gaussischen  F- Function,  der  elliptischen  FunctioBMi 
und  der  Interpolations-RecbniiDg,  die  sechste  das  Gebiet  der 
lytieeben  (jleometrie,  die  siebente  das  der  Methode  der  kleinetee 
Qoadrete,  die  achte  das  der  mathematischen  Physik»  die  neunte 
des  >  der  Astronomie. 

In  jeder  Gruppe  werden  die  schon  früher  puhÜcirten  Schrif- 
ten, meist  in  chronologischer  Folge,  den  ersten  Platz  einnehmen. 
Die  eigenthürolieben  Gesichtspunkte,  die  Gauss  selbst  in  kor* 
sen  Berichten  von  vielen  seiner  Abbandinngen  in  den  GOttingiscben 
gelehften  Anzeigen  gegeben,  oder  einzelne  Stütze  und  Methdden, 
die  er  darin  besonders  hervorgehoben  oder  erl&utert  hat,  Hessen 
es  swecfcmässig  erscheinen,  den  Abhandlungen  jeder  Gruppe  diese 
Selbstuueigen  folgen  sn  lassen ,  denen  sich  alsdann  noch  die  von 
Ganse  herrflhrenden  Reeensionen  anderer  Werke,  die  dem  In- 
halte der  Gruppe  angeboren  oder  in  nächster  Beziehung  dazn 
stehen,  aosciiiiesäea. 
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,  Om  Schluss  jeder  Gruppe  bilden  die  im  Nacblass  vorgelan- 
denen  Seliririai,  über  ivelcbc  oocb  folgende  BenietkiiiiSeo  bier 
PiatK  finden  mSgen. 

Unter  den  im  Nachlass  vorgefundenen  Schriften  finden  eicb 
zahlreiche  Manuscripte,  deren  Inhalt  in  den  von  Gaaes  selbst 
pirblicirteit  Werken  «choii  volUtändi?  enthalten  ist.  E»  i»t  als 
ReffeJ  angenonimeo,  dieselben  uiihei ü*  ksicbügt  zu  lassen*  ausser 
wo  eine  in  ihnen  niedergelegte  tVlethode  eine  theiUeUe  Veröf- 
fentlichung vt  iiuscbenswerth  erscheinen  Hess. 

<  Zu  des  vorgefundenen  Sebriften,  welebe  abgednickt  mrdeB« 
gehören  vor  Allem  die  nebte  Seetian  der  DisqolsitieBes  arltbme- 
ticae  und  einige  volHioiiiBieii  druekfertlge  Mannserlpte,  anter  sar 

defn  eine  Abhandlung  ßber  loterpela^  und  eine  über  die  Stö- 
rungen der  Pallas.  Andere  Manuscripte  dagegen,  ven  denen  sieh 
oft  viele  auf  einen  und  denselben  Gegenstand  beziehen  und  tregen- 
seitig  ergänzen,  stammen  meist  aus  sehr  verschiedenen  Zeiten 
lind  finden  sich  so  zerstreut,  dass  sie  zum  Zweck  der  Veröffent- 
iichnng  erst  sorgfältig  zusammengestellt  werden  roussten ;  auch 
•ie  werden,  nur  mit  Vermeidung  unnöthiger  Wiederholungen,  un- 
verindert  abgedruc1<t  werden.  An  einigen  Stellen  haben  jedoch 
kni^e  Noten  hinzugefügt  werden  miissen,  um  den  Zusammenhang 
benostellen  nnd  das  Verständniss  möglich  zu  machen.  Zu  diesen 
Sebriflen  ans  dem  Nacblase  gehSren :  die  Beetimraung  der  Anzahl 
der  Classeii  ,der  iiinären  Formen»  die  Fortsetzungen  zu  den  publi- 
cirten  Abbandlungen  fiber  die  biquadratieeben  Reste  nnd  die  Un- 
tersoeb engen  über  elliptische  Functionen. 

Von  diesen  Gruppen,  in  welche  die  sänimtliclieii  Werke  ihrem 
Inhalt  nach  vertheilt  sind,  wird  die  erste  in  zwei  Bänden  erschei- 
nen, die  «weite,  dritte,  vierte  und  fünfte  werden  den  dritten  Band 
Hilden,  die  sechste  nnd  siebente  den  vierten  Band,  die  achte  wird 
den  fönften  Band  und  die  neunte  die  beiden  letsten  Binde  am* 
fassen» 

Sämmtliche  Werke  werden  also"  in  sieben  Binden  unter  fol- 
genden Titeln  erscheinen: 

Disqnisitiones  arithnieticae* 
II.    Höhere  Arithmetik. 

III.  Analysis. 

IV.  Geometrie  und  iVlethode  der  kleinsten  Quadrate. 
V.   Mathematische  Physik. 

VI.  Astronomie« 

VII.  Tbeoria  motus  corpomm  coelestinm. 

Die  Theuria  luotus  co^oruro  coelestium  ist  zuletst  gestellt 
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worden»  fillr  dM  Fall,  da«»  ihr  Erscheinen  erst  nach  Erklschen 
der  oben  •rvräbnten  Verlagsrecht«  ermögticbt  werdeo  sollte. 

# 

Zur  nftberen  Elnalcbt  diene  endlich  folgeode  auallEIhrliche  In- 

haltsaogabe  der  einzelneu  Bände. 

BAND  I.    DISQUibiTIi)iNEb  ARIiHMKTICAE. 

(Dieses  im^Jabre  1801  erscbleoeoe  Werk  wird  hier  tu  unver- 
Sndertem  Abdruck  wiedergegeben,  nur  werden  snr  besseren  Ueber- 
siebt  die  Hauptformeln  in  etngerfickten  Zellen  hervorgehoben»  die 
einseinen  Abschnitte  nnd  die  Seiten  mit  den  ans  dem  Inhnlt8▼e^ 
selebnisse  entnommenen  Ueberschriften  versehen.  Diejenigen  Ne- 
tnen,  welche  Ganss  in  sein  Handeiemplar  eingeschrteben  bat, 
nnd  die  meist  die  Data  der  Entdeckung  der  Hanptsfitse  angeben, 
werden  aU  Anbang  in  diesen  Band  aufgenommen.) 

BAND  II.    HÖHEllE  ARITHMETIK. 

AbkOMdkmgen,   Tbeorematls  arithmetici  demonstratio  nova  (tertia). 
(1808.) 

Snmmatio  qnarunidam  serierum  singularlum.  (1808.) 
Theoremalis  fnudamentalis  in  doctrina  de  residuis  quadratids 

demonstrationes  et  ampiiilcationes  nov.  (1817.) 
Theoria residuorom  blqundraticoruni.  Comm.1.  etil.  (1825. 1831.) 
Settstamteiffen  dieser  f&nf  Abbandlungen. 

Anzeigen,  (Dalberg)  Recberches  sur  rirrdductibilltd  Arithrodfi- 

qiie  et  (leoin^trique  des  nombres  etc.  (1809.) 
Cheniac  Cribrum  Arithnieticum.  (1812) 
Burckhardt  Table.«*  des  divbeurs.    (1814.  1816.  18J7.) 
Erching  er  Coiistruction  des^  Siebenzehiiecks.  (1825.) 
Seeber  üntei. Buchungen  über  die  Eigenschaften  der  positiven 

ternären  quadratischen  Formen.  (1831.) 
Hachlass,    liisquisitiones  arithnieticae,  Sectio  octava. 

Disquisitiouuni  circa  aequationes  puras  ulterior  evolutio. 
Demonstration  de  quelques  Tb^or^nies  concemant  les  p^rio« 

des  des  ciasses  des  formes  binaires  du  second  degr^. 
Bestimmung  der  Anzahl  der  Ciassen  der  binären  quadrattsckeN 

Formen. 

Geometrische  Seite  der  tern&ren  Formen. 

Theorie  der  biquadratischen  Reste. 

Nene  Theorie  der  Zerlegung  der  Guben. 

Qnadratornm  numeris  primis  divlsomm  residua. 

Verwandlung  gemeiner  BrSehe  in  Decimatbrfiche. 

Frequenz  der  Primzahlen. 

Zur  Gydotecbnie.  * 


Digitized  by  Google 


Cwt  Friedrich  6mu9  Werke.  19^ 

dANDm.  ANAIfTBIS. 

A.    Algebraische  Functionen. 

AähamUunffen.   Demon8tratio  nova  theorematis  oronem  functionem 
algebraicam  rationalem  integram  etc.  (1799.) 
Demonstratio  noya  altera  theorematifi  omnem  fanctionepii  alge* 

bralcam  rationalem  integram  etc.  (1815.) 
Tbeorematis  de  renolabilitatefunctionain  algebraicamm  integrar. 

In  factoraa  realee  demonstratio  tartia.  (1810.) 
Baireia  eines  algebraiachen  Liobraatsea.  (1881*) 
BeiIrSge  aar  Theorie  der  algebraiacheo  Gleichungen.  (1849.) 
8M9Utmeigen  der  zweiten»  dritten  and  fOnften  Abhandlnog. 
Atmeii^m»  Coytier  Reeberebea  mathtoatli^aeii  on  diverses  que- 
Atfons  non  r^Molnes  on  dont  la  Solution  etc.  (1813.) 
Fourier  Analyse  des  equations  d^termiotSes.  (18^.) 

B.  Ganssische  F-Fttnction. 

Akkamdhm§eiL   Disquisitiones  generalos  drea  seriero  intnitam  etc. 
Pars  prior.   (Art.  1--37.)  (1812.) 
Methodns  nora  integraliuni  valores  per  approziniationem  iii- 
veniendi.  (1814.) 
Selbstansbeige  <iif.^er  beiden  Abbandlunge». 

Naeäiase.  Deteintinatio  seriei  iiostrae  per  aequationem  differen- 
tialem  secundi  ordinis.    (Art.  38—57.0 

C.  Elliptische  Punctionen. 

Abhandlung,    Detenninatio  attractionis,  quam  in  punctum  quodvis 

position'fs  datae  exerceret  planeta  etc.  (1818.) 
SelbstanS£ig€  dieser  Abhandlung. 
NaehUus*  Zur  Theorie  der  neuen  Transcendenten. 

Ameigem  Pfaff  Methodus  «generalis,  aequationes  differentianim 
partiaiiimi,  nec  non  aequationes  etc.  (1815.) 

Naeh/ase»   Theoria  Interpolationis  methodo  noTa  tracfata. 

Bemerkungen  über  mathemaUsehe  Tafeln,  (Gauss Ische  Loga- 
rithmen, Tafeln  von  Prasse,  Vega»  Pasqnich  etc.) 

BA^  IV.   G£OM£TjEtI£  UND  METHODE  DBB  KLBmSXEN 

QUADBATE. 

A.  Geometrie. 

Abhandlungen.  Allgemeine  Auflnf^ting  der  Aufgabe:  die  Theile 
einer  gegebenen  Fläche  auf  einer  andern  etc.  (1822.) 

Disquisitiones  generale«  cirrri  superficies  curvas.  (1827.) 

Untersuchungen  über  GegenstäntJe  der  huhern  Geodäsie. 
Abbandlnng  L  nnd  IL  (1843.  1846.) 
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Selbstameigen  (t«r  swelten,  Triften  und  Tlerten  Abhandliing. 

Verschiedene  Aufsät%e,   Zu«iätze  zur  Geometrie  der  Stellung  von 

Carnot.  übersetzt  von  iSchuni acher*    (1810.)  ' 
Bestimmung  der  grüssten   Ellipse,  welche  die  vier  Seiten 

eines  gegebenen  Vierecks  berührt.  (ISiO.) 
Auf  lo8ung  einer  geometriscbeo  Autgabe  (l^etreffend  das  ebeoe 

Fünfeck).  (1824.) 
Elementare  Ableitnog  eines  zuerst  von  Legendre  aafgestell 

ten  Lehrsatzes  der  sphäriscbeii  Trigonometrie.  (1841.) 
Amtlgm^.  Moll  weide  de  MeUiodo  »b  Arcbimede  adhibita  ad 

rationeiD»  in  qua  loter  ae  «nnt  latna  etc»  (1806^)  • 
Monge  Gäomdtrie  deeeriptive.  (1813.) 
Hemcbel  über  eine  merkwürdige  Aoweiidung  de«  Goteaiadien 

Liefarsatses.  (1814.) 
Mo  II  weide  über  eine  dunkle  Stelle  in  IMato  6  Menon.  (1814.) 
Scb^vab  Comnientatio  in  primuni  elementorum  Euclidis 

llbrum.  (1816.) 

Metternich  vollständige  Theorie  der  Parallel-Linieo.  —  Mul- 
ler,  Theorie  der  Parallelen.  (1822.) 
NüChlass^    Pothenotsche  Anfgahe. 

Zu  den  Untersuchungen  über  Gegenstände  der  h9bern  €ieodfi«e.  ' 
Pentagramma  mirificum. 
Zur  Geometrie  der  Lage. 

B.   Metbode  der  kleinsten  Quadrate. 

■ 

Mthandlungen.    Tbeoria  eoinbinationis  observationum  erroribus  ml- 
nimis  obnoxiae.    Pars  I  et  II.    (1821.  1823.) 
Supplementuni  Theoriae  combinationis  observaUoDuro^ .  (1826.) 
Selbetatmeigen  dieser  Abhandlungen. 

VerscMedene  Anwendungen,   Bestimmung  der  Genauigkeit  derBe* 
obachtungen.  (1816.) 
Anwendung  der  Wahrscbeiniicbkeitsrecbnung  auf  eine.Ao^l^^ 

der  practiseben  Geometrie.  (1823.) 
Anwendung  der  Metbode  der  kleinsten  Quadrate  auf  chrono- 
^  loetrisehe  Längenbesttmmung.  (1827.) 

Anwendung  nnf  Bilansreehonng  der  Wittwencanse.  (1B4&) 

BAND  V.   MATHEMATISCHE  PHYSIK 

Akktmdhmgen.    Theorie  attraellonts  eorpomnt  sphneiniJtwtan 

elllpticomm  faomogeneomm«  (1813.) 
Uefaer  ein  nenes  nllgeMtnesGmndgeseln  der  Meöhmik^  {I8M.) 
Principia  ^eneralfai  theoriae  lignrae  flnidömm  in  statn  aeqii* 

lihrii.  (1830.) 
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Intensltas  vis  magneticac  terresfifs  ad  meiMDram  absolvtam 

revocata.  (1833.) 

Allgemeine  Theorie  des  Erdmagnetismus.   (1838.)  ^ 
AUgemeine  Lehrsätze  in  Beziehuni?  auf  die  im  verkehrten  Ver 

hältnisse  des  Quadrats  der  Entfeniuog  etc.  (1839.) 
Dio{>trische  Untersuchungen.  (1840.) 

Seiöetameigen  der  ersten»  dritten,  vierten,  seebaten  und  aieben- 
ten  AbbandloDg. 

Tettehißäene  AM/^ät^e  über  MagneUtmu».  Brdmagnetiamoa  und 
Magnetometer.  (1836.) 

Einleitung  In  die  Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  mag- 
netischen Vereins.  (1836.) 

Ein  neues  Hülfsmittel  für  die  magnetisch.  Beobachtungen.  (1837.) 

Ueber  ein  neues,  zunSchst  zur  unmittelbaren  Beobachtung  der 
Veränderungen  in  der  Intensität  etc.  (1837.) 

Anleitung  /.ur  Bestimmung  der  Schwiogungsdauer  einer  Mag- 
netnadel. (ia37.) 

Ueber  ein  Mittet,  die  Beobachtung  von  Ablenkungen  zu  er- 
leichtern. (18.39.) 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  des  Bifilarmagnefunieters.  (1.840.) 

Torschriften  zur  Berechnung  der  magnetischen  Wirkung,  welche 
ein  Magnetstab  in  der  Ferne  ausiibt.  (1840.) 

Ueber  die  Anwendung  des  Magnetometers  avr  Bestimniung 
der  absoluten  Declination.  (1841.) 

Beobachtungen  der  magnetisch.  Inclinatlon  xu  Güttingen.  (1841.) 

Attfiät^e  über  verschiedene  Gegenstände  der  mathemaiiecken 

Physik, 

Fundamentalgleichungen  für  die  Bev\egung  schwerer  Körper 

auf  der  rotirenden  Erde.  (1804.) 
Ueber  die  achroraatitJchen  Doppclohjective,  besonders  in  Rucb' 

sieht  der  vollkonjimiern  Authebung  etc.  (1817.) 
Brief  an  Brandes  über  denselben  Gegenstand.  (1831.) 
Berichtigung  der  Schneiden  einer  Wage.  (1837.) 

MofneiUeAe  Beebaektungen,  (11  Mittheilungen  in  den  Resultaten, 
AstroDomlscheu  Naehrtcblsn  und  Po  gg.  Annaleu.) 

Ameiffen,  Benseaberg  über  die  Daltonscbe  Theorie.  (1890L) 
Fischer  practische  Anweisung  zur  vortheilhaften  Verfertigung 

kunstlicher  Ma-nete.  (1832.) 
Gerling  über  die  neue  Einrichtung  des  mathematisch -pbysi- 

caiiscben  Instituts  in  Marburg.  (1844.) 

NachioMS.   Gnindg^sets  ffir  alle  Wecbselwirkungen  galvanischer 

Ströme. 

Wirkungen  eines  leuchtenden  Punkts  P  auf  einen  Punkt  p. 
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BAUDYL  A8TBON0MIB. 

A.  Theorie  der  Bewegung  der  HimmeUkorper. 

Abhandlungen,    Disquisitio  de  elementis  elliptici»  Palladis  exoppo- 
sitionibuei  annoroni  1803.  1804.  1805  etc.  (1810.) 
Observationes  cometae  secnndi  a.  1813  in  observ.  Gottiogeosi 
faetae  adjectis  noniiullis  adnott.  etc.  (1813.) 
Selbstan^eigen  dieser  beideo  Abbandluogen  und  der  Tbeoria notss. 
Verschiedene  Äitfsät%e* 

Vorschriften,  am  aus  der  geocentrischen  LKnge  und  Breite 

eines  Hiromelskurpere«  dem  Orte  etc.  (1802.) 
Vereinfachung  der  Rechnung  fiir  die  geocentriscIieQ  OeHer 

dea  Planeten.  (1804.) 
Ueber  die  Grensen  der  geocentriachen  Oerter  d.  Planeten.  (180i) 
Der  Zodiacua  der  Juno.  (1805.) 

Summarische  Uebersicl^t  der  aur  Bestimmung  der  Bahnen  der 

beiden  neuen  Hauptpianeten  angevrandten  Method.  (1809.) 
Ueber  die  Tutel  für  die  Snnnencoordinalen  in  Beziehung  auf 

den  Aequafor.  (1812.) 
Ueber  die  Rcci»nuni;  mit  der  La rk ersehen  Tafel.  (1843.) 
Ueber  die  Limiten  des  Zodiakus  eines  die  Sonne  nach  I^ep- 

{ersehen  Gesetzen  umkreisenden  Hinimelskorp.  (1S47.) 
Nachkue,  Exposition  d'une  nouirelle  möthode  de  caiculer  lea  per- 

turbations  planötalres  avec  l'appiication  au  caicul  des. 

pertnrbations  du  mooTement  de  Pallas.  —  Pallaslafeln. 

B.  Cbroooiogie  und  sphärische  Astrononiiow 

Berecbnimg  des  Osterfestes.  (1800L) 
Berechnung  des  jfldlschen  Osterfestes.  (1807.) 

Noch  etwas  über  die  Bestimmung  des  Osterfestes.  (1807.) 
Methodus  peculiaris  elevationem  poÜ  determinandi.  (1808.)  uD<i 

5elbsta»zeie:e  dieser  Scbrift. 
Ueber  eine  Aufgabe  der  sphärischen  Astronomie.  (1808.  1809.) 
Neue  Aussieht  zur  Erweiterung  des  Gebiets  der  Uimmelskuad«. 

(1813.) 

Allgemeine  Tafeln  für  Aberration  und  Nutation.  (1808.) 
Ueber  Tafeln  für  die  Mittags- Verhesserang.  (1811.)  -  RefrsctlM^ 
Tafeln.  (1832.) 

C.   Mathematische  Geographie. 

Bestimmung  des  Breitenunterschieds  awisehen  den  Sternwarten 
von  'Gottingen  und  Altona  durch  feohaditattgeB  a» 
R  am  s  den  sehen  Zenlthsector  (1828)  und  SelbetaBseige 
dieses  Werkes. 
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Bemerkungen  über  verschiedene  Gegenstände  der  mathematisch  en 
Geographie .  insbesondere  über  die  hannoversche  Tri" 
angulirunf  und  die  dabei  angewandten  Instrumeniem  (Geo- 
graph.  Ephemeriden,  Astroni.  14achr.  etcji 
AMeigen»  K  r  i  e  8  L  e  h  r buch  der  inatbeinatiscbeii  Geographie.  (1814.) 
Optetions  gM^siquea  et  aatronotniqnes  pe«r  Iii  neswe  d'iiD 

are  du  pavalMe  moyen.  (1880.)' 
BItaorial  da  ddpöt  gdndral  jd«i  ia  gnerre,  imprimd  per  ovrir» 

du  ministre.  (1890.) 

*  * 

«• 

Bemerkungen  über  Sternwarten  und  aetronomische  Metrumente. 

(17  MittlieiloDgen  in  den  Götting.  gel.  Anaeigeo»  der  Zeit- 
schrift von  Lindenau  und  Bohnenherger  und  den 

Astron.  Nachr.) 

Beobachtungen,  (257  (VI  itth  eilungen  in  Hu  de' 8  Jahrb.,  in  der 
Monat  Corresp.,  den  Gotting,  gelehrt  Anzeigen  and  den 
Astron.  Nachr.) 

Atmeten  nicht  eigner  Schriften.  (70  Recensionen  in  den  Guttin- 
giacben  gelehrten  Anzeigen.) 

BAÜID  YH.   THEOBIA  MOTÜS  CORFOBUM  COELESTIUM. 

(Wird  erscheinen  aobald  als  es  ohne  BeeintrSchtigung  der  Rechte 
der  Verlagsbandiung  geschehen  kann.) 

Diese  Ausgabe  der  Werke  von  Gaus»  wird  in  dem  Format 
der  Abhandlungen  der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaf- 
teo  in  Gdttingcn  in  4^.  im  Verlag  der  Konit^lichen  Gesellschaft  er- 
scheinen und  für  die  Ausstattung  in  Beziehung  auf  Papier  und 
Liettern  dient  die  ausgegebene  AnlLändigung  sc^^l^st  al^  Ptqbc.  • 

Sobald  der  Drock  vollendet  ist,  wird  das  Ganse  auf  den 

Wege  des  Buebhandets  vertrieben  werden  i  doch  Wird  Hlr  die  Dauer  ' 

des  Drucks  , 

EINE  SUBSCRIPTION 

eröffnet,  «reiche  durch  einen  sehr  berabgesefzfen  Preis  sovrobl, 

als  dadurch,  dass  Subscription  auf  einzelne  Blinde  zugelassen 
wird,  auch  »n  weiteren  Kreisen,  in  welchen  die  Verbreitung  der 
Gaussischen  Werke  v\ichti^  und  wilnsciienswertb  ist,  die  Er- 
werbung derselben  ermöglichen  und  erleichtern  wird. 

Der  Sobscriptionspreis  im  Ganzen,  wie  jedes  einzelnen  Ban- 
des, wird  sich  am  Orte  des  Erscbeioens  nAeb  der  Bogenzahl 
richten,  nach  dem  Verhältniss,  dass  er  für  einenr  Band  von  SO 
bis  60  Bogen  auf  dem  Papiere  des  ausgegebenen  Prospectus  4  Tba- 
ier  Couraat  betrSgt ,  'wozu  bei  auswärtigen  Bestellungen  noch  die 
Porto-  und  Kraebt' Auslagen  binzukommen. 

riieil  XXXVUI.  13 
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198       Böhlen:  Veöer  äie  Bedeutung  und  Anwendung  der 

6ab8€#iptiöDto  «ind  dorch  die  Post  franeo  eteUMMiAM  «Uer 
der  Adressat 

kn  da«  Secretariai  der  königlichen  tieaellachaft  der^ 
Wissenschaften  zo  GfitÜDgen. 

Der  nach  Vollendung  des  Ganzen  etatretende  Ladenpreis  ist 
netto  för  einen  Band  von  50  bis  60  Bogen  auf  6  Thaler  und  für 
«Ii  Exenplar  auf  Sciuraib^Valiiipapiar  auf  7  Ybaler  Couiant  fest^i 
gMrteilt 

Der  Druck  hat  begounen  und  wird  so  beschleunigt  werden,! 
dass  ^itidestens  binnen  5  Jahren  die  eisten  sechs  Bände  erscbei*' 
nen  werden.  j 

■'s  '  I 

Gdttiogaa  im  Januar  1862.  I 
SHe  Königliehe  Gesdhehafi  der  Fyissenseiutpen, 


Uebeir  die  Bedeutang  und  Anwendung  der  in  Theil 
XXXV  IL  Nr.  lY.  S.  124.  entwickelten  Relationen  in  der 

analytischen  Creometrie* 

Ven 

Herrn  Doctor  Oito  Böhlen 

•D  8ala  a.  N..  im  KKaigceidk  WAnevberg 


In  ThU  XXXVIL  des  Archivs  S.  124.  hat  der  Herr  Her 
auaKebarr  unter  der  Rubrik  Miscellea  aua  dar  Glekbung 

I)        (^i — ^  +.(caj — oci)  ^  +  {abi  —  6ai )  i  =  0 
mitteiat  der  IdantUltan 


Digitized  by  Google 


3)        (6ci — c6i)  Ol  +  (cai  —  HCl)  61  +  (064  —  6ai)  C|  =  0 
ie  RelationeD :  * 
,4)  a^i  —     sc«!  —  ac^ 

bgeleitet»  über  deren  Bedeutung  und  Anwendung  in  der  aoaly-' 
pchen  Geametrie  Einiges  gesagt  werden  möge. 

Wir  nehmen  dr«i  Gerade  im  Räume  an,  M,N  und  O,  welche 
lit  den  Az<hi  de?  jp»  y  nnd  z  ^Vinkel  bilden*  deren  Coeinue  den 
■rvtaen  a,  d»  c;  «if  6|»  x,  jf,  z  proportional  sind,  so  folgt 
m  1),  daes  dieeo  drei  Geraden  Einer  E^ene  parallei  aiad.  Wenn 
rir  onter  Aze  einer  Ebene  irgend  eine  anf  derselben  aenkreehte 
lerade  Ferstehen,  ao  aind  nach  bekannten  SStaen  die  Coainna 
er  Winkel,  welche  die  Azen  der  den  Geraden  ilf  und  N;  M  und 
>;  iVund  O  parallelen  Ebenen  mjt  den  y  und  >-Azen  bilden, 
eziehlicb  den  Ausdrücken 

kci  —  ebi  9  eoi  — itü| ,  abi  —  6«! ; 

62  —  cy,     cx  —  ai,      ay^bas;  * 

«ly»  Cjt«— Ol»,  ai^^l^x 

roportional.  Ferner  ist  der  Cosinus  des  Winkels  zweier  Gera- 
en,  die  mit  den  Axeii  Winkel  bilden,  deren  Cosinus  den  Grös- 
«B  a^y,  o'/^/  proportional  sind,  gleich 

Vi^ß^f  V^V^  Vß^^^Y^* ' 

•Iäo  ««' + /3ß' -f  yy*  =  0,  wenn  beide  Gerade  auf  einander  senk- 
echt  stehen.  Hiernach  bedeutet  die  Gleichung  1),  dass  die  Ge- 
ade  O  'und  die  Axe  der  den  Linien  AI  nnd  iV  parallelen  Ebenen 
Ulf  einander  aenkrecht  atehen  oder,  was  daaaelbe  lat,  daas  die 
ttriea  M,  N  nnd  O  Einer  Ebene  parallel  aind. 

Die  Identitäten  2)  und  3)  hedenten,  dass  die  Axe  der  Ebene 
Ä  nnd  iV  sowohl  senkrecht  steht  aui' der  (Geraden  TIf/,  als  auch 
•nf  iV,  welches  der  hekiinnte  stereonietrisehe  8atz  ist:  die  Axe  * 
^i'ier  Khene  steht  senkrecht  auf  all»'n  in  derselben  enthaltenen 
^eridei).  Aus  den  Relationen  4)  i^elit  hervor,  dass  die  Cosinus 
«Jer  Winkel,  welche  die  Axen  der  den  (^leradm  7)7  und  N,  M  und 
0,  N  und  O  parallelen  Ebenen  mit  den  Coordiaaieoaxen  bilden 
mter  einander  proportional  aind* 

IS* 
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AU  erstes  Beispiel  wollen  ^vir  die  DeterminaDte  nehm^ 
welche  die  Differentialgieicbiiiig  der  geodjUiscIien  Linien  aui* 
Flächen  enthält: 

dx,  dy,  dl  sind  die  Projektionen  eines  Elements  der  Link  a 

den  Axen,  und  mithin  den  Cosinus  der  Winkel,  welche  dieel 
Element  mit  den  Axen  bildet,  proportional.  F,  Z  sind  Ürru 

sen,  welche  den  Cosinus  der  Winkel  proportional  sind,  die  dl 
Fläcbennorniale  mit  den  Axen  macht.  Die  geometrische  Bedei 
tung  der  Forniel  5)  besteht  darin  ,  dass  sie  an!»ibt,  dass  der\Nin 
kel  zH'ischeD  der  Axe  derjenigen  Ebene,  welche  zwei  auf  eioande 
folgende  Elemente  der  geodätischen  Linie  enthält,  und  der  Flächen 
Donnale  s=  90^  ist  Wenn  wir  die  Determinanten  1)  ond  6)  v«i 
gleichen,  so  bähen  wir  sn  «etieo:  ' 

a=dx,      ai  =  d*s.      «=JIC,  j 


c^dz;      ei=idhi  z=zZ; 


und  erhmiten  nach  4)  folgende  Relationen  fttr  die  geoditbcl 
Liiüeo :  I 

■ 

6)  dxd^ — ^d^xidtd^x-^dxdHid^dH — dsd^ 
=  Ydx  —  Xdy  :  Xdz    —  Zdx  :  Zdy  —  Ydx 

Eine  andere  Determinante  enthält  die  Gleichung  der  Krtni 
mangallnlen : 

7)  (rdZ-ZdV)dx'^(ZdX~XdZ)ds^(XdY-YdX)d2sdk 

Diese  Formel  hat  Ihren  Grund  darin,  dass  der  Winkel  awlsch« 
der  Aze  derjenigen  Ebene»  welche  zwei  auf  einander  folgewÜ 
Fläcbennormalen  enthält  nnd  swiachen  einem  Elemente  der  Krün 
mungslinie  gleich  90^  ist  Bei  der  Vergleicbung  von  I)  uod  7 
haben  wir  zu  setzen : 

it^Xf      ttg^dX,     sssdof,  I 

6  =  r,  6i  =  d  F,  y  =  dy , 
c  =  Z;      Ci=dZ;      i  =^dfi\ 

ond  Bnden  nach  4)  folgende  RelatiOBen  für  dfe  Kifimmnugslioiei 
der  Flächen: 
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Lomm  ei  z  LeMrM%  ton  4L  kar%i$L  Lbüm  üUfRBluUontfiäckm*  fiSl 

^  ^Xdx  — Ydx  :  Zdx  — Xdz   :  Ydx  —  Zdy 

^dÄdg--  d  YdxidZds  -  dJUbidYd^'^dZd^. 


^ehrsatz  von  den  kürzesten  Linien  auf  Rotationsflächen. 


Herrn  Bmtfen  Lommel, 

Prufessiir  in  Schwys. 


]>er  mn  b«w«iMDde  Lehraati  ist  folgeiidsr: 

Projicirft  raan  ein  8täck  AP  (Taf.  VII.  Fig.  4.)  der  kttr- 
leftten  Lioie»  weleiie  sich  auf  einer  beliebiges  Rota« 
llonsflaclie  swiscbsn  swsi  Pnnktes  A  und  M  derselben 
lieben  laset»  sammt  den  Geraden  AC  and  FC,  welche 
rgend  einen  Pnnl^t  C  der  Retationsaze  mit  den  Ponk» 

tu  A  nnd  P  ▼erblnden«  anf  eine  anr  Rotatiensaxe  senk- 
cbte  Ebene  XC'Y,  ao  Ist  das  tos  den  Projektionen 
ies  Curvenstflcks  ilPnnd  der  Geraden  AC  und  PC  be- 
jrerizte  Flachenstück  A'P'O  stets  der  Bogenlänge  AP 
{»roportio n al,  oder  gleichen  Bogenlängen  entspre- 
sheo  immer  gieicbe  Fläcbenstücke  A'PC* 

BeiDSBS.  Damit  der  Bogen 
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202  lommel:  teHrsoH  wn  den  isürnesieu  Unien 

unter  allen,  welche  auf  der  Rotationsfläche  zwischen  den  Punkten 
A  uuA  B  (deven  s^Coordinalen  reap.  durch  a  und  Jb  heseicbnd 
sind)  gezogen  werden  können,  der  klinente  sei»  mnse  n^ne  V» 
-  riatlon  dL  vmchwtoden»  d.  h.  er  OMee 

dz    \az/  .  dz  \di/ 


oder,  wenn  man  von  nun  ao  $  als  die  unahhängig  Variable  be* 
trachtet»  es  muss 

/»Ä/rfar  d»m     dy  ddt,\  *  ^ 

J      Vih  cU^ds'~di)'^-9 

0 

sein.   Integrirt  man  hier  theilweiee,  vm  die  Differeniiele  der  Ta- 

riatiooeo  wegzuschaffen,  so  erhalt  man: 

o 

Weil  «her  die  gesuchte  kürzeete  Linie  auf  der  Rotationsflichi 
liegen  muss,  deren  Gleichung  in  der  Form 

3)  +        »der  z;=^f[u) 

(u  statt  gesetzt) 

gegeben  sei,  se  sind  die  Variationen  dx  und  dy  vermöge  der  Gleicbi»| 

■ 

fMlehe-dtfcch  Variirep  der  vorhergehenden  erliniten  wird,  «on  ein* 
spiev  ebhSngig.  Setst  man  ans  4) 

in  GImclinng  2),  so  wird  dieselbe  jetzt; 

o 

Da  der  Anfangs-  und  Endpunkt  der  Curve  bestimmt  gegeben 
sind*  so  ist  dj^=d;r^=:Ü»  und  das  ausserhalb  des  Integralxei- 
cfaens  stehende  CMied  yenschwindet  von  sellist;  zur  ErfOileag  der 
Gleichung  ist  daher  nur  nach  nothig,  da«s  der  Petitor  von  dx  unter 
dem  lotegralaelchen  Null  «verde,  dass  aUe 
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auf  RMüonißßekM.  2flp 

sei.   Die  Integration  dieser  Gleichung  gibt  aber  sogleich: 

*  ■ 

unter  c  eine  willkOhrlich^  Constante  verstanden.  Die  linke  Seite 
f^er  Gleichung  7)  stellt  nim  bekanDtllch  das  dreieckige  FllUsben- 
eiement  CP'Q'  Tor,  oder,  wenn  man  das  zum  Bogen  AP^4 
nuehdrlge  Flii;henstfiek  A'P'C*  qiit  X  besetelinef^  da«  pilferen« 
.  ijil  Yo«  iU  Int^rirt  man  daher  von  Neqem ,  Indem  man  berttck-' 
•icbtigt,  daas  X  mit  $  zpgleich  Npll  aeln  mues«  so  erbtUt  n^an 
eadlieh: 

I 

Diess  ist  aber  der  analytisch^  Ai|sdriic)c  dqs  obejn  apsge^iproche* 
nen  Lehrsatzes. 

Derselbe  Lehrsatz  gilt  auch  poch  für  die  kfirseate  Linie,  we^phe 
!  aof  einer  beliebigen  Retfitionalläche  awiseben  awel  ipur  Rpti^tioDS- 
m  aenkreebten,  Ebenen  gelegen  wird;  denn  diese  Linie  wfard 
,  doTcb  die  nSmliche  Gteiebnng  6)  bestimmt»  nnK  da^a  Jetat  da« 
ausserlialb  den  Tnt^gralseichena  stellende  Glied  illchl  yon  ädbbt 
vttsehwindet,'  sondern  wegen  der  WiHfcfihrlicbkifrit  Ton*  djTo  vnd 
dz^  in  zwei  Grenzgleiehungsn  zerOillt»  welcbe  snr  Bestimmung 

der  bei  Integration  der  Differentialgleichung  6)  eingehenden  will- 
kuhrlichen  Constanten  dienen,  für  den  Beweis janseres  Lehrsatzes 
aber  ohne  weiteren  Belang  sind. 

Auch  i^ilt  der  Lebrsats  noch  für  die  küraeste  Linie,,  welcbe 
aof  einer  Rotatienslllp|i6  vbn  Wnem  gegebenen  Ponltt  lu  einer 
gegebenen  Cvrve»  und  fdr  diejenige,  welche  awiechen  nwei  gege- 
benen Gvrven  gezogen  wird,  indem  diese  beiden  FSlie  die  nta* 
licheDifferenzialgl^chnng6)  liefern,  und  mch  von  den  Torbergehen- 
den  nur  durch  die  Beschaffenheit  ihrer  Rlr  den  Beweis  des 
Liehr6atze2<i  unwesentlichen  Grenzgleicbungen  unterscheiden. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 

I      Der  verehrte  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  battb 
«iaisen  Abdruck  meinem  Ermessen  anheim  gestellt,  namentlich 
,  es  metner  Entscheidung  flberlassen,  ob  der  denn  bewiesene  Satz 
,  Ml  sei  oder  nicht  Absolut  neu  ist  nun  der  Satz  allerdings  nicht 
sid  findet  al^  n.  A«  eehi»e  fifr  das  RotatliHie-Ellipsold,  ebne 
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Lommel:  leMrsai»  mm  din  itOfiustut  liniin 


Variationsreehnuug  bevi^iese«, '  in  meiner  Abliaodhiiig:  I3eber 

die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer 
beliebigen  Fläche  uiid  über  die  Grundformeln  der  spha- 
roidischen  Trigonometrie.  Tbl.  XXll.  ^i.  89.  iNr,  10)  ganz  in 
derselben  Weise,  vrie  er  von  dem  Herrn  Verfasser  in  No.  7)  aiia 
lytisch  ausgesprochen  worden  ist.  Nun  bat  aber  der  Herr  Ver- 
fasser den  Satz;  für  RotatiansflSchen  überhaupt  bewiesen,  —  >vaj> 
sich  übrigens  auch,  wie  ich  nachher  zeigen  werde,  sehr  leicht 
aas  den  bekannten  allgemeinen  Gleichungen  der  geodätiscbeo 
Linie  ableiten  l^^t,  ^  und  bat  denselben  zugleich  auf  einen  be- 
mericenswertben  geometrischen  Ausdruck  gebracht,  aiicki  oodb 
andere  ßemerkongen  beigefügt;  ausserdem  bietet  die  von  den 
Uerrn  Verfasser  gegebene  Ableitung  durch  die  Variationsrechnung 
ein  iwecbmSssiges  Beispiel  ffir  die  Anwendung  dieses  CalcsU 
dar«  so  dass  ich  glaube  und  boffe,  iq  dessen  Sinne  gehandelt  za 
haben,  =wenn  icli  seinen  Aü&ats  liabe  abdrucken  lassen. 

Ich  will  nun  no<  h  /eigen,  wie  der  Satz  für  Rotationsflächen 
überhaupt  aus  den  bekannten  allgemeinen  Gleichungen  der  geo- 
dätischen Linie  sehr  leicht  abgeleitet  werden  kann. 

.  In  meiner  ,  vorb^r  erwUinten  Abhandlung  S«87.No*^  habt 
Ich  ohne  unmittelbare  Anwendung  der  Variationsrechnung  41^ 
genden  Gleichungen. der  geodStischen  Cum  bewiesen: 


BSl  ißaß    BSl  ißt  . 
wo 

Ä=F(ar,y,«)5=:0 

die  Glelchnng  der  Fläche  beaeichnet,  aut  welcher  die  geodätische 
Corvo  gezogen  worden. 

Fflr  Rotatloosflichen  ist  nun  in  der  Beseichnung  des.HeR« 
Verfassers ; 

f=/(x»-fy«)=/lie)  für  ie=a?«+^ 

oder 

im  Obigen  also 
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m  setzen,  and  folglich,  da  alle  UiffereotialqaotiMiten  von  Sl  par- 
(ieile  DiffereDtialquotienten  siod: 


s  - — ST'ar- 


iIm  hat  Mn  Mtch  l)^iiuiittelbar  «lie  felgaMtm  GMchngwi: 


«)  1  2a/'(«).g+0=o. 


iinter  deoen  die  von  dem  Herrn  Verfasser  gegebene  Gleicbuog 
4ie  erste  ist. 


DsM  jede  der  drei  ▼orstehenden  Gleichungen  eine  Folge  «ue 
den  beides  eederen  Ist»  tflMtaieht  man  aef  den  ersten  BÜcIl  and 
vwetebt  sieh  aneh  gnns  von  edbst 

M6^e  der  Herr  Verfasser  hieraus  die  von  mir  seinem  Aufsätze 
gewidmete  Aufmeriisamiceit  erl^eanenl 
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Einfachste  Herleitung  zweier  bekaimter  lotegralformefai. 

Von 

Herrn  Eufw  i^mmel^ 

ProleMpr  in  Sehwyi. 


sing  ./(j?)'<ia?,  i»  welche«  ib  unend* 

o 

lieh  groM,  aber  positiv  ganz»  uihI  h  beliebig  positiv  ge^aeht  ist, 
anssiiwerthen,  schreibe  naan  dasselbe  In  der  Form: 

o 

and  t^msrke»  dass 

sin  kx 

»   — -Q 

Ist  für  jeden  Werth  von      mit  Aasnahme  der  Werths 

Fflr  diese  bat  man: 

Ä  sin  71»^  * 

wenn  Jfc  angerade  Ist;  ist  dagegen  k  gerade,  so  bat  man: 

sinüm^E 


jfcslna« 


je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  int  Denkt  man  sich  daher 
f{x)  als  Ordinate  einer  auf  ©in  Orthoi^üiial-foordinatensystem  be- 
zogenen Curve  (Tai.  Vll.  Fig.  5.),  und  demnach  f{x)dx  als  Element 
de«  roD  dieser  Curve  and  der  Abscissenaxe  iMgreosten  Fliches' 
stfieks»  ae  wird  das  Integral 
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%»eier  ^ikanuier  Inteißrai formein*  MV 

nur  die  Somme  derjenigao  Fiicbeaelemente  voratellen,  weldM  4m 
Wertben  ar  =  0,  29(,....fi9r  entsprecbeii  (wenn  A>fi?r,  aber 
<(it-|-l)«  g«d«€bt  wird)t  jede«  FÜcheneleinent  noch  nultiplicirt 

sin 

mit  dem  zugebörigeii  Wertfae  dea  Faktors  2*  ^*  ^^^t 

aber  <      so  bleibt  nvr  das  Elenent  fVfy.dx  fibrig;  ist  ferner 
Aair,  «e  stellt  daa  Integral  die  Bmmm  f(P).dm±fim).dM 
wo  das  obere  oder  das  untere  Zelcben  genommen  wer4sn  mnss» 
je  nachdem  k  ungerade  oder  gerade  ist.  LSge  aber  h  swiscben 

n  ond  In,  ao  würde  nicht  bloss  das  Fläcbenelement  zu  nehmen 
ßtiu,  welches  der  Ordinate  f{n)  unmil^lbar  vorausgeht,  äondero 
aocb  noch  dasjenige,  welches  ihr  unmittelbar  nachfolgt;  in  die- 
sem Falle  wäre  also  das  Integral  ausgedrückt  durch  die  Samme 
f(0).dx  4:2f(n).da:.  So  weiter  fortf^chlicssend  gelangt  nmn,  wenn 
h  zwischen  im  und  (» -|>  JJ«  liegt  und  k  ungerade  ist»  su  der 
Gleiebniig 


/ 


h  ein  UlJC  * 


wo  Ton  dem  letsten  Gliede  nor  die  Hälfte  genommen  werden  darf» 
wenn  A=sfi«  Ist.  Ftlr  ein  gerades  k  dagegen  erhiüt  man: 


/ 


sin« 

0 


Um  den  Faktor  ^kdx  so  bestimmen,  setze  man  f{x)  —  \  und 
h^^n,  so  erjgibt  sich  aus  beiden  Gleichungen: 


o 

so  dnas  man  eehlleeslieb  die  beiden  Fermein 

1. 

*  sinAa? 


0 


0 

gifiinden  bat,  von  denen  die  erstere  fiir  ein  ungerades,  die  letz- 
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tere  für  ein  gerades  k  gilt,  w&hrend  in  beiden  A  zwigehen  nn 
und  (n-j- 1)«  liegend  gedacht  wird;  wäre  das^egcii  h  —  nn,  so  darf 
in  beideo  Formeln  ?om  leUten  GUede  nur  die  H&lfte  genonuBea 
werden« 

Auf  eben  so  einfache  Weise  iSsst  sich  der  Werth  des  Integrals 

*  sin  Ux 


f 


für  efit  oneDdlleli  groMee  k  ermittelii,  wcdb  man  daeeeUbe 
d6f  Perai 


> 

sin  km 

schreibt  Weil  nfimlicb  ^-—-ssO  ist  ffir  alte  Werthe  von  ar, 
ausser  fik  d;=0,  wo 

sich  eingibt»  so  hat  man: 

ö 

eder,  weil  der  Falstör  kdsc,  todcm  man  /ljr)=l  nimmt,  ssz^m 
gefiiDdeo  wird. 


Diese  Herleitnng  der  Formeln  I«  und  IL  ISsst  zugleich  erken- 
nen, dass  dieeelhen  stets  gelten,  so  lange  nur  innerhalb  der  Gren- 
len  des  Integiaia  die  Funktion  fljse)  nicht  unendlich  wird,  odsr 
wenn,  falb  dieses  ilocb  eintreten  sollte,  der  Exponent  dee  Fak- 
tors, welcher  fan  Nenner  Ton  f(w)  Terachwindet,  kleiner  iat  als  I. 
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) 


lieber  die  Beugung  des  polarisirten  Lichtes« 

Von 

Herrn   Euffen  Lommel^ 
Prot'esAor  in  Schwjz 


§.  1.  Die  Formeln,  welche  ich  in  meinem  Aufsatze:  „Bei- 
träge zur  Theorie  der  Beugung  des  Lichts"  im  XXXVI. 
Theile  des  Archivs  S.  385  ff.  zur  Berechnung  der  Beugangs- 
erscheinungen  angegeben  bahe,  nehmen  keine  Rficksicht  auf  die 
Polansationsverhälfnisse  der  eintallenden  Strahlen.  Es  «oll  nun 
hier  zunächst  gezeigt  werden,  wie  dieselben  zu  modifieireD  sind, 
am  lifo  polariairte  Strableu  zu  gelten. 

W^no  dort  behnuptet  wurde»  ein  toid  filMMoto  df/dm  der 
beugenden  Oeffnung  aasgehendes  Strahlenböndel ,  welches  mit  den 
drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus 
a,  6,  c  sind,  bringe  auf  der  halbkugeligen  Bildfläche  (deren  Ra* 
dius  gleich  der  Brennweite  des  Objektivs  ist),  die  Excorsion 

hervor  (wo  der  Kurze  wegen  -j-(r^— /)=pf  -j-^q^  -j-srr 

gesetzt  wurde),  so  geschah  diess  unter  der  stillschweif^eTiden  An- 
nahme, dass  die  Kugelwelle,  welche  sich  von  einem  Aetbertbeil- 
chtn  der  Oeflfnung  aus  im  Isotropen  Aetber  ausbreitet.  In  allen 
Ihren  Punkten  die  n.nmiiche  Beschaffenheit  aufweise,  oder  das« 
alle  von  jenem  Aethertheiichen  ausgebenden  Elementarstrahlen 
hiosicbtlich  ihrer  Lichtwirkungen  unter  sich  identisch  seien.  Nun 
ist  aber  klar,  dass  hei  geradlinig  polarislrtem  Licht  sine  solche 
Gleicbboit  der  Elementarslrahlen  nicht  stattfinden  kann«  Erfolgen 
aimlieb  die  Oseiltationen  des  erregenden  Aetbertbellebens  in 
tiner  besttmoiten  Geraden»  so  werden  die  Sehwingungsricbtungen 
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aller  Aetbertheilchen  eines  beliebigen,  von  jenem  ausgebendeD 
Eleroentarstrahles  parallel  mit  dieser  Geraden  sein;  es  werden 
daher  nur  in  jenen  Strahlen,  welche  in  der  durch  das  erregende 
Aethertheilcheo  senkrecht  zu  seiner  Schwingungsrichtnng  gelegten 
Ebene  Qm  Aequator  der  Kugehvelle)  sich  ausbreiten,  die  Oscil- 
lationen  senkrecht  zum  Strahle  erfolgen;  bei  allen  übrigen  Strah- 
leerichtungen  sind  die  Schwingungen  xnm  Strahle  geneigt,  ja  io 
der  Oeeillatiensriclihing  selbst  (in  der  Aze  der  Kvgelwelle)  pflan- 
sen  sich  nur  longitudlnale  Schwingungen  fort.  Da  nun  bekannt- 
lieh  die  longitidinalen  Schwingungen»  auch  wenn  nie  vorbanden 
aind,  nicht  in  die  Bracheinong  treten«  so  wird  sich  In  den  Polen 
der  Kugelwelle  gar  keine  Liebtentwickelung  seigeo,  dieselbe  wird 
aber  sunehmen,  je  mehr  man  sich  tod  den  Polen  entfernt,  und 
endlich  im  Aequator  ihr  Maximum  erretcben,  weil  jede  sum  Strahle 
geneigte  Oscillatioii  in  eine  transversale  unrl  in  eine  longitudinale 
Composante  sich  zerlegen  iässt,  von  denen  die  letztere  für  die 
Wahrnehmung  verschwindet.  Bezeichnet  man  daher  mit  qp  den 
Wiültel,  weichen  der  nach  «,  6,  c  gerichtete  Elenientar^trahl  mit 
der  Oscillationsricbtung  des  einlailenden  polarisirten  Lichtes  bil- 
det, so  hSnet  die  auf  der  Hildfl?[che  von  ihm  erzeugte  Wirkuii^j 
bloss  von  der  transversalen  Excursiion 

sin  <jp .  sin  {p  +  qx  -|-  ry) .  dyda: 

ab.  Nimmt  man  alsdann»  um  die  Resultante  aHer  Im  Ponkle 
a,  6»  c  der  Blldllftche  susammenwirkenden  Elementarstrahlen  su 
erhalten»  das  Doppelintegral  dieses  Aosdrueks  Gber  alle  Punkte 
des  Schirms»  welche  dem  Lichte  den  Durchgang  vetstatten»  so 
tritt  der  Faktor  sin^,  weil  von  x  ond  y  onabhüngig»  vor  da« 
DoppelintegTaJaelehen»  und  folglich  wird  der  Im  oben  cttirten  Auf- 
satz unter  der  Form 

(wo  der  Kfirae  wegen 

JjQQaiqx-^ry)dy€la;=:C  und  JjB\n{qx-\ry)dyda;^  S 

gesetzt  ist)  aufgestellte  Ausdruck  für  die  IntensItSt  des  Blldpusk-  : 
tes  a,  b,  c  jetzt  unter  der  Form  I 

8in«9)./*  I 

erscheinen.  Wenn  z.  B.»  wie  es  bei  einem  zur  Sehirmebene  senk« 
recht  stehenden  geradlinig  polarisirteti  Lichibtindel  der  Fall  lit, 
die  OscillatioRsrIchtnng  in  die  Sehirmebene  selbst  Clllt  ond  mit 
der  positiven  x-Axe  den  Winkel  ^  bildet,  so  Ist; 

ces^ss  «eos^ -f  6ain^» 
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sio  *9    1    («cos  ^  -f  d  sin^)*« 

Dieser  Faktor  erreicht  seinen  grös^teii  Werth  1,  wenn  man  bat 
aco8^  4- ^sintf'^O  oder  6= — a.cotgip.  Oeokt  man  aieb  daher 
daa  darcb 

ain^ .  /■ 

vorgestetlte  Bild  auf  die  SchirmeUene  projicirt,  ao  daas  a  und  6 
Ä.bacisae  und  Ordinate  eines  Punktea  der  Bildprojektion  Torstel^ 
lea,  80  erkennt  man,  daaa  die  von  geradlinig  polarisirtem  Licht 
hervorgebrachte  Erscheinang  mit  der  früher  qnter  Annahme  völlig 
gleicher  Elementaratrahlen  erhaltenen  nur  in  einer  durch  die  Bild- 
mitte «enkrecht  tur  Oacillationsricbtnng  gezogenen  Geraden  voll« 
kemmen  Gberefnatunml ;  in  jedem  andern  Poidcte  aber  eracbeitil 
daa  jetaige  Bild  gegen  daa  frQheTe  Terdunkelt,  end  awar  um  ao 
mehr.  Je  weiter  dieser  Punkt  von  der  genannten  Geraden  entfernt 
liegt;  alle  dnrch  den  Faktor  aln*9  gleiehatark  beaefaatteten Punkte 
liegen  demnach  auf  geraden  Linien,  welche  sur  Oaclllationaricb- 
tang  aeokreebt  atehea. 

Wäre  die  Oacillationiiirichtung  der  einlallenden  Strahlen  ein 
Mal  der  Ordinatenaze«  ^aa  andere  Malader  Absciaaenaze  parallel 
(^ssOCy*  und  ^=0)«  und  betrachtet  man  In  beiden  Fällen  nur  die 
lateoaliät  der  Abaciaaenaxe  (6=0),  ao  erhält  man  Im  eraten  Falle 
den  Aaadroek: 

im  aweiteo  dagegen : 

(1 — a«) .  J«* = coa«|{ .  J^««, 

wenn  %  den  Beugiingawinkel  heseiefanet. 

Auf  die  so  eben  entv^ ickelten  ßetrachtungen  gestützt,  ver- 
suchte bereite  Hottzmann  mittelst  der  Gittererscbeinungen  die 
Frage,  ob  die  Oscillationeii  eiiieü  polarisirten  Strahlea  in  die  Pola- 
riaatiousebeue  fallen  oder  senkrerht  derselhen  stehen,  direkt 
ta  entscheiden.  Schwingt  nämlich  der  einfallende  Lichtstrahl 
parallel  au  den  Stäben  des  Gittere,  so  müssten  die  Spektren  in- 
tensiver  erscheinen,  ala  wenn  die  Oscillationen  an  den  Gitterati- 
ben  aenkrecht  atehen.  Holtamann  und  Stokes  glaubten  aua 
Ihren  Verauchen  auf  Schwingungen  im  Sinne  der  PolariaaUona« 
ebene  aahlleaaen  an  dfirfen,  Eiaeblohr  auf  aelche  ia  aenbreeh*^ 
tar  RlohtQOg.  Die  Unaieherhelt  dleaer  Reaallate  erklärt  aieb 
Meht  doreh  feigende  Erwägnngen.  Daa  menacUlche  Avge  ver« 
mas  eleen  UatetacUed  swiacbeo  den  InteDaitlten  aweier  an  ein» 
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ander  graDzeodeu  Licbtflächen  erst  daDn  mit  Sicherheit  zu  gewah- 

59 

ren,  wenn  die  Lichtstärke  der  einen  weniger  beträgt  als  von 

der  T.ichtstärke  der  andern.  Bitte  man  daher  die  beiden  za  ver- 
glelehenden  Spektrenreihen  hart  neiien  einander,  so  würden  die 
brillanteren  Spektren  der  Mitte  in  beiden  Bildern  vollkommen  gleich 
bell  eraebeinen»  und  der  Unteracbied  ivflrde  «leb  erat  an  «eigen 

59 

beginnen»  wenn  coa^;(  kleiner  ala         oder  der  Beugungsivlnkel 

gruaaer  ala  7^  26'  geworden  wäre.  Beobachtet  man  aber  die  bei- 
den Gittereracbeinungen  nicht  gieicbxeitig  neben  einander,  aoodem 

auccesäive,  so  werden  sie  noch  weiter  hinaus  merklich  gleich 

erscheinen;  ein  frappanter  Unterschied  würde  erst  in  den  iinssern 
Spektren  auftreten,  welche  ilirer  Li(  litsc}i\\äche  wegen  i^rhwer  zu 
beobachten  sind.  Die  Unsicherheit  wird  ferner  noch  dadurch  er- 
höbt, dass  die  einfallenden  Strahlen  durch  die  auf  Glas  gezeich- 
neten (bitter  Doch  zwei  lirechuni^en  erleiden,  welche  auf  verachie- 
den  gerichtete  ^Schwingungen  ungleich  wirken. 

§.  2.    Das  natfirliche  Licht  besteht,  nach  der  gebrüncbllcheD 

Vorstellung,  aus  zum  »Strahle  tscnkrechten  Oscillationen,  welche 
in  unmesshiir  kleiner  Zeit  alle  möglichen  Azimute  durchlaufen. 
Diejenigen  Ü.'^ciilationen  eines  natürlichen,  zum  Schirme  senkrech- 
ten Strahlenbündels,  welche  dem  Azimute  ^)  angehören,  würden 
im  Punkte  a,  b»  c  dea  Beugungsbiides  die  Intensität 

[1  — (acoai^  4-  dain^)*]. 

hervorbringen.  Um  der)  von  allen  Oscillationen  des  Strahles  er- 
zeugten Lichteindruck  zu  liesliiumen,  muss  man  das  arithmetische 
Mittel  nehmen  aus  allen  Wertber»  des  vorstehenden  Ausdrucks, 
welche  derselbe  annimmt,  w^'hrerjd  alle  um  das  unendlich  kJeioe 
di^  von  einander  verschiedenen  \\  erthe  von  ü  bis  29i  durchläuft 

Da  nun  ^  die  Anzahl  aller  Azimute  ist,  so  ergibt  «ich  die 

Intenaität 

J^.f     ^ . [1  - (acos  V  +  6.ln =  (I -  .  J*=^.J*. 

0 

Dan  Bengnngabild ,  welches  ein  natürliches  Strahleabfindel  ?oo 
der  angenommenen  Beschaffenheit  hervorbringt,  ist  demoach  nur 
in  der  Bildmitte,  wo  sich  die  ungebeugten  Strahlen  sammeln,  mit 
dem  früher  berechneten  identiacb;  alle  übrigen  Punkte  dea  ^Bil* 
dea  eracheinen  um  an  mebr  geachtriebt»  ja  freiter  sie  ven  dar 
BUdmitte  entfernt  sind,  ao  daaa  die  gieieb  ataik  geaehwidMia 
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Puokte  in  concentrischen  Krei8en>  um  die  BildnUte  gerejht.  «foijl;^^  ^ 
am  iRaiide  des  Bildes  beträgt  die  Lichtstärke  Dur  niebr  die  Hälfte 

der  Ifähetü.  »'<•    -        l'  ^''  '1  '         ""*  '  ''««mi/.r' 

Sollte  der  Ausdruck  für  sich  allein  der  Erscheinung  ent- 
sprechen, so  müsste  man  Lichtstrahlen  annehn^eu,  deren  OsciK. 
lationen  nicht  bloss  in  einer  zum  Strahle  senkrechten  Eb^fie,  son-,, 
deri^  in  allen  möglichen  Richtungen  des  H^umes  errolg^i^^.  wobaj,) 
ab^r  i|ur  di^  tras^Tiersfilen  (;i^pof)ej^,;4ef;(  0«eUlf^^  (fiqllW 
wirkaiig  hervorbrii^fip  wärmen.    ,    ,  --.;.!,...  .    '  ..  ..  j,., 

{.  3.   Obgleich  die  reo  ^cn  Polarisations- Verhältnissen  der 
ehifallenden  Strahlen  berriftv^iiden  Modifikationen  des  Bengongs« 
Uldes,  so  weit  sje .  wenigstens,  den  brillaniereii  Tbeil  des  Bildest 
betNven»  der  nshmehmung  so  Jeicht  entgehen,  dass  wohl  in  allen 
Fiuen»,  wo  9S  nicht  gerade  aar  Dtskossion  jener  Modififcatippeii. 
abgesehen  isl,'  cler '  Ansdmck       allein'  schon  den  Erscheinungen 
genügt,  so  därftedlaelikMne  OnteraocboRg  der  Aenderangen,  welche 
doppeltbrechende  Krystallplatten  im  Beugungsbilde  hervorbringen, 
nicht  ohne  theoretisches  Interesse  sein.    Die  beugende  Oeffnung  . 
sei  daher  durch  eine  einzige,  parallel  ;iur  optischen  Axe  geschlif- 
fene Platte  verschlossen,  und  diese  werde  von  einem  Bündel  gerad- 
lioig polarisirten  Lichtes,  dessen  Oscillationsrichtung  mit  der  pösi-' 
tiven  «-Axe  den  Winkel  o  bilde,  senkrecht  getroffen.  Bezeichnet 
alsdann  ^        l^ii^kal|  ,v|e^chen  die,  optische  Axe  mit  der  posi- 
tiren  x-Aze  einschliesst,  so  bildet  der  gebeugte  Strahl      6t  c 
Mit  der  OsbiiUitldnsMWn^' dle^  binären  Strahles  einen  Winkel 
: dsMSii  .^oslnis, l^leich, Isf;.  •  . , ^ *  * 

i    .■  »  ...  •i«?«.ft»=T-l^ll»P*i<^^«*»%  '«^        .1   »"«.ti 

ond  mit  der  OscillatiortsHchtung  des  extraordHlfti'eo  Strahles  einen 
Wiokel  X»,  .tör, dessen  (^ofi^us  ,n^^n  ^^at;,  .   .x  |  »  .  -  ;\ 

,    ,        ^»'  ■^\  .       ^   .C«?l(^««COStM-'*«lftlK'*  '  ^ 

|h  dem  Punkte  o,  ^,  c  der^Bildflächs  kotMen  det^acll  zwei < 
Seradlinig  polarisirtp  ^trahlen  zur  Wirkung9..,4i^Q  auf  das  Auge^ 
»irksams  Ezenriaienen  durch  die  Doppelintegrale 

*  *  '  {|  * 

darg^tellt  werden,  in  welchen      und       die  SchwächungscoefB- 

cieaton  Cär  den  ordinären  und  extraordinären  Strahl  beseicbneit/ 

♦ 
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während  d  die  Dicke  der  Platte,  cd  und  £  aber  die  Brechun^s«'' 
quotienten  für  den  ordinären  und  extraordinären  Strahl  sind,  üm 
die  Intensität  des  elliptisch  polarisirten  Strahles,  welcher  aus  dem 
Zusaninienifi^ken  der  Strahlen  Sl  und  £  hervorgeht,  kennen  zu 
lerikern^  braucht'  man  nur  die  Quadrate  der  Amplituden  zweier 
b^Heblffe^  reebti^itik liger  CöfA^o'san'te'n  '  d^ss^lbeii'  zu  addii'en.   Der  * 
WibM  t  ab^i",  (f^n  die  Os^lAafibh^rlÖbtuni^en  diesei'  beiden  Sirih:" 
len  mit  eioander  eioschliessen »  bat 'äiuiii  CoHinms'^'***  ' '  " 

V*U  Hn»^ ; ti 1 1 i  4; r 1 7  •>",:) Hg i_n. bos X\       X2  '    •       "      '■  ' 

Zeriegi  man  j^tzt  ckie '^^zcarAipii  iSitrablai  Jn 

twl»i''aiide^ß,  /lerei^  eine  mit  derjenigen  des,  praiDlren.  8trablf»| 

zdääihmi^nfällt' und  deren  andere  tseukr^cht  darauf  steht,  al^o  lai 

so  bat  man  statt  (Ipr  9(pbA^ivpnJ$l^;4?li..CP9qpoftf^^ 

Trennt  man,  zuerst  in  iß',  den  The^l  ;?  der  Phase,  welcher  die 

Ä')   sin p  Qxi  sin  (a  —  i/;)  si  n  Xi .  //"cos  (c  +  ^a:  +  r^)*  dySht '  ' 

+  xa  cos  (»^  ^)  sin  74.  co»^s// cds  (e  f     -1-  Tif)dydx) 

•0,.  /  >idi  '•  •^4i^f^'ib8<«?i^i/;}sinxa.cosS.//ßin(e4:ox  +  i^)^ 

üm  das  Quadrat  der  Amplitude  des  Strahles  Sl'  zu  erhalten, 
braucht  man  nur  die  Quadrate  der  Faktoren  zu  addiren,  mit  wel- 
chen im  vorstehenden  Ausdruck  sin/?  und  cos/;  multiplicirt  er- 
scheinen; ehe  wir  jedoch  diess  thun,  zerlegen  wir  die  unter  deo 
Integralzeichen  stehenden  Sinus  und  Cosinus  nochmals,  indem 
wi^.  den  cqnstanten.  Tbeil  <es  Bog^D«HVP^i^A|»f'J^M«i^#«nM«*iAjl[i 

:  I  It.  •  J»  iH 
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Ltmmßl:  Mep  die  Mtugwmr  des  potwMtten  Uektetii  Jlft 
* 

(%i  sin  (a — sin    sin  C  +  Xa  cos^a — sin  ^ cos  $  sin  ej.  C .  ^ 

Diese  beiden  Ausdruqke^eb^O»  quadri^t  .und  addirt/  für  das 
Quadrat  der  Amplitude  des  Strahles  Sl'i 

Ä')    [xj*8in*(«— ^)sin«xi  +  «a*«o»*(«^  l')««""??«««»»^ 

+  2jCi3(j8in(«— ^)cos(a— i^)i>in5;isinx2Coe|co8(o--e)].(C*+*S*), 

Nlnmii  Uaii'^mit  ^eiii  lätrafif  !i!7,^  um  das  Qdailrai  aefber 'Ätopli* 
tade  zu  'berecbneo»  eine  ftbnlicbe  Zerlegmifii  fbr ,  so'inMidhsal 

zunächst:  *  ^       ,  . 

+  cospy/sin  (e  ^  ^^ar  +  r^)  difdx), 
SO  dass  roan  die  Quadrate  folgender  awei  AnadrCicke 
^    )%co8(a-7-.^)ainj^siniJCco8e— ^aiof]  , 

eo8  («— '    sin  )^  sin  I .  [d  cos  e Cain  ej 

zu  addiren  hat;  man  findet  demnach  für  das  Quadrat  der  Ampli- 
tode  des  Strahlen  JS'>:vii  \      Vv, ;     j  <x 

£')  34«cos«(a--i/;)sin«3to8in«f.(C«+  Ä«). 

Dm  nao  scblteaslicb  die^  fotenaitit^es  elliptisch  polariairten 
Strahles,  welcher  ans  dem  ZusanipienwirkeD  der  Coiuppaaipten  Sl* 
niid  JE^  hervorgeht,  zu  kennp,  braucht  man  nur. pocb^^ei^eiun- 
denen  Araplitu^enqua^rate  zu  addiren,  u^d  erlhfi^^     t  '  i  < 

+ Shh %«H»  (ä~3i|^) W  («—ijl')  sin    si n    ^ 08 1 cos  (o- $)] *  (C?+ 
oder«  nach  EinfOhru^g  ip»  Wer^e8'yo»\co8^; 

i«»it  '  '  ^'^!^»^j4Md(it'^^)<!M(e^^)e«f*^W7Betf8(o-c)].:^^^ 

d  1         ■       ■  •     ■    '  •  ■  ■  ■ 

44(  Der  lAusdriick      erscheint  demn!aeh  jetzt  dureb  ekieii.* 
Fetei*  flriirfiielit;  vrekber.^indMta  vdn ^der  ^WeHeDiange  und  ' 

14* 


Digitized  by  Google 


21$     l^ßM^m  0  i .   üelter  äie  äeuffunß  des  pfflmUirteu  LickUis 

Oscillationärichtung  de^  eudallendeii  Liebten,  dou  optischen  Con- 
Staaten  und  der  Dicke  der  Platte,  andererseits  von  der  Lage  der 
gebeugten  Strahlen  p^egen  die  optische  Aie  des  Kry«tä!Uii  ab- 
hängt. Wir  wollen  nun,  um  die  Disknsssion  zu  vereinfachen,  aB?i 
nahmen,  dass  die  optinrhe  Axe  mit  der  Abacissenaze  de«  Bildes 
»isammeiifalle ;  wir  haben  dann:  ^     '     ''^  '  '  ' 

•/•».'-....  »  .  . 

sin  1/;  =  U,    cos  t/;  =  1 ; 

.(  «Ii  i  ' 

f 

.1  ■ ' ' '  ■    .  .;•-*<  • 

und  der  Faktor  wird: 


1^                        «i*»in*«  +  ii^*co8»« 
— cos    ,  o*  +  X|'j  sin  f a  •  6*  -|-  2a(|i(^ciin  ^  cos  «( C9«  (0  ~  e] .  ^  6J. 
Er  behlüt  deo  nämlichen  Werth :  '     •  ^  

für  alle  jene  Punkte  des  Bildes «  welche  sich  iu  der  Ellipse 
I)  ics^cos^r.a*-!-  )(i^e)n^*^*-f 2xiX28maeos«coB(o— e).a6 

projiciren.    Vergleichen  wir  jetst  diese  Ellipse  mit  der  Baho, 
welche  die  Aetfjertheilchen  des  ungebeugt  aus  der  Platte  heraus 
tretenden  eiliutisch.  polarisirten  Strahles  durchlaufen.    Aus  de» 
Gleichungen 


27t 

i|  =  itj  sin  a .  sin     (o< — £4- (ab -r  1)  ^ 


'•I 


9  • 

"In 


welche  die  Excursioneri  des  ordinären  und  eitraordinären  Strah- 
les nach  ihrem  DurchL'aii^  durch  die  Platte  vorstellen ,  erhält  man 
durch  Elimination  von  t  die  Gleichung  der  Babnellipse  in  folgen- 
der Gestalt:  .  ^  i  :  -       ^  ,  ^ 

11)    H|  sin^«.S*-|-'*a*co8*Ä.ij®  — 2xiX^sinacos«eo8(0— e)Afij 

Ein  Blick  auf  die  Gleichungen  1)  und  U)  reicht  bin,  um  sn 
etlcennen,  dass  die  Ellipsen,  welche  unser  Fak^r.über  das  Beo* 
gnngsbild  ausbreitet,  den  Bahnellipsen  des  direkt  durch* 
g#1iendeii  elliptieoh  polarisi-rten  Strahles  fthnirch,  aber 
Ott  W  geg«ii«^ieiell^eii  g«irelit  mM.'  CMigMdi..  dlMk^ 
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Lommei:  Ueätt  4Ue  ßeugung  des  polarMrttn  IMütm  217 

Sa^z  die  Aenderungen,  welche  der  Faktor  t^eini  üickerwarde^  def 
Matte  erfährt,  aus  den  bekannten  Aenderungen  de«  jedesmal 
rnuittrenden  etflfltisOh  ^olariäirten  StrAhltfttteuteiten  ^estilHvtv  M 
davfte  >doeli«  isur  Beqa^^itclikeil  des  Leeers,  eine  niiiiiittsltare 
MMudwiig  dmsMwn-Mer  rar  PIslse  seM. 

§.  5;^<'lNF«i«li*^ici«tii«>x2c6Stt  odier  tga>^,  d.  b.  vreott  der 

ordinäre  S^tr^hl  der  intensivere  ist«  so  bildet  die  grosse  Aze  def 
£Hip9,e  I.):  iliit  der  optiscbfsn  Azs.  der  fi^(yiitallp|^tip,iei«ciD;  W|«^ 
ffi  :??l'P*fNpri-4«wh  dfia  Gleii^iig  .    ;  .    ,  , . 

'  „     „     iT  (  '    (»i«sio*«— «ji^co«»«)«  i 

i  1.    >  :  >  t -f  4X|*xj»stn»ttc»s,?ttcgp^P^ ) 

2»|    sin  a  Cosa  cos  (O^r) 

gfgebeo  ist;  das  Azeoyerhättniss  wird.  ' 

gefunden  ^  wo  das  Vorzeichen  stets  so  gewfihlt  werden  niuss,  daaa 

7  p<Mtlrivird'.*-^Per'e<iB(o^s)a±]^  d.li,'W6iiii    ist;  oder 

wena  der  (vaocuntersciiied  des  ordinären  und  extraordinären  ^tra|i^ 

Nsofiie  gante- 'Afmiiliro»  W«llMil|iif^4o  betHtfgt,' n^frd  -ia^; 

die  Ellipsen  gehen  demnach  in  gerade  Linien  über,  für  welche 
iiel^iiDqiiUtelbar  aps  I)  die  Gleicbunfs: 


K 


2ii  -f*  1  1 

durch  bis  — y— »  wachsen,  führt  man  also  cos(c  — e)  von 

1  diirch  0  hin^f^rcli  j^u  —  l.  hinfiber,.  so  dorcblftuft  tg^  dif  Warthe 
f^  .-^3cotg9  doreb.O  l|ipdiir<4i .  bis  -f  ~<^Qtga>  ,i{irfiiir.094 

Axenverhältnlss,  aulangi*  Null,  bei  cos(c— e)=0  seineu  grti^sten 

Werth  — cotga  erreicht,  um.  v^n  ,da  bai  coa(o  — f).:^:^-!  wiedef 
mr ISi|ll bQr.atMffstukeo.  Im  nS^tanlDt^vaü/  w         5-*— ^ 
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(»Q^mel:   ll^öer  die  Beugung  des  polariw  ien  Ucäits» 

5Si*    =^^^^~,  dürclilfiuft  die  grosse  fillips^'äxe'  die  nitmlicii^ 

KicKtfittgeii  in,  uDigaji^ehrter  Ordnung!*' f-  Die  Richtunp;  der 
gsQ^Sj^n  ^  ^xe  ^des  Eilip^Hiisysteni^  ist  unter  aUen  Ricbtungea, 
u  eiche  im  Mit h'I punkte  de^  Bilden  üich  kreuzen,  diejenige,  welche 
durch  unsern  Faktor  das  meiste  Licht  empfangt;  in  die  Richtung 
dflC  kleinen  A^e^d^^ßßp  (»Iii  die  geringste  Erleuobtuiig.  Wir 
können  daher  jefi^  die  ,.Axe  der  grussten  Erleuchtung'S  diese 
fflfe  ,/Äxö  dei^ '  ktiitist^ti  Erleuehtung^*  lienrien' ,  und  '^lie  obigen 
R^lt^ltaiM' wfe  folgt  ifil^drücken  !  W^nn  tnäh'  die  Dicke  der  Kjry- 
etallplatte  ändert,  so  oehtvankt  d\e  A^e  der'grfooten  Erlieuchtib^lt 
Mh  lieldei)  Seiten  der .  opiisehen  Axe  zwioclieii  swel  fivaaerotoii 
Aiagen  liin  and  her  ;  '^ie' 'Tangeh^  jil'tfalNii  diese 

äallM^tCRtt 'Lag«o 'Mit  lief  löjiHsihien  Axe  einsebllessen,  ist  de» 

Wertbe  —  cotg«  gleich;  derselbe  Werth  gibt,  (är  die  Mittellage, 

das  Axenverhältniss  des  Systems  äbnneher  ElMpsen  an,  deren 

Punkte  durch  den  Faktor  gleiche  Ejrleurhtoni^  erhalten.  Je  mehr 
f^ich  die  Axe  der  «rössten  Erleuchtung  von  ihrer  IWitteilage  ent- 
fernt, desto  langg«dcljnfer  werden  die  Ellipsen,  um  in  der  Grenz- 
las^e  endlich  in  gerade  Linien  überzugehen,  welche  dieser  Lage 
paxailei  .^md.   ,    . 

Da  Lage  und  A^enveHiältnlss  der  Eliip&eiisysteme  durch  deo 
Werth  von  cos(o  — c)  bedingt  4*ind,  und  dieser  Cosinus  von  der 
Wellenlänge  abhängt,  so  ist  klar,  dass  für  die  nämliche  Platte 
einer  jeden  Farbig  ^n«  Ejl^pf^fBiiByste»  Aroii..s«4erer  JUestait  umI 
Lage  entspricht.      .        ,     ■  , 


Es  ist  im  Vorhergehenden  angenommen  Worden,  dass  tga>  — 


»i 

sei;  man  erkennt  abei*  ieiclit.  ans  ifl^it  gegel^enen  Formeln,  dass 
niän  fiir  tg«<—  Dasjenige j  was  in  Bezug  anf  die  optische  Axe 

gesagt  wurde,  jetzt  in  Bezug  ivuf  die  tur  optischen  Axe  Senk- 
rechte wiederiioieii  inüsste,.  '  l 

Isi  dagegen  t|;a=^.  d.  h.  sind  die  Oscillatiorien  des'  «Hn'- 

fallenden  Löchtes  so  zur  optischen  Axe  geneigt,  dass  der  ordi* 
näre  und  der  eitraor/linäre  strahl  i^leiche  Intensitäteo  erlaiigeo, 
so  hört  das  Min-  und  Herschwanken  der  Axe  der  grössten  Er- 
leuchtuiiL!:  anl.  und  es  entsprechen  ihr  nur  noch  zwei  zu  einafider 
senkrochte  unveränderliche  Lagen,  welche  um  45^  heiderseits 
g«g9ii  die  optische'  Axe  geneigt  shid.-  IMbn  findet  ttämlieH  aisiitfiui 
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tg9  =  i:l  und  j=tg4(o-r). 

nX 

So  lange  demnach  eoe(o  — e)  poeitiv  iet»  ivrieebeo  d  = 


«> — f 
4r4-  1  X 

und  ii= — 2 — *  bildet  die  Aze  der  grOaeten  Erleuchtang 

mit  der  optischen  Axe  des  Krystalls  den  Winkel  — 45";  dahei 
wächst  das  Axenverhältniss  piMpsensysteme  von  seinem  an- 
fänglichen Nullwerthe  bis  1 ;  während  also  bei  jenem  ersten  Wertbe 
von  d  die  von  den)  ^^aktoj*.  gleichstark  modificirten  Punkte  in 
srerade  Linien  gereibt  sind,  welche  mit  der  optischen  Axe  einen 
Wiokel  von  — 45"  einschliessen  »  bilden  bei  dem  «weiten  Wertbe 
von  d  die  gleichstark  mpdiflcirten  Punkte  concentrische  Krelae  Vfli 
die  Mitte  des  Bildest  ' f^'"«fle'zwlacbebliegenden  Wertbe  von  d 
aber  aind  aie  in  Ellipaen  geatelK»  deren  Azenverbältniaae  alle 

4m  + 1  l 

Werthe  von  0  bis  1  d arch laufen :  wenn  jetzt,  von  — j —  •  — - 
bis  — 5 — .  ,  coa(o  — e)  negativ,  wird,  so  fällt  die  Aze 

dajB^.^gb^H^bNUisf ,  vofhii  blp>0:|ilh»  l4»ei  i4iH«iN«l«tafcea^8cbvi- 
changy  anfange  eoneentriscbe  Krelae,  gehen  durch  alle  n^figUcben 

'4*49^ '^'oplr.<(ch«rf  Ate  gonei^  sirid.'^-^  i^est^ht  Vtäis  ^^Tnfalfeiijje 
Licht  aus  vMchi^'denfafMge^  8trahl)6n,  so  behaltet!  die  KlRpsen- 
systeme  zwar  fiir  alle  Farben  die  nKnilirbf  Lafi^,  einer  jeden 

'»«(i^  'ScUdiWd«  iMi<!ll)i'i€ft"'hd6k'  dttrAb^  ao1MieVk8ajd^;''i(aajf^& 
toHkemtbM*  -gl^f^hgültig  i^t;  'ob  ^rfW  Mfi|>H^ch  ^olai^Klffe"  L'il^hn 
*^elchee  WfrtT-dcJrbeugmig  nntel-v^lrft;**diircH'e^n*f  dopjieltbi'echentfe 
KrvÄtaMplatte  oder  auf  irgend  eine  andere  Art'  entstanden  sef: 
immer  wird' der  Faktor,  mit  vvelch<»ni  dtr  Adö^ruck  J*  zu  mbdi- 
ficireWist,  ein  S^y'st^hi  von  Ellipsen  vorstellen,  weldbe  die  Ge- 
^taH  der  hahnen' der  Aethertheilrhen  im  einfallenden  Licht  ge- 
treulich nacb^l^DienK/^^feiE.nro  einQnjecbt|en>\tii^ki^l.giimMiefli9lhiMi 
gedreht  aind.  ^ 

.  j:.     .  .  ■  •  .     ./         .  ,      .       ,1     .  ,'.     >■  .  »Iii» 

.Ii.'.      t     ••♦.i    ■«•»  /    •■.'»'  -       :•  •        •'  ••«•u.ii  '»ii»  .1  jin.«»  •/ 

I  •  I    .         •  ,!       :  I        .«•..'..  '   .  .  ».  1  •      •  I 

'    .     I    l»»r  '*       .1  '»IC*  '    "i  .  •  *!      '.iM     I    #  .  i'.'»  •  .'.'»»ii*» 


Digitized  by  Google 


r. 

»  »  ^  i 

f^clr.f»  :"M       l'Ui'i//  u  «'»  "Hu  - f  f»         «»x/-  ««••'•  .iN|i»  i-^h  Im» 

IIb  u!>i  (•<-.  tU't  «...i-ii  /'•»•i«»^.  Jl^Yi^f  ^^''>. 'Iitii:  «/ti'^ie/.  •'-•*'>K*. 

m  •  '  '  ;  Notw  Über  ^tffeti  Äphärisc^^  \  " 

•  .    •     1  Herausgeber. .  j  •:.         .  ,;}■  . 

•       *  *  I 

— * —    -  — \.  if.  /  -Iii-  /I    { Ii  ii.l/  »  •  ^  •  I. •  ' 

>    M      4-    VoreriDnerong  des  Herausgebers, 

Der  nachstehende  Aufsatz  ist  mir  aus  sebr 'Ureitet  Ferne  von 
'einem mir  hochgeachteten  Verfasi^i^' et/gfesa^dt  i^^de».  "In 
ileal  den  Aursatz><begieitendea'<BHefe'  sagt'def  'Üerr'  V^ttrteser:  ' 


II ). 


M  Finden  Sie  in  dieser  Notiz  vyir|(lich  etwas  Interessantes  und 
der  Veröffentlichung  Werthes,  so  wird  es  'Zu  j^einer  Ehre ^erei- 
cheMy;  wenn  Sie  diüjseijje^Mi  i rg en 4,  eineiig.» .4fc  lMk«M#l»  ilMIt 
/{)r^S  ges^bätsMi  ArfhlV.f/Bi^.a^^^^  . .  1  .r  t 

Hiernit  war  es  mir  äfso  freigestellt, 'den  Aufsatz' aufzunehmen 
oder  zurückzulegen.  Ich  w(jrde  den  Aufsi^tf^  Qich,t  aufgenoro- 
men  haben,  xveil  die  Darstellung  nach  meiner  Meinung  in  eine» 
sehr  wesentliche^^  Punkte  maneelhaft  i^t,  welche  ohne, Ergänzung 
ihn  zur  Aufnahme  ungeeignet  macht,  worüber  ich  nachher  das 
Weitere  bemerkeiyi^  werde.  Ai^f^der  anderen  Seite  at^er  finde  ich 
in  deni  4b|lf|patze  pi^q^j^j^js  Intere^qte  und  d^r  Veruffentlu^bnog 
^y^Mi"^.'!  "^.^^i^  Vrk  n«W%b  ^f^«<s«ifW  ifsii.  «VINWIii.bmHIF  Wisb 
nicht  ange^fandte' Zerlegung  von  sin -^  iA'^ zwei  welches 

nach  meiaer  Meinung  in  diesem  Aufsätze  der  Bauptpuolit  Isi; 
wodureb  die'  Darstellung  vorzugsweise  Tereinfacbt  wird,  reebae. 
Aus  diesem  Chrunde  lasse^  ieb  den  A.ursatz  in  FolgeadeD 
abdrucken,  aber  ebne  den  Herrn  Verfasser  zu  nennen,  weil 
ieb  es  mir  nie  erlaubt  babe  und  auch  femerbin  niebC  erlauben 
werde,  von  mir  aufgenommene  Aufsfttze  genannter  Verfasser  mit 
einer  Kritik  von  meiner  Seite  zu  begleiten.  Sollte  aber  in  die* 
sem  Falle  der  Herr  Verfasser  die  Nennung  seines  Namens  wQn- 
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scbeo  oder  üiierbaupt  nicht  ^mlt  w«inen  <  Atosidbten  ifiber  »einen 
Aafsatz  sich  einverstanden  erklären  könneii^,  8Q^ bitte  ich  densel- 
ben nur,  mir  davon  gütigst  so  bald  als  möglich  Anzeige  zu  machen, 
und  soll  dann  uiigesSuiilt  die  erforderliche  N^^tiz  in  dem  Archive 
folgen,  lo  eiii^r' £facb80bHrt  werä»  Ich  zbi^n;  wie  \c\i  ihfr  dte 
Darstellung  zu  ergänzen  erlauben  wfirde.  «rodurch  aber  dem 
Grundgedanken,  der  dem  äjQiril  Vj^rfasser  gaos  »Hein  gehurt,  aeio 
.Wertb  in  keiDer  W«Vw^geselriiiftle^  W^f^n  aoll.  Ob  übrigens 
«in  ibolicbe«  V^ifahreo  nicBt,  i;^ell«icfat  aebon  frfiber  angewandl 
irordaD  ist,  worauf  es  aber-aonächst  nicht  baaondera  aDbamm^ 
da  dar  Gegenstand  sewiaa  an  aich  fttr  yiele  Lteser  lehrreich»  in* 
toreaant-Q^dt'neik  ia^uxliail»  lcl^,r(wle\ abbatet etinne^,  mit  vOllIgflf 
Beatinatbelt  nicht  sägen.  Ui  lasse  nun  den  Anfssls  selbst  folgen. 


1- * 


Notiz  über  den  ^pbäriscben  Excess. 

Es  giebt  bek^nn^tlich  mehrere  Au^drQck^  fiir  deh  ^biriscben 
Eicess  von  weßlien^  der  Lh^iüer 'sehe  der  eleganteste  ist» 
ninilleb: 

tang^£<=  Y  tang — ^ — tang  — j— tang — j — jtang— '•"j! — 

Zu  dieser  Formel  führen  verschiedene  Wege ;  einer  der  einfach- 
sten und  am  ei cfi testen  m  G,edSab(uiss  zu  behaltenden  »cheint 
mir  folgepder  zu  ^eiu. 

Bezeichnen  b,  c  die  Multen»  A,  B,  C  die  Winkel  eines 
•pbiriscben  Dreiecks,  bedeutet  ferner  2p  die  Summe  der  drei 
Selten»  2P  ^ie  der  d[rei,  Winkel»^,  so  gelten^idie  bekannten  spbS- 
rlacb-trigonometrtseheflr  iPeemelfi:^ '  \  k 

'  *  \  *-s. 

l 


.   '1,  ' 


.  a  aT    cos  Pens  (P — A)       .  cosf 

.4:..   ......  r^^j^.c     A.^,^jcosPeos(P~ C)     i    .  . 

Ea  folgt  daraus  durch  MoltipliCStiun : 

a  .  Ä  .  r  '^cos V V^4Aso«^i»t^-t4)bCos(P— Äjieo(P-^(;) 
•in  /V  Stil  r;  SMJ  ti  =:  —  — ^  •  "         ,  - — ; — ^     *       i-  .   

2     2     2       sidC  siUilsinB 


cosP'  sine 
2   >  Sin  C 
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f  »iirüen  «^hlliiidhe''Bzce89<t«t  aber  'r 

Ibru: I/o iHiftVii  fnwl'iH  *^l'><'*i'  ^q^^  »»i  h'«.iIj.H'i/         .firdfi  w 

t 

I 

also  endlich: 


per  Ausdjuck^recbts  kann  ,in^         jp^j^toreii  zerlegt  werden, 


^niH*-,»  i'Oni  /^««l  -  '''^'öosscoskcos^-  .-ixV 


» >ih   1  »J»  '»«»Iii  >'t  ',»1-  V  .    f'»-!'»!  1- ..i«    '»j   . t«r' 


cos  sCOS  -rgt^;C08T  ^  t  -J 

.  «      A      c  * 
cöis  2     2  2 

WkelMlfD '4er  eine     sin ond  dei*  *knlii% -es  cos     sein- wird. 

wenn  es  oacbge wiesen' forden -kanp,  ^jfaae  die  Summe  ihrer  Qua* 
drate  =xsl  tat,  d.i.    uum^-  "  i  ' 

p  .  /'"•^         .     p  i^-p— o    p— ^ 


^»sin  '  ^  ilo  ■    ■  sirt^^-j^ v|*  ces  yofe  ^    cos  ^  ^ '  cos^ 


■»  .    a      6  c 
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Werden  die  Produkte  der  SinuMe  and  Co«ioiUMe  duisbiSaniMn 
ersetzt,  ao  ergiebt  sich: 

[COÄ  5  —  CO«  (p  —  j)  ]  [cos   COS  (l»  )  J 

+  [cos g  -I-  COS(p—  g)]  [cos  -g— f  COS(p  j-)]  =:4C0S  2 COS^ C08^, 

•nd  nach  Aiisfllhrmig  der  Ifffhnungen^,  ^  ..<..'/ 

Werden  hterio'  wieder  die  Produkte  durcti  Sammln  äJbffby^iäTck^t, 
«0  gelangt  man  za  der  eleganten  Formet:         "  /i^'^  "^'*^  • 

cos  5  «f  cos  '■  ä — ^+coa  5  l-cos 


^/       A  c 
r=  4  cos    cos^  cos  ^  » 


weiche,  wie  man  «ich  leicht  tiberzeugen  .Icann,  eine  identität 
oaratelU.  --«»^  , „,  » 

Man  gelangt  noch  zu  eiiiei  Itlentität,  wenn  man  \n  der  vor- 
letzten  Gleichuhg  Jür  p  Seinen  Werth  ^<;bfeibt,  alsdann  wird: 

cos  eos ,      ■  =:  2  cos  ^  cos« . 

Es  folfitt       daradi^/dtos  dte'  faktorett,  In'wsleh«  d^  'Alis^ 

E 

drock  mr  sid'^  «etflsgt  wiirdd.  Wirkilcfa  dsn  «litus  «nd  Cosinus  von 

$  \ 
Y  darstellen,  ilass  äls«:  "    '       I  '  ' 

*f  •  t  ?  '  »      *  '       >  't        'j  'i^ 

«       6       c  '1 
'••'^co^^eos^eos^''' A  t  i        n/^  • 

(6) 


cos§-  cos  — ^     COS^  -C08=--rt— 

.«      b       c  *  \ 

,1  .t:o|(^cos2 C9S.2       .  .  ^ 
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»warau»  folgt:  I-  u       ..u»'  wt         .  •  ^ 


M^dches  dt«  L  hui  II  er 'sehe  Formel  ist 

Nachschrift  des  Herausgebers.        "  " 

es  in  der  oblgee  DareteNun^  voraugeweiae  aolcommt»  oad  dunb 
vnelclien  die  Einfacbbei^.  <lf^  Qewejaea  haoptaäcMleli  bec|ingt  wivi' 
die  Zerlegung  tod: 


•  ^  V  ain  p  sin  (pr-ä)  sin  (p — 6)  ein  (p — ic) 

m  awei  Faetoren,  wodurch  aicb  der  Aiiadruek: 


•  P   '  .   p—o  .   p  —  C 

COS  2      2  2 

iti  '  •>    A    /     P  6    p— c 

•  /  cos'ycos'— ^5 — cos ~  2"  ~  ■ 

a      6  Ol 
co^g«oa.jcoe^  "  • 


eiigl9bjl.h        lat  :«a  gvna  richtig»  ir^np  4fii:.igf»rf„y^^fa«aer  «agt; 

g^r,.,fi\uß  4^eser.  bßideu  t^^actor^n  v^jcrf ,^=7^ unj|  der.andef« 
£? 

=  cos^  sein,  wenn  es  nacbgewieseii  werdeij,  ,^ang.,  .das«  die 

SainiDe  ihrer  Quadrate  =  1  ist'*    Letaterea  beweist  der  Hen 

Verfaaaer  auch  gaaa  richtig«  V^Tenn.^un  after  am  Ende»  nachdea 

dlea  bewiest, '  ohne  Welterea  der  erste  der  beiden  Factor«! 

E  -Et 
saln^,  der  swiplte  »eos^.«. gesetzt  wird^  so  ist  dtta  sad 

meiner  Meinung  in  der  That  gar  kein  unmittelbarer  Grund, 
wenigstens  nach  der  Darstellung  des  Herrn  Verfassers,  —  vor- 
handen, indem  man  eben  so  gut  den  ersten  der  beiden  Ijactoren 

E  *"*      •  E  ^  ■  » * 

sseosj-,  den  aweHein;^llni  hätte  aetseii.  kdnnen.   In  diesem 
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Puukte  ist  also  nach  meiner  Meinung  die  Darstellung  maugelbafi^i 
uod  darin  liegt  der  Grund,  welcher  mich  bestimmt  haben  wurde, 
den  Aufsatz  nicht  aufzunehmen,  wenn  mir  derselbe  nicht  auf 
der  anderen  Seite  doch  manches  Interessante  und  der  MitthelM|^ 
Werthe  zu  enthalte»  gesehieoe»  hmte.  Hk^wUl  nan  zeigen,  wie 
naeb, meiner  Meinung 'die  D^ir^tel^ni^mTollstftndigt  find  Vielleiebt 
Ud  end  wieder  noch  etwas  eleganter  gemacht  werden  kann,  ant 
irelcbee  Letitere  ich' aber 'keinen  heaondereb  ^ertb  lege,  indem 
eben  ao  gat  die  MetbediS  ^AeH  Merrn  Verfaanera  hfttie  beibehal- 
ten werden  kOnnen. 

.  Weil  E^A^B^C-IW,  also  k^  =  ^A^B^O^W 
itt»  ao  ist:     "  ^    '  •         -  •  •  •        t   •  "  'I-  " 


ce«l£;=aini(i^<i'i?+C),  ein  iE = — coa  -|-  4  C) ; 
und  folglich;  *  ,  \v  -  ^ 

eeaii;  =  w^A    B)co8i,C+co^i(i^  +  ^  aint^\ 
ainl£  =:sinK^    J?)ainie-^€08i(i4  -|-  B)cq%\C\ 
uach  den  Gauäs'schen  Gleichungen  ist  fiber;  .  ... 

ain      4  B)  coaic= co8i(a— 6)  coa^C, 


cos  iüA  'i-.B)  C(i#  ii;  =r  coa  i(a  4-  6)  sin 


also: 


• 


cogtjCa  -  6)  cos  l        008  l(q  -|-  6)gin  jC^ 

,  ,^  Jco8i(tt-^6)— co%t(<^. 4-6)1  sinltcoajC, 
sin  iE  ^  ^  t 

»■-,  .1-  >'•*•' ,       .  ? 

bjglicb*  wie  man  sogleich  übersiebt: 


COS  ia  cds  16  +  ^'^^    ^Iw  16  cos  C 

coalii=—  V  ' — '"^  » 

"  coale 

'  *                  sin  la  sin  ^6  sin  C 
8ml£  =  irTiT^  9 

aber  hekaontlicb,  wenn  wie  gewöhnlich  «=i(a-|-64-€)  gesetatwifd,?)f^ 


^    cosc — cosacos6       .         2\^sms8in(j— a)sin(5  -6)sin(s— c) 
eoaC=  ;  5—1 — *    ainC=  i  r-r  » 


^  Der  Herr  VerlMser  «cbreibt  p  «tau      weichet  Letztere  mir  ge* 
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Gruner t:  Neu»  uäer  den  ipääriscUe»  &»r«Mw' 

Sf^tl^j!  1,1 ;  !  ^       1)1%  "■:,t(.       ■  .'  '    ■  ,  <  ' 

■»■  ■    .      •  '--.p  __4co8i|<t^C08|6*  -f  (cosc  —  cosaeo^ö) 
folglich  j  weil  bekanntlich 

'Hl'?  -  -       i       1  «  ..-I  ;    .  ''V  ;       ,      /   •  '        \    .:  .  ff 

Acosla^cosib*  =  (1  +  CO»  ff)  (I  +  cos 6)       t  : 


I).  . 


P  _  1  -f  cdsa  -f-  cos6  -j-  cosc 


Nun  «etse  man  d^rKifr^ee  weg^n  :  ^  '     ^ -  t 


2) 


i  4 /"cos  |f  CO«  Iis — «)  CO«  i(# — 6)  cos  i(*  —  c) 
I    — l/" g'P    ain  t(f  ^  a)  si ti  jf(» — 6)  sin  i(f — c)  , 


ao  ist  oacb  der  zweiten  det*  GieicbuDgen  1)  offenbar: 

Leicht  erhält  man  aber  aua^  2)  nach  aehr  bekaantan  goniome- 


triacbeo  J'ormeln : 


4(tt'^iv2)cosiocosJ6co&JC  r  \  n 


SS   {€oala+co8(«— In)}  icos^6— c)«^  co8[« — +  c)]\ 
Jttcoaia— coa(«~ia)Hcoai(/>^c)  —coais — ^6  -f  c)]i, 

,   .:  mVc\  4(«?i:X*).cp«^co8i6cos^^.,.  ,  ^^„^ 

=    tbos^a  -f- coaJ(^  +  c)  I  i  C08K6  —  c)  4  cosi«} 
J:  I  coa  |a  —  coaK^  *f    )  t  coaK^  ^  c) — coa|a  |; 
aUOy  wonn  man  die  Multiplicationen  ausfuhrt:  t. 


2  (n*  -I-  9^)  cos  la  cos^ö  cos^e^i  i^iiil^  doi^6 — <;)  -f  cos  i(6  -f  c) } , 
2(ai^7-*«^  €00  ia  cos  16  cos  ic  »  cosia*  -f  cosi(6— c)  cos4(4>!f-^)  1»" ' 

also  nach  sehr  bekannten  Fornieln:     *  ' 

M....r.«S:*i'r??Rl,..tt»-rrt?=S,..  '^^oS  jicoWi^cdiliT " 

unil  folglidi  Dach  1): 

4)  iM^^^wn«— cosi^. 

Durch  Addition  and  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen 

erhält  man: 

j  2««  =  1  +  cos  iJE  =^  2  cos  {E^ , 

2es  =  I  ^  cos  ii;  =  2  siD  ^E^ ; 

also: 

vnä  folglich»  weil  cos^JS  uj)f^.m|Jß  ^ff^bar  beide  positiv  siod: 

5)  u=^co&iE,  v=^sm^£i 

folglich  nach  2):  .^ 

it     4  /"costt  cosi(jr — g)  cosi(f — 6)  cos|(f — c) 

cosxi:«  =  if  ,  TT  1  f 

*       IF  cos  4a  cosl4  cos  ^ 

f  ,   j_  4  /  8in|5  yin^(A'  —  rf)  8in^(j  —  6) sin 4(5  —  c) 

\  81«  o^la«»si*co*4e  v_ 

I       J      L  'ri'  '»  •  '  "    .Ii i,':^«»»  „«-»»-> 

also  durch  Division: 

7)  taDgi£;=Vtongi5tangi(*— a)tai»gi(«— ^i^ugii^jfjfi^.,,! 

frelcbes  dio  Bii'l^oweisonde9.*Vi90,  j^b  u i  lißx  *)  K^fpnd^nsiF^rjnelist. 

£twa  auf  diese  Weise  niuss  der  Beweis  v^joUs^t^n^i^t  vr^^^f^o.^^ 

Dass  cosiE  und  sin^^  beide  positiv  sind,  irie  oben  bebaap- 
tet  wnrdei  Whetaet'Teicbt  ÜenA^  es  ist' 'bekann Aidi  kein  Winkel 
des  sphär^eübb  lh^recki  gNKIlibiK  ftlis 4ls4 : 

•)  Auf  den  Titeln  der  verschiedenen  Werlte  dieses  Irefflichen  Ha- 
*hpTTTatilier«  ist  der  Narnr  thfils  Dinilier  (Algebra),  theila  L'Hui- 
I ier  (iilxpovido  eleroeatarii)  |c:c»chriebeiu>    *   •    '  1  i    .    {'  t* 


22&.        ßrunerl:  Mr»e$ie  Entfernung  ztüüer  HorwHtieB 

also  £<360o,^^i^^s;fap<>,  wof^us  ^a«  ße^^a^upt^J^^  l^pfl^^^  folgt 

MSge^  ieü  Hm  ff^«r&B*e  an»,irar8tidliend«(i  BsiierlrtkogeD  die 
von  mir  seinem*  Anfaatze  gewidmete  Aufmerkaamkeit  erkenoea. 
Sein  Name  apll, .  wie  a^b^nf  erinnert,  sogleich  genannt  irerdeo, 
weiiD  er  mir  sejneo  ^tU|iscbi>  dai^  dies  geschehe,*  zu  erlteüaen  giebt. 


W       <  9 


Kürseste  £atfernung  zweier  NormäleQ  eioes  KlUpsoids 


<     '     .  '  •  . 

Von 


I    ■  Ii 


dem  Herausgeber. 


Wenn  zwei.geri^^e  Lipien  im  Rayme  <^urcb  die  Gleicbi^geo: 

cosoo    coaAi     eoayo'    eosai     eo8/3|  .  cu9/|  , 

cbarakterisirt  sind,  deren  kürzeste  Entfernung  von  einander  durch 
bezeicbäet,  und      '    •  .  >  r.. ,  ; 

f esetil '  wird ;  ao  1dt^*i : 


•)  M.  *.  ThI.  XXW.  S,  5.  N#4  14).  :      .  .    v .  :  '  • 


« 


uiyiii^cü  üy  Google 


ekuM  Mi^imitU  tm  einander.  SgQ 

wenn  man  in  dieser  Formel  das  ob«re  oder  ontere  Zeichen  niminf, 
jenachdem  die  Gro^t^e  auf  der  rechten  Seite  des  Gleicbheitsaei» 
cheos , positiv  oder  negativ  ist.  ^ 

Sidd  nqn  {x^jf^^  ahd  h^liehlge  PiiD|jite  des 

dorch  die  GUichong 

ehirakterisirten  Ellipeoids,  so  sind  bekanntlich: 

a«        4»       HS*''       ««         6«  c« 

die  Gleichnngeti  der  dieseii  Potikteo  ,entsprecbendeii  Normaleo  des 
fillipsolds;  und  wir  kuooen  atso,  weon  Ctq«  Gi  gewisse  Facto- 
res  .liieBeicbnen»  ffir  4ifl*e  ^beiden  Norifialeii'  respefctive; 

cos^,a;:C?o^   eosft;ss^Go^.  cosys:;=6?p^; 

V   '^-^^        V  • 

cosoiSsCi^*    co8ft=^,^2,  co8yi=6i^ 


seteeo..  Abstbt  immer  in  den  pbigen  Beselcbnungf^a  r  ..:f 


foigltcb : 


wenn  «rir  uns,  was  offenbar  yetstattet  ist,  den  Winkel 'IFoi  zwi- 
sehen  0  mid  180^  angenommen  denken ,  'imd : 

ees<i^aeo»A --cosÄc«s«,==€?oCi  ^^^^^^^ 
also  nach  dem  Obigen: 


V".i-w.(^?.4..M».  +  ^y 


Nun  ist  aber  nach  den»  Obig*»  offimblir c ) »  •  i'ftti^  tu  iv.tM 
aUo^wenn  man  diese  Ausdri^cke  in  die  vorstf^heude  Formel  eiutüi^^: 

einem  bekannten  aritli'metisefien  jl^atze : 


■  ■ 


oatOrlicli  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  prenomroen,  jenaeli' 
dem  die  Gt^Me  )itof  '«i«!'  rechten  "Si^ite  tfM  Gl4t«hMfitszerihMir 
positiv  oder  ni^i^iy  istf  JMan,  l^ann  die«e  Formel  aoch  auf  foi* 
gende  Art  sch/^ib^n.*'    -  •  ,    )  •  ^  ^*  "*     * '  *  ' 

C  a*(aro— a:,)  (yo^i  -*oyi)  +  **(yo— .Vi)  (»o^i— a?o*i)  J 
Well,  wie  sogleich  in  die  AiigpD,  fWt«,.        .  i..  •! 


ist»  so  kann  man.^  ofi^enbar '  setzen  t  * i 


oder  der  Riirse  wegen: 


S  .t 


I  '  » 

wo  die  Be^estung  FSH  Z  und.iV  sogfeicii  von  ^Ibst  erhellen  «rird. 


Weil  Dan  »«ir 
M;  «o  tot 


miii 


15* 


V 


JMmiiii .aller «äatb  «^ni  MiffMt'eCiMKoi  <  *  ni  n'.i<i  •» 

also,  wenn  niao  diese  Ausdrücke  in  die  vorstehende  Formel  eiutübrt;. 


V  «♦  ^  6*  *  c*y 

oder  hith  einem  bekännten  aritfiinötischen  ,«&atze 


I  !       »  ♦ 


r  »  '  - 


natfirlich  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  e^enommen,  jenach- 
dem  die  GiMie  üüf  der  tebhten  S^ite  d^  GlAi^lihtjihlxeitMM 
positiv  oder  lleg|^|y  istr  «Man,  Ifp^itn  diese  Formel  anch  auf  fol- 
gende Art  scll^ili4ßn^  ) .  V  ^  -    !1  -  m 


Weil,  wie  sogleich  in  dje  Ajug^ei^,  ^j^^^s.,»  «• 
ist,  so  l(unn  man  oHepftar ^ setzen :* .  ' 


oder  der  Rfirse  wegen: 


•  1 


wo  die  Be^entung  von  Z'und./V  sc^teidft  veÄ  iMlMt  erhellen  wird. 


Weil  nan 


tfo^i  —  «oyi  =   (»I — *b)  —  *o  (yi  — ^) . 

wt;  00  ist 

f  i.  l» 

und 


VC    *  A         5     '  c/ 


\*t  ^)  Ks) 


gMetit  wird: 

I6» 


V 


i83^         Gruner i:   kürx€Ut  &ntftrnuu9  %w^er  Normalen 

# 

und  .  "  'Ui  ir    '  . 

•  *  fc. 


ao  ist  offenbar: 

■  >  f 

woraus  erhetlet.         di^  vGil^  .,^,ji>  Beang  «vf  die  Grüssen 

i^£?-  ^i^^o  ,y»v~yo  ^1—^0 

eine  GrSsse  der.  «wotteit  Ordonngolat, ;  v^jcbps  nacbsowoiae«  der 
HaiiptsweelL  die«^  Aulaataes  war.       /  ' 

Man  iiano  auch  > 


4 


and 


*i:< 


♦  i 


oder 


oder,  weil\         t  ;    y    ^  ^5;;-'^ 


•  »d  i>  :.>  ,1»;'.--         .         I  >  f  :     '  ;M.;t-,i.>M •,.    >     \      ,  \   (?'>y  oriiinV/ 


Für  das  Rotatioos -filiipsoid  4«t  as6  za  setzen«  aliö:  i> 


Setzt;,  man  in  diesem  Falle  '^ 

ist  'I  .  •  » 

a.*'  '     '»'•    i    »4  -n-    .1,.»    -       .    li'If    ..i   .  I        .Ii»*-       '    'i'    .  k 

;  .  i>!  )i  «ii.ji'  t-'  ?!  '  li,  \\\\  X 

ferner  offenbar     '        *    .       "       '   ^    .  .  . 
^  +^  Hr  ^  =  «i«  ifcf  IKÄ  -  Ai)  cos  Äocosifi ; 

ZSd.         i  -  j  ■    ,  1-  :  ^  V  - T~  ~  ^  


$runert:  .^ür^ätlä'  ßti4M^mn0  %w0ief  Normalen  ' 

niajh sich\ein  ftpliärisch^S!  Dfeyieck  beschfieben,  *^fJ^wel• 
chenV  die.^Seiten  t^O^ — Mo>t  90^— '/?t  ii<*ien  \Aon  dem  absoluten 
Werthe  von  Lj — X/,,  gemessenen  Winket  einschliessen ,  und  be- 
zeichnet 6i^^U^  ^bei^^d)eae«  ^8|^r|s|L>i^   ^i^ei^cks )  dius;h  L^» 

und/fötglM  nfich  'cf^af  'Objcen : 


X»'  / 


jr,  '2(1  — sin  (Li  —  I/o)  sin|(5,  —Bq)  co84(Äi -f  Bo)cosjBo  oo«1?i 
£loi  _  I  «  .  „ 

Ffir  das  all^eii«feine<4relUige'f;iJi^lN>id  Icatin  man  bekanntMi 


'  d?=aco8£co5}3,  ^  =  68111  £cb8}$»   2  =  t*8in3 

setzen  f  wo  dann  freilich  die  Forn^e/ri  weitläufiger  atib'l^ 

halb  wir  derr-Kitf ze  w«^«*.  ivm^iimber         u^b4  ;t«\Qkei  yerbrei- 

ten  wollen. 

Leidht  krinn  man  nuti  auch  Ausflrffcke  für  die  Coordinaten  ^er 
FankCe.  der  kürzesten  t^ntlernun^  tinden,   die  wir,   t^i^  ti^  dem 

Aufsätze  *rhi'  lixxv:  Nr.  I.,  auf  den'  wir  uns'  hier  überhaupt  be> 
siehen,  durch  Xoi*  yoi»  ^io>  Sfio*       beaeichoeo  w«tlaQ« 

Zunfichst  findet  man  leicht: 

+  (.Vi  ~.yo)  (cos  A»— cos  |5,  cos  Ifoi)      .  g. 
+  («1  —  ^)  (cosyo  —  cos  yi  cos  rfoi ) 


'  eines '  £iifp89htt  90H  eimnäer,  «  fg4 

(«Tg^-^l)  (cos  «1  T^COS  fl^GOS  FPJqi) 

+  (yo  —  y\ )  (cos  i^i  —  cos  |3q  cos  Wqi) 


I;. 


Die  Gleichungev^M'  be^r^n^selbeD^  des  Ellipsoids  io  dea 
Punkten  i(.ro^o'o)        («^i^i^i)  ^'^^^  ree<pective 


Qtld 


bezeichnen  wir  also  die  von  dem  Mittelpunkte  des  ßllipscttd«  oder 
dem  Anfange  der  Coorditiaten  aul  die  in  Rede  stehenden  Berfib- 
ruogsebenen  gefatUery  Berp^mcHkel  duruli\P,i  ^iiiid  P^,  so  ist  nach 
den  Lehren  der  anaiyiisehen  Geometrie 

also  nach  dem  Obigen:    ,,(,     ,   .  .  .,,  ., 

i 

Bezeichnen  wir  ferner  «lie  atif  die  Beruhrunsfsebenen  in  (:ro// ,2a) 
ood  {xxyx^)  lespective  vou  (^^,»,)  »^«d  (jroyn««)-  geCaH^en  Vßi- 
pendikel  durch  Qo  und  Qi ;  so  ist  nach  den  Lehren  der  analy* 
tischen  (ileometrie :/  '  •  ,  o  >^ 

\  ■ .    ■  1 


Gruner  l:   biüraesie  EtUfernuug  %wfiier  Nor  malen  . 


und 


folglich  die««  letttere  Grösse  positiv»  ood  datier: 

aUo  offenbar  auch  die  Grüsse 

0«  +  6*  +-;^;,  .  , 

positiv.   Foigficli  ist  nach  dem  ObigeDt  ' 

und  V    /  '  *  \ 


aUo  oienbar: 


V     *  "S*"  ^  ■?■/    Po    fk ' 

Lassen  wir,  ^ik  6ltMiiä  ietHii^M,  &mfflüM      A»»  |^ 
ond«!»  ^f  -n  dcfiyon  deo  Pmikt^li  (aroyaZo)  «H,^  («i3fi«i) 
Dadi  demvfliisitersD  JiRsWe  de8\EII\p8(>ids1iito  geb^ndlen  ÜeOsD 
der  Iformtilsii  entsprecben »  so  Ist»  wie  ich  In  TM.  XXX VI.  8*  83. 

Nr.  5)  gezeigt  habe:  .  o  »v 

;  ■  Ii  ^ 


5   • 


also  nach  dem  Obigep :       •     •     r  * 

cos«^  =  fi,.^^  cos^e*=  co»yo==Po^5 

Cosa,  eosA=P|^,    coäyj=rPj^;  .  ' 

und  bezeichnet  nun  w,^i  Heu  von  den  in  Hede  stehenden  Theikn 
der  beiden  Normalen  eiogescbloaseneD ,  J80^  nicht  iibersteigend^i^. 
Winkel»  so  ist 


cos  1€qi  =  com  «0  COS  tfj  -1-  cos      COS  ^|  -f"  COS  ^0  COS  yi , 

lalio  nach  Vorstehendem: 

!.  I 


I.. 
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216  Grnnert:  Jtur^esie  iunifernunff  zweier  .Sur malen 
folglich:  \  < 

Hiernach  ist  oun  nach  dem  Obigen: 

(xi — Xq)  (co«  fl^^  cos  Ol  cos  IFot ) 


■I 

und 

+  (2o  —  *i)  (cosyi  —  cosyo^ü»  H'oi) 


=  -  (ii^  i^i  f  ^0  cos  IT«,). 


0- 


Pi  «inte*,* 

Nach  j[blV  XXSV.  S.  2.  'Wi«!  S.  3.  Nf .  5)  und  Nt.  ö)  -iirt  aber: 

'  ,  '  I 

«10  =  ^1 +  <'io COS  «1»  .Yio=Äf  +  ^ioCo«ft»  Jio=*i  +  ^\oco8yi; 
also : 

and  '  *       '"^  . 


Digitizöd  by  Google 


.XV«  V    .».v^Ni'  \  t4ßte9  j^8üitfi  vorn  si^ätTs,  •  -  .  „  fjfn^ 


1 1 ,  '  •  •  •  -.' . t >.  .  -  \ 


^«||■l^cb':!ll£b«tl  <lein  Viiriiert^ciUendei»  t  .    .  >  i  -      •  n-  ti.  !    :        -  i, 

ioi  :=!  _  ^     ^       +  cos 
«od:  A  '    .'\     V'^»  '         )  * 


and 


£121  =  1  -  fi-f  PnCOSWoi 

«1  *      sin  10^,' 


Man  wfirde  au«  diesen  merkvrOrdigen  Aoadrficken  noch  Ter- 
«chiedene  andere  Ausdrücke  ableiten  kennen,  vrobe!  ich  jetzt  aber 
nickt  länger  verweilen  will. 

Beilllafig  will  ich  nur  noch  auf  den  folgenden  8ats  aufmerk- 
•am  machen.  Ea  aelen 
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344^  Gruneri:  hürzeste  Entfern,  zweier. Nürmai,  ein  Eiltpe,  v.  einand» 

^  j.;         -        v^f«A.v  .-.^ »  «. 

oder  drei  Punkte  eines  Ellipeoidsy  dweb  welche  an 

deeeelbe  Berllbntiigeebenen  j^ete^  eüid.  -Äiif 'dlee^  Beiflhniiiy 

ebenen  seien  von  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoids  die  Perpendi- 
kel P^y,  P, ,  P2  gef&llt.  Ferner  »eien  aiif  die  Berührungaebene 
in  Aß  von  und  die  Perpendikel  Qqi  und  Qoa»  die  Be- 
rührungsebene in>.  A^  iinil  Aq  (Ue  Perpendikel  Qi^  und 
Qio,  auf  die  ßerährung&ebene  in  vön  Aq  und  il|  die  Perpen> 
dikel  Qflo  und       g^föllt  Dann  ist  nach  dem  Obigen: 


1 


1— 


1- 


aleo  ist: 


woraus  sieb  die  iienierkenskiertfae  'Relatjoi^ 
ergiebt. 


E 

»tand 


line  frühere  Untersuchung  von  mir  über  deubeiben  Gegen- 
8.  in.  Tbl.  XX|,S.  .i[4.;    *  ! 

I 
I 


r 


r  •       «  ■  ■ 


V    ':i|  T   '      I      I  .K  i.      d     1    ,tl  1   I*'         »  "! 


üy  Google 


Hefter :   VerK^Uetlem  arUkmelische  &4i%em  ^( 
I 

*  1 


*    '  '      Iii*,!      5  ,        ■  - 


I 

'     '    ■  •  1  .  XX..'  *. 

»  J 

« 

j 


!  .       .Vom        *        l  \  if'  I 


^  Herrn  Doctor  G.  F.  Meyer 


I.  Heissen  a,  0,  c,....  /  diejenijjen  Theiler  von  r,  för  welche 
2o+l,  26  + 1, ....  2/+ I  Primzahlen  wcriien,  «o  drückt,  dem  von 
Staudt' sehen  liieofQnie  jiuMgte^  di«  rte  i^et.i)pttlM'«ehe; ^abl 

-  .  f|  ■•  I  '        .  I  *  ■  ■   I  ( 


eine  ganie  Zahl  ^aus       Qiud  lat  al^er,  weni|  ^it  Ji)«r  Kürze  wegen 

•Ii'       •  »l»  • 

■chreiban,  na^h  der  bekaonten  Moivre'acli^n  Formel : 


9m— 1  l 


€relle'«  JonrnRl  Bd.  t\.  No.  18.  S.  37^  ff.  Fiir  dt'ejWigen  der 
{^«hrten  Leaer  dieses  ArohiT«,  welche  die  Geschichte  des  erwähnten 
Iiehrsatses  kennen,  beOHirke  ich  necfc,  dass  ich  recht  gut  weiss,  dass 
andi  'Hevr  Th.  Cleneen  denselben  gefanden  hat.  Ich  hiibe  indess  dai^ 
Theorem  nach  Herrn  ven  St8n4.^  henpnnt,  weil  dieser  —  nach  seiner 
eignen  Aussage  —  schon  lange  Ver  ^Hn^en  in  den  Besitne  des  Sntaee 
geweaea  iat 
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11^  M9fMr:   Verschiedene  mfthmeiiu he  Säi%0. 

[».+(- 1)-  [i  +    Vi  +••"+    + 1]  ] 

+  «-+•»(-  J)-[i + 2-;^ + ^  +  • + 


««-1       r        1  T 

'  ^W'idlaleM  MiMidh,  ««dtütoB  iilleii  iHetmitMIeiMii:«^  /f.iys  I 

die  Werihe  der  obigen  a,  6,c  /in  Bezdg  auf  iiV^li«»i,%11t. 

Da  nop/ii  der  voratehfenden  Gleichung  derl'heil  links  vom  Gleich- 
heitas<libi|^-  Än'e  )^tfn^!£ilil  rMttllt4  «*         ti^fhi^di^  aneb 

a»-i 

mi|  einer  f^Eeo..2a^l  identi$c|b  s^Iq.^  ^    .     .   i  ^    {  . 

•  -:^)  Das«  statt  ritr  «iit'i;erii<l«n  BlhMNaiiil  ^  (Wcfftmliten  aof:!!  tü«  ffef««' 
d«i  ia -AaweHtliihg' ItomlMfin  li(iA0*iiv  er^tieht  Mrt^ei#  dkn  Bmitliiifp' 

r         rn— r 


Meyer :    Ver^Aitäen^  mii/meii&cUe  sdiM,  ^0 

-Wie  6ofo£t  eioieucliM,  lässt  dieses  Ergcbnläfi  uo4:h  il;*4iurct| 
sich  vereinfacheii^  da<«8  man  %'on  den  Zahlet)  2tt-^^\/  S^'f*  1  ^  ...v«; 
2a|-fl«  2^|-fl,i..,  U.S.W,  diejenigen  ausscheidet,  welsche  be- 

siehnngsfreise  Pritnractoren       ^^J$l  ^^,       t  tosleRltf;'^ 

Ii.  .  0^a^ot«t  /^(P)  den  Otiten  DifferetiHat<][t^oHinit6i<  d«r  fitriü- 
tion  /i=r  jjy^-^;^,  8o  Ist  ihekaiMi dich:  V  '  «1. 

Für  /^"(O)  abiBr,  flfgifii^t  »icb,wb4em  j^ekt^piitfH  .jLaDl,f^c,</9.cben 
Verfahren  *) : 

2,1  an— 1      2n— l      211-1  ««-1 

r^(0)=227.(227r:il)[4  -       +  4  ^a«-i].  ' 

*  » » 

wo 

^.     '"»J  ^  2ii.j(2»  -1)  (^i^y  i$>>,  ..... 

Ab  p^i/i,  geaUt.  1>a  al^d^bieMk«h^>}i^<^!v.^> 

gaaie  Zahlen  aq^Mc^etty.ao! verbell t<lsoAitvU  dasfi  »ai^h: 


*  »♦  .».  ^    i  tff  f  Ii 

eine  ganze  Zahl  bezeichnet**)*  Hieran'*  aber  eri^ieht  sieb  mit 
Hülfe  des  F  e r m  a  t'sehen  Satzes  eiiu»  rw  nc  Folgerung.  Becjeutet 
nämlich  n  eine  ungerade  Primzali],  so  hat  man: 


■•^  •   '       *     •  '.  '   :  »h  ,\»  >f!'»;  Fi  V  '«»»Hl'«.  Im.  > 

*)  Lacroix.  Trait^.  T.  III.  p.  107  »qq  _  r^np|ileiii.  sn  KlngeTa 
•athem.  Wörterhnrbe  von  A'^  D .  Ar<,  flfr  n^M'iri'*«fh«'Z«frtell.  ' 
**)  Da«8elbe  fnifrt  «•  B.  auch  an«  der  Relation  i 

we  die  ^  die  Secanten - Cuefficienteii  «inili-  '  •       '«  >  i-  ..fl 


S4ft  Met^r:   Versthieäene  mrithmetische  säi%e* 

-  +  (-  I)"- tt  +  +....+  äjJfyl] 

+ ( _      j«43s '  [^^1 + + ....]]  +  (- j)».» 

+  «-> '»(-  D-  [4  +  5^  +  2^  +....+ ^] 

+  

'  «^üMcM  l3V«f  «MMdh,  MtütM-Mbii  iliei«nwMf enmi 
die  Werthe  der  obieen      6,  c» ....  /  in  Besag  auf  «V^"**^]»«))^!: 
Da  nap'ii  der  vorstebfenden  Gleiehunp^  tferTh^il  links  vom  Gteicb- 
beitsiJiblidiiL-  Äne  ^änie^lzAliI  rMttlK^      InJiiM  MlbiMidl^  aiieb 

Sa— 1 

mit  einer  sanzen  Zahl  idetiti^qli  sein.  , 

fl«ii  in  'A»wailliil»9'  iommiin 'kMi«**^  erfltoM  biolit  BtaMiiip 

r        tn — r  , 
■  '<      .'.-•'•<!»  <- ''^^l^iafc  f*>]$  "    i!"  •  «il  »■»:,..  r  ■ 

«ofurt.  • 


.WI«i}#of««t  eioleuebtt^t , :  iässt  dieses  Erg^bniss  Qoch ,  ^a^urclp 

eich  vereinfachen,  da.<«s  man  von  den  Zahlen  ^a-^^\^  1  ^ ...v«; 
2at-fl,  2/^1  +  1,  u.  s.  w.  diej^hi^en  ausscheidet,  vi'elche  be- 

siehmigsfrelse  Primfactoren  von  <"+i3$;  b.'i:  fl!  llifr«teRltf . 

'        ^''1'     '  '  *<        *  \  ,'.  '  \:>  '  f.:   -i       '«»f»  '\  ff    •  <^  <; 
II.  ;B#deatet  /^"(O)  d^n  2nten  Oiffereiitialqi^otieDted  df^  Fnoe- 

tiou  /g=  ^y^^r  =go  igt  bekanntlich;  *!  •-  ,  i. 

i  t    .  >    j  .      •        ••     ,  I  .  ,f  /  i  .-->i<  <:  •  \. 

&=:(-l)-.V/^(0). 

Für  /'"(O)  aber  efÄ'^^  »»c^,?iftph  4fDi  ^ek^jfiiijtfff  ,jL,aof,^Cjp^/y,<;be% 
Verfahren  *) : 

....         \  I  1 

P'CO)  =  yii (»y»     j  [  ^»  —  ^a  +  -^8  — ila«.i],    -  » 

wo 

g«Dse  Zahlen  aM|4Mck<il^^y.ao:.'^MIt'^»o|«vti  daaft  }aiijßtiTo,i'.<  n  u  ) 

'   ,  i'»dr.f-  l>fT<* 

eine  ganze  Zahl  bezeichnet  **)*  ■  Hieraua  aber  ersieht  sich  mit 
Hülfe  des  Format' sehen  Satzes  eine  nene  Folgerung.  Bedeutet 
oftiiilicb  n  eine  ungerade  Primzabl»  so  Bat  nmn  :  ' 


')  Lacroix.  TrttiU.  T.  111.  p.  107  «qq  —  *  npplem.  zn  KlfigeTs 
»alhem.  Wörterhur.he  von  A-^D,  Art.  Bi  rn<i«'irPi»<!||6^ZÄMei*.*  '"'*'"'* 

**)  Da^cselbe  fnict  %,  K.  auch  ai|«  der  Kelalion : 

■        '  f 

wo  die  ö  die  Secanten-Cuefiidcnten  «indi-  •  «  tt  .  r  >   t  . 


244  '  Meyer:   Verschiedene  arithmetische  Sätze, 

r^t  'dcmidach  8o   kann    nur   dädtfrcb   die  Bedingung 

erfjillt  werden,  [dass  &  in 

ZäWfit.tt.i|]il  Factor  «oM^ftiUc.  i     .   ,  . 

Wir  können  diesem  8atze  eine  allgemeinere  Fassung  geben, 
indem  wir  die  Bedingung  auftiuchen,  welche  erfüllt  sein  muss, 
d^mit  für  ein  xusanimenpesetztes  n  irgend  ein  (ungerader)  Prim- 
factor  desselben  einen  Theiler  von  2^n__i  ^  4i._  1  bilde.  Sei 
daher  n  =  vp,  wo  p  eine  ungerade  Primiahl  ausdrückt.  Heisst 
d  der  kleinste  Exponent,  fär  welcbeo  die  Coogruenz  Statt  hat: 

4'^1  (niod./>), 

«ö'mltt8*^öthWendig>^<r^^  l/l^ckf'aber  ate 

4f-i  =  l  (rnod.») 

folgt:  .1     '    -      -  J  j 

4«T  =  4», 

,  so  mass  für 

.  4»si'  • 

offenbar  v  =  mid  sein.  Findet  mithin  diese  Bedingung  nicht  Statt, 
so  kann  p  nur  in  dem  Zähler  von  B„  vorkommen.  Die  Bedingung 
vszmid  aber  mass  jedesmal  eintreten,  wenn  aucb  2/? 1  eioe 

Prinuahl  bedeutet.    Denn  ist  ein  soleber  Tbeiler  von  «, 

fiir  welcheii'ai-f  1  stt  einer  Primxahl  wivd>,  so  folgte  •  - 

2*^^)  (raod.  -2<  +  l) 

ond  daher  auch : 

iirrj  t\*\^  ?         1  >  M:2*<iei  (niod,'2f4* ' ' ' ' 

Hat  van  «ssejji«,.  ^  ,entsprinjp;i  annUcbst: ,  ^  

4(i»-»)l»""'^Sl  (m!)d..f»^)^  4ejgü0fr  4»ip"=4«'ü»""\ 

Und  nennen  wir  jetzt  den  kleinsten  Exponenten,  für  welcb« 
die  Coogruenz 

4<'i  =  l  (mod.|9«) 

•  • 

Giiltigkeit  besitzt,  so  muss  für  den  Fall 

4«'aP""*  =  l 

vi'^^  nbtbf^endlg  ein'  Vlefl^aehes  von  äi  vorstellen. 

1^0  ist  z.  B.  für  n  =  3.6s  . 
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4^51  (niod.iSy  ufi4  4»^4S  nUo  ^yS/  *    '  * 

^-^it^  ~r\^  2.3.7.11.31  • 

Fiir.«:=5*  bat  man:  -  ^ 

lonacb  c2i  s  10  (=)  6.   Dem  Obigeir  Mbl^'taiW  sdmft'dOT  ZÜb^ 

OH      ;  ,4 

m  Multiplum  von '25  WseielHMii»  wss  ^  wi«  man  «ieht^^  ln  d«r 
iThat  der  Fall  to*.        ' »  '  '  in''-  '  '  i  » 


Iii.  Eleroentarer  ^«weia  eiDea-Stejjn'jsqbien  |^ehraa>tzea. 

'     Setat  man  it/  =  ]  .2 . 3  —  p — 1 ,      muss,  falU  p  ein«  Prim- 

^hl  bedeutet,  ^-f  2^  +  ^  +      jgP~J  ^urcb  p  tbeilbar  aeiD. 

Dieser  —  so  viel  ich  weiss  —  zuerst  von  Rerrn  Profesaor 
Stern  in  der  Abhandlung:  ,»Zur  Theorie  der  Euler'aeheo 
Integrale.  Güttingen  .1847.  S.  39.'' ausgesprochene  interes- 
lanta  Lebraats  Ifisat  sich  nach  n.einem  Dafürhalten  knra  so  be- 
weisen. 

,  Da  nämiich,^  al^  Priax^^W*  vora^sgespt?t.  A^'i^d,  so.  erhellt  zu- 
ySrderat«  daas  die.g«nxei|  2Sahie|)  Jf^,  ~\iri     P  ^^""^  ^^^^ 

|}ad  eben  ao  leicht  ergiehtaich»  dMfliHf|eAd  airei  SKa'Men      und  ~- 

f^T  obigen  Reihe,  fluirli  p  dividirt,  verschiedene  Reste  gebeo 
Mtfseu,  indem  sonst  die  Congiuenz  Statt  haben  niusste; 

fraa  nnmuglieb.  FSbrt  man  daher  In  Beaug  anf  jede  der  Zahlen 
M 

ft,  '^p,,*.  die  Division  mit  p.  aua^-^iio  muss  die  Keihe  der  Reste 

Kbllesslieb  lauten:    t  m\^s     *  \ 

'  xp~  t,  p  —  2,  1. 

Mie  Samme 

.     .     ■  p,p^  1    •     ■  '•"  - 

Tii«ii  nxvin.  .  itf 


Digitizöd  by  Google 


Li» 4^4^:  üeötr  einige  ^esiimmie  ifUeffrßie 
aber  ist  dnreh     the^Ubar  und  «onaeb  amih  i  ■ 

Eleganter  dürfte  der  13 e n  eig  se'iü,  vieoo  man  erwägt,  dass 
immer  swei  Zahlen  «iid  y  der  irorgelegten  Reihe  eich  angeben 
lassen»  fiir  welche  man  hai: 

^  +  ^«»^(9'+rJsO  (roQd,jp>,  d.h.  g^r=0. 

Zn  diesem  Behufe  braucht  man  offenhar  nur  jedesmal  zu  ei  solche 
Zahlen  zu  einer  zu  verciuii^eii ,  eiche  von  den  Enden  gleich  wek 
entfei^t  sind.  Man  erhält  aal  diese  Weise  sofort: 


Ueber  einige  bestimmte  Integrale  nebst  Summirung 

einiger  endlichen  Reihen. 

(Aas  den  Uebereichtett  der  Vn>handinngea  der  KOnigl.  Al^eimie  der  Wisseo- 

schaiten  zu  Stockholm.) 

V»e 

Herrn  Christian  Fr.  Lindm€tnf 
Leetor  der  iVlatbemalik  am  G^nmasium  ■■  Stvengaä«  ia  Sebwedea. 


Die  leiehl  wa  findende  4aleiobung 


gieht  durch  itmaP^e  Differentiation  nach  und  wenn  man  aolbeb^ 
was  sich  aufheben  Iftsst:  :  ' 


uiyiii^Cü  Ly  google 


neM  Snmmirung  einiger  endiicäen  Heihem*  SM7^ 


Coi[(ii+l)  Arctg|]        SUi(n  Arctgi) 

 ~  «+r—  —»  •  •  (1) 


rfU  man  bat:  ' 

CoB[,(a-|-I)Ai«tg|] 


1 

1  /IN  Siill*<«AMg^ 


II 

(1  -f  a:*)* 


.   Wenn  man  ui  (|i)  « ss  Cpt  tt^ffrr     « tg    «etat,  ao  findet  man : 
Co8(n-|-1)90na«-V<^9=:  .  .(2) 

o 

r 

.Daa  iotegial 

I  *  Coa(n+ l)9)Cos«-Vf^*?'— 0. 

welches  ein  besourlrror  Fad  des  lutegrals  (2^  iat>  ist  schon  früher 
von  Kammer  in  Crelle'«  Journal  uod  von  mir  io  den  Ver- 
handloDgen  der  Akademie  der  Wiaaenachaften  an 
Stoekbolm  gegeben  worden.  •  ' 

Durch  Tiniaii^e  DitlV  rentiation  aacb  x  und  Aufbebung  findet 
man  desgleichen  aus  der  Formel 


1  ■■      I  • 

daa  lotpgral 

I     Sin[(w  +  l)Arctg|]         ^  Coa(nArctg-) 
weil  BBan  batt 


(3) 


■ 

I 


^to^^„-.(L)  =  (-'>---^<").  ...... 

.  * 

Führt  man  auch  hier  €ota  4»tajtt|  a;,uod  Cotgatgf  .statt  jf 
ein,  8o  bekoiqmi  m«Mt:  ^  •  ' 

I'CosftttCos«« 


n 


(4) 


Die  integrale  (2)  unrl  (4)  kann  man  ^uch  linden,  wenn  man 
Cos"-V  durch  Cosinus  vieUacher  Bogen  ausdruckt  und  die  Pro- 
ductc  in  Smus  und  Cosinus  zerlegt.  Dann  erhält  man  die  end- 
lichen Reihen  i<>  •  - 

welehe  der  rechten  Seite  der  Formelo  (2)  nnd  (4)  respective  gleieh 
eind.  Diese  Reihen  kOnnea  apcfa  folgendermaessen  snmmirt  werden. 

Wenn  man 


peas<k 

•etxt  und  differentiirt»  so  hekommt  man : 


—  O  "  y        ^  •  «.  ^  .....  .  .^,0  j 


^  =  '      Uly  jBf  =5  (1 -fr  J»)*», 

woraoa  durch  Integration 

^==^  +  "»1+1 

erhalten  wird.   Weil  ö  =  0  ist  iür  ;r=:Ü,  so  ist  C=~^;qrj 

Die  Formel  (6),  wenn  man  setzt,  geht  In  * 

Uber.   Zufolge  d«r  bekannten  Formeln 


0ndeii  wir  also: 

[C««2(P+ 1)#  +  iSlii3(j»  +  , 


^»H'tCog'H-ty  [Cos(m  +  l)y  -F  tSin(m  -^       — 1 

Dwc|i  y^rgleichuDg  der  ire'ellei^  and  lipiai^iiV^  TMfe 
sieh  endlich: 


'c"   OTp        ,.   ^         2">^>  Cos  (m  4^  l)y  Cos"»^^  - 1 
ioM^^"'-^^'*'^^^^'"  "ShT   '  ^ 

.     '  I 

Fflhrt  man  in  (2)  und  (4)  ^  ~9  und  g--»«  statt  ^nnd  « ein^ 

60  findet  man: 

/¥                  /n       \  SinnQ-«jSin«a 
,  Cos  (»  +    rg-  —  9  \Sin^-^(pd9s=r  — ^ — -—^  • 

«..'•'  .  ►  . 

/   .,Sin(i}+l)(_^-9iji?in/'-V«<»=.  >^  ^  ^  '. 


i  *>  I 


und,  a  —  0  gesetzt, 

n 


*  Cos  (Ji  +  1)  ^1  —  9^  Si  n  ^-^q>dtp  =  0  • 


ö  ' 


0 

also  auch: 


"  Cos(ii  + 1) \% — Sini^^iiy  =  ^   ^  ■   

o 

Cosn(^-«)sin»« 
Si»  in  -f  l>  (  j  —  9 1  Sin«- V«^9»  =  
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2d0  Lindman:  Oe(t,  einige  6e$i.  Inltgr,  nebst  attmm,9mQ,  eudl.  Reih, 
Dilärcb  bekannte  gontoroetrische  Formelo  finden  vrtr  jetzt: 

Sln-^J    Co8(ft+l)g>Siw»^V«iv-Cos  Sin(ii+l)9SiD«-»9ii^ 


O       '     .   .  o 

Sin       — "a 


Co» -j  I    Co8(n  f  l)<pSin»-i9rf9)-|-Sin  Y J  Sin(«+i)9>Sio«-i9)(if 

0  0 

«wd  AkA  Etlminadan: 

/'^  ^    /   .  «V           1    >      Cos  ««Sin««  ^, 
Cos  ()t  -I- 1)  9  Sio«- V<^9^  =  JJ  »  •-•(?) 


/ 


y   .  .V           «    «       Sin  na  Sin."« 
Sin  («  + 1) 9>  Sln"-*q»il9   • ...  (10) 


Führt  man  hier  statt  Sm'^V^^i"^"  durch  Sums  und  Cosinus 
vielfacher  Bugen  ausgedrückten  Werth  ein  und  verfährt  wie  in 
Hinsicht  der  Formeln  (2)  und  (4)^  so  erhält  man  i^leichfalls  end- 
liche Keljben  wi^  (7)  änd  aber  mit  abwecliselnd  positiven  nad 
n^ativen  Gliedern.  Auch  diese  'Reihen'  fassen  steh,  wie  die 
vorigen,  {»esonders  summiren*  Setzt  man  also: 

SO  ergiebt  sijcb  wi^.  vorher:  ,  ,  -  ; 

i>»  ?JLfil^  -  iiilLri^i'  im 


p 

r 

woraus,  wenn  man  statt  «  »eltt,  gerade  und  ongerade  ■ 
unterscheidet  und  die  reellen  und  imaginären  Theile  vergleicht, 
entsteht : 

/  (12) 

(«3) 
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'1. 


(15) 

Ohne  Sohu  ierigk»it  findet  man,  trenn  man  in  (7)  t/  =  0  und 
3='2$  macht  uud  die  Resaltate  addirt  uod  subtrahirt,  dieSummeo: 

(16)  ■ 

•BIO  P  +  «  I»  +  J 


Dasselbe  \  erfahren  mit  (12)  und  (J4)  gief)t  neue  8umiiie|), 
WM  ich  aber  hier  Dicht  vreiter  ausfuhren  zu  dürt'eu  glaube. 


Beweis  der  Gleichung 

0  e 

<Si«he  di«8M  Arehlr  ThL  XX.  Seite  410^18.} 

'  ■ 

Herrn  Chrißtimn^  Fr.  iiindm0n^ 

Lrittor  4f>r  Mach«iDBtili  «di  GymiiMwimi  ««  Slrrognfts  in  Sehwe^o«* 


"  Pfbit  ma  hl  «da«  hesttemite  Integral  "  ' 


•  •4  Ii. 
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'  *  \      vekungsaufgab^n  fäti  Schüler^ 

J — X  statt  u  ei»,  eio  vvird  du^  —  dx  und  die  Grenzen  «=ü,  ti=l 
gehen  Tesp.  in  .r  — 1,  x—i)  über.  ^Setzen  wir  hier  — {x — 1)  statt 
\—x,  80  haben  alle  Factoren  (ias  Vorzeichen  — ;  weil  sie  aber 
io  der  Anzahl  k  -\-  2  vorhanden  sind ,  so  bekommt  das  Prodoct 
das  Vor&eichen  -f  oder  — ,  jenachdem  die  ganze  Zahl  A-f2 
oder  k  gerade  oder  ungerade  ist.  Deroxnfolpey  und  wenn  yvix  die 
Grenieo  umtauschen»  finden  wir,:    -  ^  ^ 

wenn  man  u  statt  x  ecbreibt«  Alultiplioirtman  endlifh  beiderseits 

(—1)*         '  '  *  * 

t  ji^jqj^'  80  ergiebt  sich: 

y  *  (w  +  k)k^^du  =  (-  I)*  f  '  (u)k^^du. 

•    ' »    Q«      d.  ^  , 


mi 


UebuDgsauigaben  für  Schüler« 

VoD  dem  Beriifiafreber. 

Die  durch  die  lolgende  Construction  der  Lange  der 
halben  Peripherie   eines  Kreises  gewährte  Annähe- 
rung zu  untersuchen. 

Durch  defii  Mittelpunkt  O  (Taf.  VI.  Fig.  5.)  des  gegebenen 
Kreiden  ziehe  man  die  auf  einander  isenkrecht  stehenden  Durch- 
messer AB  und  CDf  mache  die  Sehne  AE  dem  Halbmesser 
gleich  y  ziehe' durch  C  eine  Berührende  an  den  Kreis,  >tind  von  O 
nach  E  einen  Halbmeciser,  welcher,  verengert,  die  Berührende 
in  F  schneidet;  macht  man  dann  FG  dem  dreifachen  Hatbroee* 
ser  gleich  und  zieht  DG y  so  ist  diese  Linie  nKherangswelse  der 
halben  Peripherie,  dfle  £r%ises\gtei<:|&.' ,  \ 


Fehler 

Im  Texte  sa  iSehrön's  siebeaätellii^ett  ftiOSAriUinaen« 

tafeln.    1860  nnd 

In  der  Einleitung^  ku  Tafel  1*  und  il. 
a)  S.S.,  linke  Spalte,  §.50.,  Zeile  2,  statt  0,334238  lies  ,0334m 
h)  S.ia,  rechte 8palte,$. 77., Z.  4» statt  Di^I^^X  lies  D^Dr±l. 


w  « 

• 


♦ 

Eine  Verhältnissreibe  yen  &orpfifji,  die  einem  bestimm- 
ten Paraboloidscgmente  ein  -  und  uuigeäcliiieben  sind. 

Zwei  Uebungsaufgaben  für  PrimaDer. 

♦     ■   •  , 

Herri)  Hermann  Marius, 
Lehrer  der  Slatheinainr  an  der  Röoigiitädtiiichen  Realccliole  in  Berlin. 

•  t   ■       '  •    •    •  >t.: 

I.  In  welcher  Entfernung  vom  Scheitel  muss  man  |ein  Ro- 
tationsparaboloid  durch  eine  zur  Are  senkrechte  Ebene  durch- 
schneiden, wenn  das  Octaeder,  welches  mit  einer  Ecke  im  »Schei- 
telpunkte sich  dem  Segmente  einschroiben  lägst,  ein  regeiraassiues 
sein  soll?  In  welchen  Verlialtnisscri  stehen  der  Ueihe  nach  die 
Volumina  von  folgenden  acht  Körpern:  1)  der  um  das  Octaeder 
zu  beschreibende  Doppelkegel  D\  2)  die  dem  Octaeder  umge- 
schriebene Kugel  6r;  3)  das  Paraholoidsegment  P  seibst;  4)  der 
mit  ihm  auf  demselben  Grondkrelse  stehende^  ihm  umgeschrie> 
bene  (das  Paraboloid  mit  seinem  Mantel  tangirende)  Kegel  /C; 
5)  das  Kugeisegmenl  5  und  .6)  .der  Cyiinder  welche  .mit  ibpa 
auf  derselben  Grundfläche  stehen  und  dieselbe  Hohe  jbaben;  fer- 
ner 7)  das  fiber  das  Paraboloidstuek  gedeckte  Segment  eines 
Hyperboloides  entstanden  durch  Cmdrehfuig  einer  gleichsei- 
tigen Hyperbel,  deren  Axen  und  Parameter  gleich  dem  Parameter 
der  Parabel  sind  (<i  =  6=p);  und  endlich  8)  das  dem  Parabo- 
leide  TOgeschriebene  Ellips^id  in  welcheib  die  HSh^ '  des 
Segmentes  eine  Halbaxe  ist  ' 

Auflösnng.  In  der  gegebenem  Parah ei  BOR  (Tafel  VlIL 
Fig.  1)  siehe  man  vom  Scheitel  aus  auf  beidee  Seiten  der  Aze 

Tlicil  XXXVni.  17 


I 

Mar  tu  9:  Sim  YerAdUtUfrßiM^  90n  Körpim,  die  Hnem 

anter  einefn  Winkel  von  45^  Sehnen,  und  vollende  aus  ihoen  das 
Quadrat  OJAL;  errichte  nun  in  der  dem  Scheitel  O  gegenfiber- 
liegenden  Ecke  auf  der  Axe  eine  senkrechte  Parabelsehne,  so 
schneidet  dieselbe  das  Segment  BOR  ab«  welches  bei  der  Um- 
drehuDg  der  Figur  um  die  Axe  OA  das  zu  betrachtende  Para- 
bololdeegment  liefert*  Denn  die  £cfcen  des  Quadrates  OJAL 
bestimmen  in  dieser  Lage  und  wenn  es  bei  der  Umdrehung  in  die 
auf  der  Figur  in  OA  senkrechte  Ebene  gekommen  ist,  die  sechs 
Eckpunkte  eines  regelmXssigen  Octaeders. 

Man  bat  ans  ae*  =  MJ*s:^  2pa:  ^ 
felglleh 

0As=4p. 

»     .  » 

Demnach  ist  der  vom  Quadrate  OJAL  M  der  Umdrehung 
beschriebene  Doppelkegel: 

Femer  die  von  dem  Kreise  um  M  eraengte  Kugel: 

Ffir  die  Bestimmung  des  Parabüloidsegmeittes  weiss  man«  das6 
ein  Körper^  welcher  in  jeder  Höhe  x  einen  Querschnitt 

♦  Qssa-i-bx  i-cx* 

besitat,  den  Inhalt 

-  bx^  cx^ 

bat.  Hier  ist  Jeder  Querschnitt  9*»=s^m,  also  a=0«  b^^tpn, 
c:sO;  mitbin 

16 

5)  pnx*  =  l(htp*  =:  3.  ^  Ttp^. 

Dann  giebt  das  von  den  Tangenten  BN  und  BN  gebildete 
Dreieck  BNB  den  Kegel: 

l  64  16 

4)  .  .  .  K=z^.2AO.AB^~7tp^=z4kr^np^. 


Der  durch  die  PookW  Br  O  fmd  R  geiiMide  Sieb  iai  som 
Radinft       denn  \ 

Der  von  dem  Rechtecke  BTUR  beschriebene  Cylinder: 

16 


Zur  Coaatnii^iQn  «i|«r  glelcbaeitigen  Hyperbel  VO  W»  in  weichet 
ass6sBp  sein  soll,  hat  iDao.rana  des»  recbMnkligeD  Preieeke 
FOZ,  dessen^  Katheteo  ssji  sind«  den  Abstand  ihrer  firj^nnpankte 
▼om  MitCelpnnkte  F  gleich  YZ.  Da  jeder  Querschnitt  des  Hy- 
perboloidsegmentes  in  der  Entfernung  x  Ton  O 

■ 

isty  «o  helrlgt  . 
also  hier« 

^  ir    "2    ,    ,  16  3 

7)  ......  .  Bts-^itp^zz^t,  ,^%p^, 

£ndllch  beschreibt  die  Ellipse^  deren.  Halbaxen  AO  und  AB 

sind,  ein  Rotationsellipsoid»  dessen  Inhalt 

4  128  16 

Also  verhält  sich 

Zusl^tse.  1)  Der  merkwürdige  Platz  der  Zahl  7  in  dieser 
Reihe  würde  auch  durch  das  vierfache  kleinere  fiLugelsegment, 
von  ABQB  beschriebenj  ansgßfiillt  Wiarden.  .  •  ' 

2)  Der  mit  seinem  Mantel  das  Paraboloit]  tan2;^iren(1e  Ke»el 
und  das  Kugelseginent,  von  AB  OH  beschrieben,  haben  gleiche 
Oberflächen»  die  achtmal  so  groaa  sind,  als  der  dem  Quadrate 
AJOL  umgeschriebene  Kreis. 
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2Si§    Mar^ut:  EbH  Verkäilaisareike  em  ä4rj^rH,.dit  einem 


3)  Die  OberAädie  des  I><i|»pdlk6geii  i>  ist  gieteh  der  EUipse 
XBOR. 

4)  Mit  Ansnahme  tod  Ao;k  ttnd  Nb^  7  steheo  diese  KOrper  bei 
einem  Paraboloidsegmente  von  beliebiger  H8he,  auch  bei  einem 
eliiptiadieD  Paraboloide»  Ib  den  angegeben  Verhältnissen. 

Anmerkung.  Soll  am  Scbei^l  des  gegebenen  Rotations- 
paraboloides  ein  grades  Segment  von  solcher  Höhe  abgeschnitten 
werdeoi  4<^4eln  If^tKHi^e^,  yvelolMs  auf  e|aem.dem  Diircbachnltts- 
Icreise  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecke  steht  und  seine 
Spitse  Im  Scheitel|ittokte  deA  Parabololdea  hat,  regelmSssig  ist: 
so  muss  es  dieselbe  tttibe  Ap  wie  In  der  vorstehenden  Aofgahe 
haben;  und  darum  konnte  hier  jene  Verhiltnissreihe  wieder  ein* 
freteto.  Alletn  e^  fehlt  hier  das  GHed  1;  und 'dU  Stelle  der  Zahl 
3*hat'd#r'ilm  dto  Tetraeder  beschriebene  Ke'gel 'oder  <€lne  Kv 
gel.  von  gleicher  HSbe  (Durchmesser)  mit  ^em  Segmente. 

••  ►  *     '  i»  J      .  :        *   •         '        '■  ',  , 

•      *   ' •  .  .        .  »/  -     » ,  . 

II.  Durch  welchen.  Punkt  der  Aze  eines  gegebenen  Roia- 
tiottsparaboloides  muss  man  einen  geraden  Qnerschnitt  legen, 
damit  in  dem  erhaltenen  Segmente  ein  Würfel  so  consfniirt  werden 
kSnne,  dass  die  Hohe  des  Segmentes  eine  Diagünale  wird  und 
die  drei  Eckpunkte,  welche  der  im  Scheiter  ruhenden  Wfirfelecke 
zunächst  liegen,  in  den  Mantel  des  Paraboloides  fallen?  '  In  wel- 
chen Verhältnissen  stehen  der  Reibe  nach  die  Volumina  von 
folgenden  Körpern:  1)  Die  um  den  Würlci  beschriebene  Kugel 
G\  2)  der  jener  im  iStheitel  ruhenden  VViirfelecke  eiogescbrie- 
hene  Kegel  A-,  von  gleicher  Hube  mit  dem  Segmente;  derselbe 
wird  bei  der  ümdrehunj»^  durch  eine  vom  Scheitel  auslaufende 
Diagonale  eines  ^eitenquadrates  beschrieben;  3)  das  Faraboloid- 
seginerjt  P;  4)  von  der  um  das  Paraboloidse^mei  t  Ijeschriebenen 
Kugel  derjenige  Abschnitt  »S,  ^velche^  jenes  in  sich  einschliesst; 
5)  der  Cylinder  C,  welcher  mit  dem  Paraboloidscgmente  gleiche 
Grandfläche  und  Höhe  hat;  6)  der  auf  der  Ebene  des  Querschnit- 
tes stehende  Kegel  K ,  welcher  dem  Würfel  umgeschrieben  ist, 
d.  b.  ihn  überdeckt,  indem'  er  die  vom  Scheitel  des  Paraboloides 
auslaufenden  Kanten  In  seinem  Mantel  entjiält;  7)  ein  eben  so 
hohes  8tegment  H  eines  Hyperboloides«  entstanden  durch  Um* 
drehnng  einer  gleichseitigen  Hyperbel»  deren  Axen  nnd  Parame- 
ter gleich  dem  Parameter  der  Parabel  {a^b=ip)  sind. 

Auflösung.  Die  Coordinaton  des  Frkpnnktes  A  (Taf.  IX. 
Fig.  2.)  iieissen  x  nnd  yy ,  die  zn  litidende  kante  OA  des  Wur- 
feis 2.  Dann  hat  man  aus  der  Aehnlichkeit  der  recbtwiakiigep 
Dreiecke  OAT  und  QAD  -     .     :       •     .  . 


deiämmiem  faMboM49e§mmu  iili>»  und  mmpeacktMm  sind,  S57 

folglich    '  '      '    '        •  •  '  ' 

ood  daher  ma»     s  2pj?: 

folglich  bt  die  Hübe  des  gesuchten  jSegmentes : 

Deronacli  iat  1)  der  lohalt  der  «m  deo  Wfirfel  beeehriebenee 
Kogel 

Die  Diagonale  0£  achneidet  die  tirandehene  In  and  ea 
TMbfiU  alch .  . 

DüiVB^pDiOV, 

oder 
aJso 

iBitliin  iat  2)  der  Inhalt  de«  durch  Umdrehung  des  Dreiecha 
OVD  beachrlebenen  Kegele 

iUo  gleich  der  umgescbrlehenen  Engel. 

3)  Daa  Paraboloidsegment»  da  DQ*=,^^  iat, 

Der  Dnrchmeaaer  de»  dirch  die  Punkte  Q»  O  und  B  gehen* 
dm  Krelaea  findet  aich  aua  DQ*^  0/>.(2A— OD); 

daher  iat  4)  das  ran  dem  Kreissegmente  JDQOß  beaehriebene 

Kugelsegroent  5: 

5)  Der  daa  Parabeloidaegment  elnachlieaaende  gerade  Cylin- 

C=  18ä|>3  =  #.;;«^» 
l^erling^rt  man  die  Kante  OA  bw  aie  die  Erweiterung  der  Gmnd- 
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ebene  schneidet,  so  beschreibt  OA  W  bei  Üindrehang  des  Dreiecks 
WDO  einen  Kegelmant«!»  weicher  den  Wärfei  überdeckt  £i 
veriiäit  «ich 

also: 

dftber  0): 

gleich  dem  Cylinder  €• 

Endlich  ist  7)  auch  das  Uyperboloidsegment: 

» 

Mitbio  hat  man  für  diese  Körper  die  Verh&ltoisse : 

(Iii  oder  l£):P:S:(€  oder  ML  oder  H) 

Zaeata«  Auch  verhält  sich  der  dem  Paraboloidsegmente  ein 
gesehriebene  Kegel ,  welcher  doreh  Umdrehung  des  Dreiwb 
QOD  entsteht,  au  dem  ihm  firageacbriebenen  Kegel,  dessen  9Iib* 
tel  yon  der  durch  Q  an  die  Parabel  gelegten  Tangente  erhaltm 
wird,  zu  einem  der  anter  No.5,  6  oder  7  genannten  KSrper,  n 
dem  Ellipsoide,  dessen  Mittelpunkt  D,  Scheitel  O  und  worin  die 
Grundfläche  QR  ein  üaupt- Axenschnitt  ist,  wie  ^ 

Dieses  Verhältniss  der  Ijeiden  letztgenannten  Keg:ei,  des  Cy- 
linders  No.  5  und  des  EUipsoides  zeigt  sich  bei  jedem  gendeo 
Segmente  eines  (auch  elliptischen)  Paraboloides. 

Anmerkung.  Ein  Paraboloidsegnient,  welches  ein  mit  einer 
Ecke  im  Scheitel  ruhendes  regelmässiges  Dodekaeder  oder  Iko- 
saeder  einschliesst,  giebt  keine  Verhältaissreibe  in  ganzen  ZableB> 
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Zur  Theorie  der  quadratischen  Formen« 

Horn 

Herrn  Gustav  SkrivaH^ 
Direktor  der  öffrallichea  Oberr«aUcliul«  b«  d.  Baneminarkte  %n  Wien« 


Folgendo  zwei  Beweise  der  unter  art.  154.  und  art.  160.  in 
den  Disquis.  arith.  enthaltenen  Sfitze  unterscheiden  «ich  von 
den  a u 8  s'schen  darin,  dass  der  erste  auf  mehr  direkte  WeUe 
und  der  zweite  auf  eine  selbständige  Art  getübrt  wird. 

Theorem  (ad  art«  154.  «disq.  arith.). 

Wenn  eine  qaadratiscbe  Form  für  spezielle  zu  einander  teil- 
fremde Zahlenwerte  von  jf  eine  bestimmte  Zahl  AI  repräsen- 
firt,  ao  iat  die  Determinanfe  1^  ein  qaadratiaeber  Rest  nach  M* 

He  weis.  Wenn  die  Zahl  M  vcrmö<^e  der  Substitosion  ar=si% 
y  =  »  mittelst  der  quadratischen  Form 

am*  +  2bmn  +  cn*  =  M  (1) 

datgestellt  wird  und  m  sa  n  teilfremd  Istj  ao  ergeben  aich  an« 
(1)  ganz  einfach  die  Glelehnngen: 

f  (2) 

wo  D  die  Oeterminante  =s  iß^ae  bedeutet.  Sind  nun  nnd  v 
swei  mibeatimmte  Zahlen  nnd  mnltipiizirt  man  die  erate  Gleichung 
in  (2)  mit  die  zweite  mit  fi*  und  addirt  sonach  diese  6lei- 
chnogen,  so  folgt: 
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260      SMvan:  Zur  Theotie  dir  gtuufnaHdUm  fmrmm. 

(€im  +  dn)V  +  (cfi  +  6m)V*— ^»M+mV*)  =  iW(av»  +  Cfi«). 

Ergänzt  man  die  zwei  ersten  Teile  und  ebenno  den  Faictor  bei 
D  so  veUetiodigen  Quadraten»  «o  fibergeht  diese  Gleichnog  io: 

£(am  +  ött)v  —  (cn  +  —  />(»v  +  /iif*)^ 

+  2f(v(am  +  Äii)(cn  +  bm)  +  2nvmitD  =  ilf(av*  +  cfi*). 

Nun  let 

'  2fiv(aiii  -f  An)  (en  4-  6»i)  -f  ^mitftvD 

» 

oDd  daher  hat  ittan«  wenn  aesaeirdeni 

♦ 

gesetzt  Hird, 

Da  nun  m  und  »  teiifremd  sind,  8o  gtebt  es  anendiich  viete  spe-  , 
zielte  Werte  voo  fk  und     welche  die  Gleicbung  | 

titfi-|-ttv  =  i  (3) 

befriedigen  y  «od  hernach  übergeht  die  letzte  aufgestellte  Glei* , 
ehuDg  In  i 

%*^D  =  m,  (4)  I 

wo  1=  av^~26fAy4'^M*  bedeutet,  und  aiis  welcher  die  Köngniens 

a>sl>(Bied.  AT) 
resuitirt;  wie  behauptet  nurde. 

■ 

HIezu  bemerke  Ich,  dass  sich  $  nicht  nur  In  der  AbhSngigkeit 
a»-6,  c,  f»,  V  darstellen  lisst,  sendem  dass  man  ganz  einfacb 
eine  lineare  Kongruenzform  bilden  kann,  worin  s  von  i/i,  n,  c, 

a  und  M  abhängig  ist.  Werden  nämlich  die  Gleichungen  in  (2) 
subtruhirt  und  die  &o  gewonnene  Gicichuug  in  eine  Kongrueuz 
nach  M  umgewandelt,  so  ist 

[(c?i-f  67n)V^  -  (am  +  ön)^'^]  =  (m^4— Mv)ö(mod.  J\J) , 

wobei  noch  der  Koeffizient  bei  D,  rtiit  Rücksicht  auf  (3),  verein- 
facht erächeiat.    Multiplizirt  man  diese  Kongruen^^  mit 

[(en  i-  bm)ft    (um  -f-^n^J 
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und  bringt  dieselbe  mit  der  aus  (4)  resultireoden  Kongruenz  in 
Verbindung,  so  folgt  nach  ei^ier  einiacbea  RadnJiaion,  frobei  man 
wieder  die  Cileichung  (3)  anwendet: 

mnijcik^  +  av^  +  6(iii^fi^  -f  «^v^)  s  (c«ft  -\-  amv  -|-  6)  (mod,  M) ; 

i 

and  «etat  man  statt  mV*-f  svs  (3)  den  Wert  (1 — %mn^v) 
•in  and  statt        av^^sf-l-^V^»  so  ergiebt.;Hcb  leieht: 

nms  s  «Hfl  -f  omv  (mod.  üf ) , 

oder 

•    «ssm^-f  CHX  (niod.ilf),  (5) 
welebes  die  erwftbnte  Darstellnng  ist. 

Tbeorem  (artl66.  DIsq.  arltb.). 

Wenn  die  Zabi  if  dorch  zwei  aequivalente  Fernen  F  und 
F  gleiehieitig  dargestellt  wird,  so  haben  die  spezieHeti  Sabstitu- 
sionen,  welche  ilf  durch  JPdarsteflen,  denselben  grossten  Gemefnteiler» 
wie  die  spesiellenSabstituslonen,  welche  ilf  mittelst  F'  repritsentlren. 

Bewein.  iSind 

aar*  +  26a:^  +  cy*   und    ajari*  +  26iiriyi  +Ci^i* 

awei  aequivalente  Formen,  für  welche  also  die  respekt.  Deter* 
minanten  einander  gleich  sind  und  das  resiproice  enthalten  sein  der 
einen  Form  in  die  andere  bedingt  ist«  und  reprSsentirt  M  gemäss 
der  Snbstltnaien  sr  s=  m»    s=:  n  die  Form  also 

am^ 26mit  4  cn^  =s  if , 

ferner  M  die  Form  F*,  wenn  man  auä  F  die  Form  F'  vermöge 

der  Sobstitaxien  ableitet»  soergiebt  sieb  aus  dein  Sisteme 

gans  etnfaeb  das  Wertenpaar: 


C;ä) 


öm  —  ßn   an  —  ym 


welches,   zufolge    ad—ßy^^^t        -^l  —       — ß^f  .Vi  ~  — 
fibergeht. 

Setzt  man  nun 

worin  f  den  grHssten  Gemeioteiier  von  m.  nn4  n  bedeutet*  und 
sonach  A  wbl  B  teilfremd  ist«  ferner: 
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wobei  ^  der  grÜMte  Ivemeintetler  von  m  WkA  n  iai  und  At  prhn 
la  B',  «o  falgt: 

und  Mwanst 

Nim  kommt  e»  darauf  an,  onter  wolchen  Modalitäten  — »  — 

A  9  9 

ganaiahligo  Daratellungen  snlaaaen.   Wäre  -  ganiaablig»  so  tat 

aus  der  Betrachtung  der  Gleichung  6m—ßn-=:fA  ersichtlich,  das.s 
wenn  g  den  grussteo  Gemeinteiler  von  m  und  7^  hedeutet«  der&>elbe 
in  fr  al8  Stammfaktor,  nicht  mehr  enthalten  ^eto  kann.  Demzu- 
folge wäre  in  der  Gleichung  mi  —  ym—fß  der  Jirösste  Gemein- 
teiler von  m  und  n  ebenfalls  nicht  in  f ,  sondern  in  B  enthalten, 
was  jedoch  nicbt  stattfindeu  kann,  weil  sonst  A  und  ß  teiivor- 

A  ß 

wandt  wären.    Daher  sind  —  und  —  keine  ganzzahligen  Formen, 

9  9 

tmd  68  mitaa  also  in  (1)  die  Qaoalentenfofm  ^  eine  ganzzab- 

Uge  Darstellung  zulaaeen* 

f 

Öei  nun  -  =1}«  und  wäre  ^>1»  so  bat  man 
flAz^^A'-^ßß',    fiB=aß  —  YA'; 

«nd  liieraon: 

il{aA+fiB)^(aö^ßy)A'^±l.Af, 
nnd  auf  dieselbe  Weise: 

n(y^^9B)=±ß'; 

aiao: 

^^aA^ßß,  ^^yA^ÖB. 

Da  jedoch  A*  tellfrcmd  zu  B'  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  klar, 
dass  ri  keinen  anderen  Zahlenwert  als  die  Einheit  bedeuten  kanOi 
welchein  gemäss  f^g  folgti  was  eben  an  beweisen  war. 
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Weitere  Ausführung  der  polUucliea  ArUhmetik« 

Von 

Herrn  Dr.  X.  Otttingery 

G«<iMli«rzo glich  Badiüchein  Hofratho  nnd  ordenlltehem  Profectar  dar 
Mathematik  an  der  Univaraität  sn  Freiburg  i.  B. 

CiToitietraiig  und  Schluaa  Toa  Br.  ZTIL  TU.  XXJLVIL)^ 


Sechstes  Kapitel. 
Heber  üelieamrenicliemgra* 

Eiariehtanff  and  Zireek  der  Lebessversichernnge» 

Anstalten. 

Unter  den  Terschiedenen  Woblthätii^keils- Anstalten,  deren 
Zweck  Sparsamkeit  und  Hebong  des  WoMatandes  eioaainer  Per* 
saaen  und  Familien  ist,  haben  die  Lebenairersictpenings- Baaken 
Sine  waite  Varinraitang  nnd  erfreuen  alch  graaser  Theihiakme. 

Unter  Lebensversichprung  wird  oämiich  ein  Vertrag  ver- 
standen, ivornach  eine  Anstalt  oder  ein  Verein  mehrerer  Personen 
jährlich  bestimnifo  Beiträge  empfängt  mid  daliir  die  Verpflichtung 
flbernimmt,  bei  dem  eintretenden  Tode  einer  bezeichneten  Person 
eine  im  Voraus  festgesetzte  Summe  aoazazahlen.  Derjenige,  mit 
welchem  dieser  Vertrag  abgeschlossen  ^^ird,  heisst  der  Ver- 
sicherte, die  hiarfiber  ausgestellte  Urkunda  Palicö  und  die 
jftbriicbe  Bcitragaaumma  Prftmie. 

Die  Anstalt,  welche  die  hieffir  nothigen  (>ei!;ciiärte  besorgt, 
führt  gewöhnlich  den  Namen  Bank  (Ver<;icheriingsbank),  ist  als 
eine  moralische  Person  vom  Staate  anerkannt  und  beruht  zur 
Hebung  des  Vertrauens  auf  Gegenseitigkeit  und  Oeffeotiichkeit, 
denn  die  Theilnehmer  an  dieser  Anstalt  leisten  jedem  einzelnen 
Varaichertaut  alaa  aich  gegenaeitig»  ffir  die  ErfMInng  der  fiber- 
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Dommenen  Verbindlichkeiten  Gewähr  und  Sicherheit,  and  die  An- 
stalt legt  jährlich  üffentlicbe  Rechenschaft  über  den  Bestand  ihrer 
Mittel  ab. 

Die  Bank  fiberDimmt  Veraicberungen  aof  da«  Leben  einael- 
ner  Peraonen  and  zwar  aof  ihre  Lebensdauer»  lebenslfinglicbe 
Versicherungen,  oder  atif  eine  bestimmte  abgegrenzte  Zeit 
Ton  einem,  oder  mehreren  Jahren»  fenrae  Vera  ich  orangen, 
ferner  aof  zwei  verbundene  Leben»  so  daas  die  versicherte 
Summe  nur  dann  au8{^ezahlt  wird,  wenn  von  den  beiden  verbun- 
denen Personen  die  im  Voraus  bezeichnete  (B)  die  andere  (Ä) 
fiberlebt,  üeberlebens- Versidierungen.  Sie  werden  nur 
auf  Lebensdauer  abgeschlossen.  Endlich  ist  gestattet,  ausser  der 
Versicherung  auf  das  eigene  Leben  auch  Versicberaogeo  auf  das 
Leben  Anderer  abzuschliesseo. 

Diejenigen  Personen,  weiebe  lebenalingtiche  VersicberuDgea 
auf  das  eigene  oder  andere  Leben,  oder  Ueberlebeosvi^rsiebenin' 

gen  mit  der  Bank  abgeschlossen  haben,  sind  Eigenthflmer  der 

Anstalt  oder  Kanktheiihaber.  Sie  leiü>ten  sich  i;egenseitig 
Sicherheit  und  nehmen  an  den  Ueberschussen  der  Bank  TheiL 

Die  Einnahmen»  wodureb  die  Bank  in  SStand  gesetzt  wird, 
ihren  Verpflichtungen  nachzukommen»  beatehen  bauptaSchlicb  io 
deb  laufenden  BeitrSgen  oder  Priimiengeidern»  dann  in  den  Zio* 
sen  von  den  angelegten  Geldern  und  in  dem  etwa  aicb  ergebeo- 
den  Agiogewinn. 

Da  die  V  ersicherungen  z«  jeder  Zeit  eines  Jahres  ab n[ eschlos» 
äen  werden  können  und  die  Praniiengelder  aut  Jahresfrist  gezahlt 
werden»  also  in  das  nächitte  Jahr  hinuberlaufen  können,  8o  wer- 
den die  Beiträge  jeweils  der  Zeit  entsprechend  auf  die  beiden 
Jahre  vertheilt  (CJebertr&ge). 

Die  Ausgaben  der  Bank  beatehen  in  den  auszuzahlenden  Ver* 

sicherungssuninien,  in  den  Dividenden,  einzelnen  hesondern  Ver* 
gütungen  aus  der  Reserve  und  in  den  Verwaltungskosten,  deren 
Betrag  mit  Rucksicht  auf  niögliciiste  Ersparniss  nortnal  bestiniiut 
ist  und  für  besondere  Fälle  liestinirnt  wird,  ferner  in  zutaliigeo 
Verlusten^  weiche  die  üauk  oiiite  Schuld  ihrer  Beamten  treffen. 

Der  Deberschuss  der  Einnahmen  Qber*die  Ausgaben  bildet 
den  Foods  der  Bank,  der  alle  vorräthigen  Zahlungsmittel  is 
sieh  begreift    Ein  Theil  des  Bankfonds  dient  als  Reserve  zor 

Deckung  für  künftig  flillig  werdende  Versicherungssummen,  ein 
Tlieil  als  Sicherhettsiondb,  um  Oeckuogsmittel  für  ausserordent- 
liche Fälle  zu  haben. 
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Die  Keserve  besteht  in  dem,  wa^  von  den  Pranuengeldern 
zurückgelegt  n-ird.  Die  jährlichen  Beitrage  des  einzelnen  Mitglie- 
des bleiben  nämlich  für  das  ganze  Leben  der  Versicherten  gleich. 
In  den  ersten  Jahren  vrerden  dieselben  eine  grössere  Samme  lie- 
fern,  in  den  spätem  aber  eine  kleioere,  als  sich  nach  dem  Sterh- 
lichkeilsgesetz  für  die  Auszahlungen  ergeben  wird.  Der  Ueber- 
schuss  aus  den  früheren  Jahren  rouss  daher  dazu  dieneUj  den 
Aasfaü  in  den  späteren  zu  decken.  Der  jedesmalige  Betrag  der 
Reserve  wird  jährlic|i  berechnet  und  von  Zeit  za  Zeit  durch  Be- 
rechnung nach  den  In  der  Anstalt  sich  ergebenden  Ab  Weichlin- 
gen von  dem  angenommenen  8terbUcfakeitsgesetze  berichtigt. 

Der  Sicherheitsfonds  besteht  in  den  jihrlich  angesam- 
melten Uehersc hdssen.  Der  relneUeberschossist  die  Summe» 
«reiche  nach  Abzug  alier  Ansgahen  und  der  Reserve  eines  Jah« 
res,  sowie  der  olien  genannten  Dehertrüge  von  der  Einnahme 
fibrig  bleibt«  Er  ist  Eigenthnm  der  Banktheilhaber  nach  dem 
Maassstabe  der  eingezahlten  PrimiengeVler  und  nacht  die  Divi» 
dende  des  betreffenden  Jahres  ans.. 

reicht  jede  Summe  kann  versichert  werden*  Die  Oothaer 
Lebensversicherungs-ßank  nimmt  Versicherungen  auf  Summen 
awischen'  300  und  16000  Thaler  (das  flfazimum  wird  jeweils  vom 
Torstande  bestimmt)  an ;  die  Lübecker  zwischen  300  und  90000 
Mark,  die  Wiener  zwischen  10  nnd  20000  Golden  u«  s.  w. 

Auch  die  Eintrittszeit  ist  beschränkt.  Die  Gothaer  Bank  ge- 
stattet den  Eintritt  für  Personen  zwischen  dem  ]5ten  und  GOsten 
Lebensjahre.  Der  Eintritt  der  Personen  huhern  Alters  kann  oer 
ausnahnisiveise  und  mit  Genehmigung  des  Bankbäreans  geschehen. 
Die  Lübecker  Bank  gestattet  ihn  für  Personen  zwischen  dem 
lOten  und  67sten;  die  Wiener  zwischen  dem  15ten  und  TOsten; 
die  Frankfurter  zwischen  dem  Isten  und  70sten  Lehensjahre  n.  s.  w. 
Die  zu  versichernden  Summen  müssen  durch  100  theilhar«  also 
rnnde  Zahlen  von  100  sein. 

AusaerJera  können  Summen  so  auf  bestimmte  Jahre,  jedoch 
nicht  «ater  einem  bestimniten  Minimom  versichert  werden,  dass 
die  Auszahlnog  der  versicherten  Summe  wie  gowübnlich  erfolgt» 
wenn  die  versicherte  Person  innerhalb  des  beseiehneten  Zeitraums 
stirbt«  dass  sie  aber  spätestens  am  Schlüsse  des  letzten  Jahres 
erfolgt»  wenn  sie  den  festgesetzten  Zeitraum  überlebt. 

Die  Prfimieneelder  für  lebenslängliche  und  Ueberlehens  -  Ver- 
sicherungen werden  bis  auf  ein  hestinirntcs  Jahr  (dai^  85ste  oder 
90ste,  letzteres  bei  der  Gotbaer  Bank)  berechnet  und  bezahll. 
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Die  Prämieftzahlung  hört  auf,  wenn  die  versicherte  Person  da« 
genannte  Aiter  erreicht  hat»  und  es  erfoigt  %oiaxi  die  AnaMttOg 
4er  Verwcberuiigiisumiie. 

Dätf  Attfhoreo  oder  der  Terlnst  einer  Verelchenmg  iet  an  be- 
stimmte BedingoDgen  geknüpft  und  erfolgt  unter  den  dorch  die 
Statoten  festgestellten  Verhiltnlssen  in  gewissen  F&llen  foo  selbst 
Es  Ist  Jedoch  anch  der  freiwillige  Austritt  aus  der  Geselleebaft 
erlaubt.  *  In  diesem  Falle  und  In  bestimmt  vorhergesehoDen  wird 
bei  lebenslänglichen  Versicherungen  dem  Inhaber  einer  Police 
gegen  deren  liückgalie  eine  besondere,  nach  festgestellten  Grand- 
sätzen zu  berechnende  Vergütung  aus  dem  Reservefonds  der  Aih 
stalt,  unbeschadet  seiner  Ansprüche  auf  die  für  Versicberoogea 
vorl^a^deneii  Divideoden-Antbeilet  gewährt 

S-  78. 

Werthbcistimniuiig    einer  Leihrente   für    eine  Person 

von  bestimmtem  Alter. 

Auf  die  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  PrSmissen  sind 
die  hierher  gehurigen  Berechnungen  zu  gründen.  Sie  beruhen, 
wie  isich  diess  später  zeigen  wird,  vorzü^licli  auf  der  Werthbe- 
stimmung der  Leihrenten. 

Unter  Leibrente  versteht  man  nämlich  eine  bestimmte  Summe 
(K)i  welche  so  lange  jährlich  ausgezahlt  wird,  als  eine  PersOD 
von  bestimmtem  Alter  lebt  und  deren  Auszahlung  aufhOrt, 
dieselbe  stirbt. 

Am  einfachsten  wird  man  den  Werth  einer  Leibrente  bestim* 
uen,  wenn  man  von  dem  zu  deckenden  Bedflrfntsse  einer  Anstalt 
ausgeht,  welche  es  unternimmt,  irgend  einer  Anzahl  von  Perso* 
nen,  welche  nach  ihrem  Alter  demselben  Jabre  aogebSren,  eine 
derartige  Rente  zu  gewähren. 

Bezeichnet  mar)  die  Zahl  der  demselben  Jahre  angehörigen 
Personen  durch  Aa  («jahrigen  l^ersonen),  wnd  legt  hiebei  eine 
bestimmte  Sterblichlceit^tafe!  zu  Grunde,  so  dass  die  Zahl 
der  Personen,  welche  am  Ende  des  Isten»  2teo,  3ten...*  Jahre« 
o.  s.  w«  bis  £ur  änssersten  Lebeosgrense  nocb  am  Leben  sind»  der 
Reibe  naeb  durch 

1)  Aa\\y     Aa-\%%     Aa-\-%%  Aa\\i 

ZU  bezeichnen  sind,  so  hat  die  Anstalt  am  Ende  der  genannten 
Jabre  folgende  Summen  aoszuzableo,  wenn  jede  noch  lebende 
Peieott  die  Rente  £  j&brlleh  genieseen  will: 


der  polilücAen  Arithmetik.  M| 

Rabatttrt  mao  dieae  Sommen  der  Zeit  entoprecbeitd  bei  dem 
Zinsfttss  p,  80  ist  der  gegenwirtige  Werth  der  cur  DeckaD|;  .dea 
Bediirfnisae«  erforderlicben  Samroe: 

■ 

9\  ,  Aa^2*K     Aa^,K  A^,M 

Ifip   +  Iftp^  +  Ifip*  ^'"  IMp^  ' 

Diesen  Werth  haben  die  sich  betheiligenden  Personen  in  die  Casse 
zu  zahlen.  Nennt  man  nun  die  Summe,  welche  jeder  einzulegen 
hat,  Eay  so  betrügt  ihre  Gesammt-Einlage^  da  jeder  sich  für  die 
gleiche  Somiiie  betheiligt,  £«.  J«.  Hieraoa  and  ans  2)  ergibt  sieb 
die  Gleichaag: 


i 


I 


Q\  V  ^   ^  I  ,  ^a4^3    ,  Aa^u\ 

Setzt  man,  was  gewöhnlich  geschieht,  Al=s],  so  stellt  sich  der 
Werth  einer  Leibrente  von  dem  jährlichen  Betrage  1  für  eine 
njähri;[^e  Person,  die  durch  La  bezeichnet  werden  soll,  auf  fol- 
gende Weise  dar:  ' 

»eannacb  dem  Sammelzeichen  (2}  alimftlig  «=1,  2,  3....«  geaetit 
wird* 

Aas  4)  Icaim  man  auf  jeden  beliebigen  Werth  der  Leihrente 

{K)  übergehen,  wenn  der  Ausdruck  mit  K  multiplicirt  wird.  Auch 
Icann  in  No.  4)  statt  a  jeder  andere  Werth  <t  +  n  gesetzt  werden. 
Es  ändert  sich  nur  die  Form  und  es  entsteht  für  den  Werth  1: 

8)     ^^j^^  VJfiT^  T3!^  +  •  •  Tis?-/ 


§.  79. 

Verschiedene  Arten  von  Leibrenten. 

Man  unterscheidet  zwischen  aufhörenden,  aufgescho- 
benen und  temporären  Leibrenten,  und  versteht  unter  einer 
aufhörenden  Leibrente  eine  solche,  welehe  mit  dem  Ende  des 
ersten  Jahres  für  eine  ^jährige  Persen  beginnl  imd  n  Jahre  dauert; 
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unter  einer  aufgeschobenen  eine  solche,  welche  erst  nach  Ubk 
fluss  von  m  Jahren  beginnt  und  bis  zur  Lübeiis^ieiize  dauert; 
unter  einer  temporaren  eine  solche,  welche  nach  Umfluss  vod 
m  Jahren  beginnt  und  n  Jahre  dauert. 

Die  Werth e  dieser  Leibrenten  lassen  sich  nach  dem  Inhalt 
det  (.  78.  i«icbt  bestiromen. 

Beginnt  eine  Leibrente  mit  dem  £nde  den  ersten  Jahres  and 
dnnert  n  Jahre,  so  kommen  die  n  ernten  Glieder  der  Reihe 
No.2)§.  7&  in  Betrachtung,  und  der  gegenwärtige  Werth  des 
Bedürfnisses!  welches  die.  Gasse  so  declien  bat,  ist  bei  einer 
Leibrente  von  1: 

Bezeichnet  man  den  Werth  einer  aufhörenden  Leibrente  für  eine 
ajährige  Person  durch  La;  i,n;  so  ist  der  uinmaiige  tieitrag  einer 
Person,  wenn  sich  Aa  Personen  betbeüigen: 

^  2)  I 

_    ^  \  Aa\1  ■  Aa\^  ^gfn  \  1    ^  Ag^n 

Dieser  Werth  karin  durch  den  Werth  einer  leben^InTinllchen  Leib- 
rente nach  §.  78.  au.sgedrückt  werden.  Ergänzt  man  nämlich  den 
Werth  der  Reihe  in  JNo..2)  bis  zur  Lebensgrense  und  zieht  die 
sugesäliiten  Glieder  wieder  ab,  so  erhSlt  man: 

3) 

F  Aa-^l  Ag^i  Ag^n  Aa^n-^l 

~  IZlfip  +  A^AS^'^""  A..lMfi^  +  AmAf^ 

Die  erste  Reihe  drückt  nach  No.  4)  §.  78.  den  Werth  einer  lehens- 
länglichen  Leibrente  Lg  aus.  Multiplicirt  nnd  dividirt  man  die 
Glieder  der  zweiten  Heihe  mit  Agj{-n  und  zieht  den  allen  Gliedern 
gemeinschaftlichen  Factor  im  Nenner  Aa*\fip^  aus  der  Reihe,  so 
geht  No.3)  über  in: 


der  poHiiscAen  Arithmetik. 
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Die  Reihe  in  dieser  Darstellung  drücict  nach  5)  §.  78.  gleichfalls 
d«n  Werth  einer  lebenslänglichen  Leibrente  ave«  Führt  man  die- 
sen Werth  ein,  so  ergibt  eich  aas  No.  4)  der  gesuchte' Werth  fSr 
eine  anfhOrende  Leibrente  auf  feigende  Weise : 


der  Werth  einer  auft^eschobenenj  nach  Urofluss  von  m  Jah- 
ren beginnenden  und  bis  zur  Lebensgrenze  dauernden  Leihrente 
bestimmt  werden,  so  kommen  die  Glieder  der  Reibe  iu  iNo.  2)  oder 
Ko.4}J.  78.  vom  (}ii-|-I)teu  an  in  Betrachtung. 

Der  ge<;;en wirtige  Werth  des  BedOrflibses  der  Casse  ist  daher: 


•"C^V  1,0/1      i.Oj?»  ^        ^  •  •  i,C!p»y* 

ba  dieser  Betrag  durch  Aa  Theilnebmer  gedeckt  werden  muss, 
»0  ergibt  sich  sofort  der  Beitrag  des  einzelnen,  wenn  der  Werth 
1er  aufgeschobenen  Leibrente  durch  La,m  bezeichnet  wird,  durch 

D 

)urch  Multiplikation  und  Division  mit  Aa^m  kann  auch  diese 
lleihe  durch  eine  lebenslängliche  Leibrente  nach  INo.  5)  78.  aus- 
{edrfickt  werden.  Mo. 7)  erhält  dann  folgende  Form: 

F      _  _  1     / ^g-FiH>l    ,  ii»H»fS  ,  ^«±m+<»\ 

Die  Werth bestimmung  einer  temporären  Leibrente  ergibt  sich 
tiif  !rleicbe  Weise,  denn  es  werden  hiezu  n  aufeinander  folgende 
Glieder  vom  (m  -f  ])ten  Gliede  an  in  der  Reibe  No.  2)  oder  No.  4) 
f.  78.  nDthig.  Der  gegenwirlige  Werth  des  von  der  Casse  zu 
leckenden  Bedfirfnisses  ist  daher: 

jw^  Ag^m^l       Aa-^m^'i       -^a-f-tn-f-s  An  \-m  f  n 

Thtil  XXXVIU.  18 
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^0  Oettinfißt:  Weitere  Auifüknm§ 

Der  Beitrag  filr  den  einzelneo  TlieÜBebmer,  dk»r  dirch 
beieicbnet  werdeD  soll,  ist: 

10) 

Doreb  Moltiplikatioti  nnd  Division  mit  kann  man  diese  Dai^ 
Stellung  nach  No.  %  auf  den  Werth  einer  aufborenden  LeibreiM 
ffir  eine  (a-|-m)jäbrige  Person  xurfickbriogen«  denn  es  entsteht:  < 

") 

Man  icann  nun  auch  hier  Terfabren  wie  In  No.  1)— 5)  gescbtl 
die  fehlenden  Glieder  der  Reihe  ergänzen  und  dann  wieder 
sieben.  Einfacher  ergibt  sich  die  Sache,  wenn  man  den  Wei 
von  Xo-t-m;!,«  nach  No.  5}  behandelt  und  a^-m  statt  a  schKÜ 
Es  entsteht: 

Wfard  dieser  Werth  in  No.  11)  eingeführt,  so  ergibt  sieh  f« 
WerthbestimmuDg  einer  temporSren  Leibrente  folgende  Gleiebuiig 

12)      U,  «•»«-X?!^^^**^  ~  i<itllp^***+*> 

Hiemach  sind  die  Werthe  der  verschiedeoen  Arten  von  I  eibl 
renten  sämmtlich  auf  die  \Ver(li<^  lebenslSnalicher  Leibrenten  «aj 
rüdkgebracbt,  und  man  liat  e«  nur  mit  den  ietztern  zu  tbun.  1 

§.  80.  ! 

Metheden  ffir  die  Werthberechnung  der  Leibrente!.  | 

Bei  Auswerthnng  der  Leibrenten  för  Personen  der  verschie- 
denen Lebensalter  bat  man  eine  bestimmte  Sterbiicbkeitstafel  m 
Grunde  zu  legen,  hieraus  nach  den  in  §.  78.  und  {.  79.  gefuo* 
denen  Gleichnogen  an  verfahren,  nnd  die  Iragticben  Werths  fii| 
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die  Hämmtlichen  iahire  •hier  Sterblithkieitstlif^i  berecbmo«  um 
sie  weiter  beoutseo  su  kSnpen, 

Liesse  sich  die  Zahl  der  Lebenden  ans  einem  bestimmten 
^^esetze  ableiten,  so  vM'irde  diesa  die  WcrthlM  reihnung  der  Leih- 
renten  sehr  erleiehtern.  Diess  ist  ai)er  nicht  der  Fall ,  daher  \\ird 
illc  Lriuiüohin?  dieser  Werth©  für  eine  erosso  Gliederanzahl  der 
iragiichen  Heihe  sehr  mühevoll.  Man  kann  jedoch  bei  Ausfiih- 
rang  der  nütbig  werd«iuieQ  Rabattiruogeo  manche  Erieichte^iiBg 
iDbriogen. 

Es  gibt  jedoch  schon  gelertigle  Lcllirententafeln,  wodurch  man 
der  Muke  der  Rechnung  überhoben  ist 

Zu  den  bekannteren  liltern  Tafeln  geboren  dte>  welche  auf 
der  SU  Nortbaropton  beobachteten  Sterblicbkeita-Ordonttg  bernben 
md  von  allen  Lebenaversicberungs*  Anstalten  in  London  benutzt 
werden,  dann  die  von  Deparc.ienx.  Zu  den  nenern  gehören  die 
von  Brnne»  berechnet  von  Hattendorf  (Leibrenten  und 
Lebens verstcbernngen  von  D.  Jones.  Deutsch  bearbei- 
tet von  K.  Hatten dorf.  Hannover  18511),  dann  eine  von  Herrn 
M.  Kasten  in  Frankfurt  berechnete  und  mir  miti^etheilte,  die 
iiicb  auf  die  von  Finlaison  angegebene  Sterblichkeits- Ordnung 
gründet. 

Von  den  Methoden»  deren  man  aich  avr  Beroehnung  der  Leib- 
Kiten  bedienen  kann»  werden  hier  folgende  angeführt: 

Erste  Methode.  Sie  besteht  in  der  direkten  Bcrechniins^ 
der  in  No.  4)  §.  78.  angegebjen^n  Gleichung.  Zu  dem  Ende  bat 
man  in  die  Formel 

bei  ein^m  bestimmten  Zinsfuss  die  Werthe  der  A  nach  dner  ge- 
wSblten  Sterblichkeits-Ordnong  und  für  I,0/>  einsnfßhren,  jedes 

einzelne  Glied  zu  berechnen  und  sie  in  eine  Summe  zu  vereinigen. 

Bitfruch  ist  der  Werth  einef  Loibrentt  für  einen  SUSfthrlgen 
Haan  omih  Finiaisoo  bei  3  Proceot: 

^aa  Vl/W  ^  1^»  ^        ^  1,03*  +  1,(ÖV 

1  /  II        7        4         3        1  \ 

°=  ff  \IM    T;03'    TW 1,03*^  1,03V* 

Es  ist: 

!  18* 
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11 . 1»09-^  =  11 .0,g;€67;^r=:  m,67061tö 
7.1,03-«=  7.Q,942m9s  (Umi7]4 

4.1,03-8=  4.0,9151417  =  3,6605666 
3.1,03-4=  3.0,8884870=  2,6654611 
l.l,03-«=  1.0,8626068=  0,8626088 

24,46641d5 

2)  ,  Xg»=^^^=l,43920115. 

Diese  1^   .  ^^ile  Ut  sehr  mühevoll  und  zeitraubend,  wie  man  siebt 

Zwc  e  Methode.   Eine  sorfieklanfende  BerechnaDgevreiJ 

erh&lt  man  dadurch,  das«  man  aus  JNo.  1)  das  erste  Glied 
Innerhalb  der  Klammer'  scheidet.  Es  entsteht: 

wie  sich  diess  aus  No,  5)  §.  78.  ergibt,  wenn  man  it  =  1  setzt 

Ist  nun  der  Werth  einer  Leihrente  fär  eine  (a  f-ljjSfarige  Pen 
son  gefunden,  so  kann  man  daraus  den  fOr  i^ne  nm  ein  Jiiiij 
jüngere  Person  durch  Ansflihmng  der  In  No,  8)  angeseigten 
schsne  finden.  So  Ist  der  Werth  einer  Leihrente  IHr  einen  88jilii 
Tigen  Mann  nach  Finlaison: 


4) 


=  1,07744415. 

Ein  einmal  begangener  Fehler  schleppt  sich  in  den  darsostellea^ 
den  Werthen  welter.  Es  wird  daher  aweckmässig  sein*  nach  einer 
andern  Methode  von  Zeit  an  Zelt  eine  Controle  votmmehaMn. 

Dritte  Methode.  Man  beginne  mit  dem  letzten  Gliede 
Amlms  rabattire  mit  l,Op,  zähle  hinzu  die  Zahl  der  im  Forber- 
gehenden  Jahre  lebenden  Personen  (Aa^u-i),  rabattire  die  erhal- 
tene Summe  mit  1,0p,  fahre  so  fort  und  theile  schliesslich  mit 
der  betreffenden  Zahl  der  Personen  Am»  DIess  Verfahren  stdH 
seih  auf  folgende  Weise  dar: 
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6) 

Diese  Methode  bat  den  Vortheii,  dass  man  nüt  jedem  Gliede  ab» 
brechen,  die  »cbon  erhaltenen  Werthe  benutzen  und  der  R-ihe 
aach  allroäiig  die  Werthe  der  Leibrenten  für  jedes  Älter  einer 
Sterblicbkeits-OrdnuDg  berecboeo  kann.  So  ist  unter  der  eben 
ngegebenen  VoraoMetsung: 

6) 

1     1    0  97087;i8  od)'j| 
'-w=  i  flo  •  =0,3236245, 

f      ^  ^  ^       3,97087378  _  3,85521726__^ 

*  -/"^  ^    .1^  J_  .A—J  4  +  3,88521726  _  7,62642453 

*-VVp3+'*>'l,03+Vl,03.7^      7.1,03      ^  7 

as]/»04892^ 

-.r/'rJ>-|.3'\-L^4^J--4-7'^       ^  ^74-7,62642453 


1» 

=  li^?^  =  l,29094656, 

^=(14,20041216  +  11)  =  =  1,43020115 

•  w.  Fflhrt  man,  wie  hiar  gesoheben,  di^  RecbniiDg  mit  der 
Hvision  durch  1,03  aue,  so  bat  man  eine  grosse  Zahl  von  Deci- 
iilttellen  tiOtbig,  um  die  fraheren  Wertbe  richtig  su  erhalten. 

«  wird  daher  die  Rechoung  mit  Logarithmen  hier  vorzuziehen 
ein,  was  eine  Erleichterung  gewährt,  da  luan  ausser  den  Zahlen 
er  Lebenden  nur  den  Logarithmen  von  1,Ü3~*  bedarf.  Um  sicher 
u  geben,  kann  man  gleichzeitig  die  zweite  Metbode  benutzen. 

Vierte  Methode.  Wird  die  Reihe  No.l)  mit  IS^  mniti- 
idrt  und  dividirt,  oder,  was  dasselbe  ist,  wird  der  Divisor 

aus  der  Klammer  geschieden,  so  entsteht: 

7) 

ergleicht  man  hiermit  den  \Verth   der  Leibreute   für  eine 
iJij&brige  Person,  so  entsteht: 
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1b  beulen  lUibcD  sind  die<  («-^l)  leisten  €lieMklr  eiii«li4ü  gWie]d 
Man  kaiui  daher  von  B)  auf  7)  überf^ehen.   Zu  dem  Eode  hat  m»« 

l&u  dcF  «^umnie,  weiche  die  Glieder  /1er  einueschlosficneii  Reijji 
in  Au.  8)  hilden.  .  ia\\  -  ^  O^y"-*  zu  zählen  und  liupji  iiüj^j^em  vorg^ 
scLrieLienen  i>ivi.!.ur  zu  liieiien.  .,    ^  >   ' 

Um  die  Leibrenten  für  eine .  bestimmte  Sterbltchkeititafel 
erhalten,  bat  man  also  die  verschiedenen  S^m^ifjn'dpr  ^loM- 

zu  Ijildru  inid  (!ie  ai)u:ezeiste  Division  liei  jeder  einz^dncn  rSiinn»< 
zu  laacIiL'Ji.  iia  diese  ^Icthode  i);)iii«l>acfilich  atif  31  iiUiplikati«^!.  ^ 
beruht,  so  lässt  öle  «ich  !*Mcht  durclilüliicn ,  \^  ellli  man  im 
sitze  von  IMnltipIikationstaleln  ist.  Die  N'^erllio  vnn  1,0/;'*  tün 
l,0/>~'*  .sirxl  doM  hekaiinteri  Tafeln  zu  entneiiuien.  Zudem  gewähn 
die  Methode  den  Vortheil,  dass  i^ich  ein  bei  der  Division  beg3Di 
gener  Fehler  nicht  fortschleppt  und  die  Sunimirung  der  Reibf 
sich  leicht  controliren  lässt,  man  ci(lso;  bei  einiger  Aufmerlisav 
keit  gegen  die  Gefahr  des  Fehleos  geschützt  ist.  Man 
die  nuthig  werdenden  Geschäfte  eine  bissen 4^1"^  TalMI 
fen  in  nachstehender  Weise,  wozu  die  Sterblicbkeltsfafi 
Finlaison  benutzt  ist: 


Alter 

Zahl  der 
Lebenden 

Aa 

1,03— 

94 

1 

03 

3 

0,970873780 

92 

4 

0.942595909 

91 

7 

0,915141659 

00 

II 

0,888-187048 

89 

17 

0,802008784 

88 

24 

0,837484-257 

87 

34 

0,813091511 

86 

44 

0,789409-?:ii 

85 

56 

0,7(M)41073> 

84 

68 

0,744093915 

1,03« 


8 


Werth  dt 
Lfeibreoie 


1,03 

1,0609 

1.092727 

l,l-r)5()881 

1,159274074 

1,194052297 


0,3236246 


1,304773184 
1,343916379 


1       .  '  ... 
8,3336 

28,3Q328ä9i. 
48,070945168  1,6774441 
76,7-2820029G  1.8349132 

118,543911706  2,12681 

174,281795270 

247,34909357^! 


0,9638043 
1,0894892 

1  ,-i()ü9i66 


Die  Wcrthe  der  iuiiften  Reihe  (6)  liudet  man,  wen»  lüdo  fÜ| 
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W«rtb6  der  zweiten  (Am)  und  der  vierteil  (1,03")  Torbergebenden 
florizontalreibe  multiplicirt  uad  zu  der  Zebl  in  deraelben  fllnften 
Horizonteireibe  addirt  So  ist  die  Zabi  (S)  in  der  vierten  Hori- 
sontalreibet 

S,dm  =  4 . 1,0609  +  4,09  s  4,2436 + 4,09. 

Die  \N'ert}je  der  Leibrenten  findet  man,  wenn  man  den  Werth  in 
der  fünften  Keihe  mit  dem  Werthe  in  der  dritten  gleichen  Uori- 
zontalreihe  multiplicirt  und  durch  die  Zahl  der  zweiten  gleichen 
Horizontalreibe  tbeiit.   So  ist: 

Z^j  =  ^  1,03-3(4. 1,03«  +  3 . 1,03  + 1)= M,03-3. 8,3336 

0,915141659 . 8,3330  7,626424529 


7 


=rl,0S94S92. 


Die  eben  mitgefheilte  Methode  empfiehlt  sieh,  xrie  man  siebt, 
als  eine  bequeme,  sehr  furdernde  und  sichere  Methode  nnd  ver* 
dicot  vor  den  übrigen  wohi  den  Vorzug« 

Sind  die  Werthe  der  lebenslänglichen  Leibrenten  filr  eine 
brstinuiite  Sterbiichkelfstafel  bekannt,  so  ergeben  sich  die  für 
aufhüreode^  aufgeschobene  und  temporäre  nach  §.  79.  oboe  Schwie- 
rigkeit. 

$.  81. 

Werth  besti  mmung  einer  Leibrente,  welche  so  lange 
gezahlt  wird,  als  zwei  Personen  von  bestimmtem  AUer 

eich  am  Leben  befinden. 

Soll  der  Werth  einer  Leibrente  bestintiiit  wwden,  welche  so 
lange  jährlich  mit  der  Summe  1  ausgezahlt  wird,  als  zwei  Per- 
sonen, wovon  die  eine  a,  die  andere  6  Jahre  alt  i«t,  zaeammen 
leben,  eo  wird  folgende  Methode  zum  Ziele  föhren. 

Da  die  Leibrente  mir  ausgezahlt  wird,  wenn  b^^idc  Personen 
sich  noch  am  Lebr  n  befinden,  so  hat  man  die  Fälle  zu  bestim> 
men,  in  weichen  dies  Ereigni«s  eintritt. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  da^  die  fraglichen  Personen  am 
Ende  des  ersten,  zweiten,  dritten,....  Jahres  bis  zur  Lehensgrenze 
lusaromen  leben,  beruht  auf  der  Verbindung  der  Wahrscheinlich- 
keit, dass  jede  einzelne  Person  am  Ende  der  genannten  Jahre  noch 

lebt  Die  Wahrscheinlichkeiten  für  das  fraf^liche  Zusammenleben 
«teilen  sich  der  Reihe  nach  durch  folgende  Ausdrücke  dar: 
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Afi*>^4-t     Am^Ah^%     ^»ft*^H-i  A4>»«i<H* 

Jim»  Ah  J^m*Ak        *  jia*Ai 

In  jedem  dieser  Fälle  muss  die  Summe  1  gezahlt  werdea»  Da 
aber  diese  Werthe  erst  im  Laiufe  der  Zeit  gezshit  werden  mfis- 
seo«  so  liat  man  sur  Bestimmung  des  gegenwUrtigen  Wertbet 
dieser  Summen  sämmtliche  Glieder  der  Zelt  entspreebend  bei  dem 
Zinsfnss  p  xu  rabattiren.  Bezelcbnet  man  nun  den  Wertb  eber 
Leibrente  (Hr  zwei  verbundene  Leben  nacb  dem  Vorgange  des 
fHfhern  durch  Labt  so  erhält  man  hiefür  folgende  Bestimmung, 
ueim  man  den  gemeinschaftlichen  Divisor  Aa-Ab  ausscheidet: 

1) 

f  1  /  Am-t-l-An-l     A^t.Ai^9     Aa^^.Ab+i  Am+u-An,\ 

Das  hier  geiuiidene  Gesetz  tritt  deutlich  hervor  und  charakteri- 
sirt  sich  ganz  in  derselben  Weise,  wie  daiiijenige,  welches  nacb' 
§»  78.  No.  4)  zur  Wertbbestimmuog  für  eine  einzige  Person  gilt. 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sieb  aucb  die  Wertbe  lür  sw« 
▼erbondene  Leben  fOr  die  in  {•  79.  aufgefSbrten  besondem  Leib« 
reaten. 

Der  Werth  einer  aufhörenden  Leibrente  für  das  Zusammen- 
lehen zweier  Personen  von  dem  Alter  a  und  b  ist  dann  nack' 
$.79.  Mo.  2)  und  No.  5): 

r       —    1    ^Ag^uAi^i     Amh^Ai^T,  A^.Ah^\ 
A^Ak  \    Iflp     *     l,Qp*  1,0p«  J 

Der  Werth  einer  aufgeschobenen  Leibrente  ist  nacb  §•  79. . 
No.  7)  und  1^0.8): 

3) 

Lab, »  ^  ^  ^  Jj^  +  +  .... 

fu.  A 

der  einer  temporären  ist  nach  $.  79.  No.  11)  und  Ne.  12) : 
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Die  WertbbereebnttDg  di««6r  LeMirenten  kaon  naeli  den  in  §.  80l 

angegebenen  Methoden  geschehen.  Sie  ist  aber  viel  mühevoller 
und  weit  ausgedehnter  wegen  der  vielen  möglichen  Combinatio- 
neo«  als  die  der  Leibrenten  für  einzelne  Leben. 


Werthbeelinimung  lebenslänglicher  Versicherungen. 

Auch  hier  gelangt  man  am  Einfachsten  zum  Ziele,  wenn  man 
von  dem  Bedürfnisse  der  Casse  ausgeht.  Bezeichnet  man  die  Zahl 
der  Personen,  weiche  nach  einer  bestimmten  Sterblichkeitstafel 
im  citen,  (a-|-l)teD»  (a-|-2)teD  Jahre  n.  s.  f.  sterben»  der  Reibe 
nach'  durcb 

ilfc»    ilf»fl»    Ma^2»  ^«fg 

nnd  nimmt  man  an,  dass  s&mmtliebe  sjSbrige  Personen  (A^)  zu- 

sammentreten ,  um  für  den  Fall  des  Todes  mit  der  Summe  K  ihr 
Leben  zu  versichern,  so  hat  die  Casse  am  Ende  der  genannten 
Jahre  folgende  Summen  zu  zahlen: 

Der  gegenwärtige  Werth  sämmtlicber  Summen  ist  bei  p  Procent: 

1^  t  ^^^^ •  ^  ■  ^  ,  JUg^u.K 

hOp^  1,0/1*  +   l,Ui?3^+-*  l,t<p»+i' 

Da  sieb  Aa  Personen  biebei  betbeiligen,   so  muss  jede  den 

gleichen  Betrag  hieran  zahlen.  Bezeichnet  man  denselben  mit  Eg^ 
so  haben  die.  Theilnehnier  die  Summe  Ea»Aa  zu  hinterlegen. 
Diese  Summe  muss  dem  in  No.  1)  angegebenen  Werthe  gleich 
sein.  Hiernach  ist  der  einmalige  Beitrag  für  den  einzelnen  Tbeil- 
oehmer : 

AMp  +  HÖ^»  +  ••••  Ifip^^r 
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DiM9D  Werth  kano  man  nach  ainer  der  in  {f.  80.  angegalwiB 
Metbodeo  bereebnen,  wenn  maiji  die  Zahl  der  io  den  eintebei 
Jahren  sterbenden  Peraonen  einffibrt.  Man  kann  jedoch  den  Wwth 
der  vorstehenden  Reibe  auch  durch  Leibrenten  darsteilen.  Die 

Zahl  der  in  einem  bestimmten  Jahre  Sterbenden  findet  man,  wenn 

man  die  Zahl  der  am  Liida  des  Jd\\rp.s  noch  Lebenden  von  der 
Zahl  der  am  Anfang  desselben  Jahres  Lebeoden  abzieht.  Hier- 
nach ist: 


I 


Setat  man  nun  der  Reibe  nach  0,  1,  2,  3»....  statt  n  in  3)  und 
führt  die  biedurcb  entstehenden  Werthe  in  die  Reihe  No.  S)  w, 
so  gewinnt  man  folgende  zwei  Reihen: 

4)  +  l^q^a  ^  J,V  +  l,(]|p4    •  l,0|i»fi/ 

^Aa\  i,op  1.0/»*  +  i.u/>3 + ••••  j,0|>«y  * 

»Offenbar  drfickt  die  negative  Reihe  nach  {.  78.  den  Werth  einer 

lebenslänglichen  Leibrente  aus.  Die  Glieder  der  positiven  Reihe  1 
las^ieii  sich  gleichfalls  aut  eine  solche  zurückbringen,  weno  maß  , 

,-77-  aussebetdet.  Geschieht  diess,  so  geht  die  vorstehende  Da^ 

hvp 

Stellung  in  folgende  über: 

*  •  L  l,0/>  "•■  4. .  1,0/»  V'  ,0/>  +  l,üp*  M.O/>»+-l^/»»^  J~*-^ 

Der  einmalige  Beitrag  bestimmt  sich  nach  den  uütbigen  Redac- 
tionen  hieraus  durch  folgende  (Gleichung: 

ö)  ^'-^nmTp  ~^'~hOp 

Nifsmt  man  auch  hier  die  Versicherungssumme  zur  Einheit  am 

=  1 ,  von  der  man  auf  jedcA  beliebigen  Betrag  übergehen  kann, 

so  ibt :  ' 

^  *  r      100  —P  •La_l  -^O^OpLa 

7}  100+11  """Töp 

Die  Vorschrift,  welche  diese  Formel  enthält,  ist  leicht  m  er- 
kennen.  Soll  hiernach  der  Werth  eiaer  Versicherungssumme  1 
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für  eine  aOjahrige  Peri»on  oach  Finlaison  bei  3  Proceot  bestimmt 
werden«  so  Ut  die  einmalige  Üinkjiui'ääUDkme: 

■         100^3.1^0    100-3.19,0473528  rt^tifino«« 
= 1 .  1(13 — ?   ' — iqg-^  =  0,4100965. 

Nach  der  Sterbiichkeitstafel  von  Northampton  \»t  sie: 

100^3!l6,922     49,234    ^  . 

'^»^'^      ioa     "  "1Ü3" 

Nach  der  SterblichkeUsfofel  von  Depareieax:' 

_      100^3.19,492  41,524 

^80=«- — loa  ;  .=  Tö^- =«.«ö*iö. 

Aach  der  von  Brune: 

Man  sieht  wie  nahe  die  Werthe  von  Brune  und  Finlaison  zu- 
sammenkommen. Ihnen  nähert  sich  der  nach  Deparcieux, 
während  die  Tafel  von  Northampton  einen  viel  grueaern  Werth 
glebt»  wfia  von  der  gruaaero  Sterliüchkeit  harrQhrt, 


{.  83. 

Werthbeatimmiipg  fflr  Veralcberungaaunmeo  auf  be- 
stimmte  Zeit  (karae  Veraicherangen). 

Die  hier  zu  beantwortende  Frage  stellt  sich  auf  folgende 
Weise  dar:  Eine  ^jährige  Person  will  ihr  Leben  mit  irgend  einer 
Sorome  (K)  unter  der  Bedingung  auf  irgend  eine  Anzahl  (n)  auf 
einander  folgender  Jahre  versichern,  dass  diese  Somme  ausgezahlt 
wird,  wenn  sie  im  Laufe  dieser  Jahre  s,tirbt«  Wie  groaa  ist  die 
hiefflr  einzuzahlende  Summe) 

Die  vorliegende  Fraise  beantwortet  sich  auf  die  in  §.  82.  an- 
gegebene Weise,  wenn  nuui  die  in  No.  1)  und  No.  2)  §.  82.  gege- 
bene Darstellune^  auf  ii  Glieder  beschrankt.  Hiernach  bestinmit 
sich  der  Werth  der  Kaufi^iHnme,  die  mit  Ea;v,n  bezeichnet  wer- 
den sollf,  wenn  die  Versicherungssumme  1  ist,  durch 

Zerlegt  man  nun  die  Glieder  in  der  Klammer  nach  No.  4)i  5)  und  6) 
{.  82.  in  zwei  Reiben,  so  entsteht  aus  der  vorstehenden  Ctieichnng; 
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denn  beide  Reihen  in  No.  2)  bezeichnen  nach  $.  70.  Mo.  2)  a«f* 
hörende  Leibrenten.  JSun  iet  nach  Mo.  5)  {.  79.: 

Werden  diese  Wertbe  in  2)  eingeführt,  so  erhält  man: 

3) 

und  hieraus  nach  den  nStbigen  Reductionen; 
oder 

^   100 — pLg      Ag^m-l  '  Lg^n-l  —  Agj-n*  Lmj^ 

5)     Jb.;!,«-.    i^^j,  -  Ja.l,qp» 

Hiedurch  ist  auch  die  Werthbestimmung  von  knr^en  Versiche- 
rungen auf  den  Werth  der  lebenslänglichen  Leihrenten  zurückge- 
führt. Umfasst  die  Zeitdauer  für  eine  kurze  Versicherung  nur 
wenige  Jahre  (etwa  5  oder  weniger),  so  wird  man  oft  schneller 
zum  Ziele  gelangen,  wenn  man  die  Gleichung  No.  ])  benutzt  und 
die  Werthe  ftir  die  M  aus  den  Tafeln  bestimmt  und  einführt. 
Diese  bleiben  nämltcb  bei  kleinen  Zeiträumen  gleich,  oder  diffe- 
riren  nur  wenig,  so  dass  man  dann  mit  Vortheil  die  gewöhnlichen 
Zinstafeln  benntxen  kann. 

Soll  hiernach  die  einmalige  Kanfsnmme  einer  Versicheruog 
fiir  eine  3üjährige  Person  nach  Finlaison  bei  3  Procent  bereck* 
net  werden,  die  20  Jahre  dauert,  so  erbftlt  man  aus  No*5): 
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_ 100— 3.19,0473525     S70  J4,1392877     561 . 13,7971049 
1^  732.1,03^ 

-n^ifinüfiS9  319,218255 
=  0,4l609652-53j-j^ 

=0,41609652—0,1017929    0,2243036 ; 

fHr  eineVersichmng  von  lOO^nltescii  daher  23,430  erlegt  werden. 

Sollte  aber  die  Versicberaiig  nur  5  Jahre  dauern,  so  ergäbe 
sich  aus  No.  1) : 

9_  1- 1,03-»  _  9.4,5797072 
P3"  —  732 


»0,06630787..«., 

and  man  hätte  für  eine  5jährige  Versicherang  von  100  nur  5,630. ... 
in  erlegen* 

Für  eine  Veiaiebernng,  die  vom  30steo  bis  sam  90bten  Jabre 
daMft«  iat  die  Kanfaumme: 


|n   100  3.L|0       A^^L^  -^90-^ 


103  A^ASm 

17.1,43920115—11,12909466 


=^0,41609662-- 


732.1,03«» 


10'>660069 

rsQ,41609652-^^^~=0,4160952-0,002380447 
=0,41371608. 


§.  84. 

Wertbbeatimninnf^  einer  Veraiebernng,  «velebe  wie  ge« 
wShnlich  ausgezahlt  wird,  nenn  die  versicherte  Person 
innerhalb  n  Jahren  atirbt  und  späteatena  am  Schluaae 
de«  fiten  Jahren  anagesablt  wird,  wenn  die  veraleberte 
Peraon  den  featgeaetaten  Zeltranm  überlebt. 

Da  die  Veralcbemngabanken  aneb  Veralebemngen  avf  eine  be* 
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schränkte  Zeit  in  fler  Welse  zulassen  ,  dass  die  Versichernn^s- 
summe  jedenfalls  ausgezahlt  wirrl,  inid  znar  innerhalb  derselben, 
w^nn  der  Versicherte  stirbt,  oder  am  ISchluss  derselben,  wenn  er 
die  festgesetzte  Zeit  (iberlebt,  so  liegt  die  Aufgabe  vor,  die 
Grösse  der  Einkaufs^umme  für  eine  solche  Versicherung  zu  be- 
stimmen. För  die  Dauer  dieser  Art  von  Versicherungen  ist  ge- 
wöhnlich ein  Minimiiin  (bei  der  Gothaer  Bank  11  Jahre)  bedingt. 

Erste  Methode,  Nimmt  man  an,  dass  eine  Anzahl  «pjSh- 
riger  Personen  (Ja)  ihr  Leben  auf  die  erenannte  Art  zu  versichern 
wünschen ,  so  ist  das  Bedürfniss ,  welches  die  (lesellschaftskasse 
innerhalb  n  Jahren  bei  der  Versicherungssumme  1  wegen  der 
eintretenden  Todealalle  zu  decken  hat: 

Aaaeerdem  hat  dSe  Caeee  noch  am  Schlnnse  des  nten  Jalires  an 
nämmtUcbe  Personen»  welche  am  Ende  des  nten  Jahres  noch 
leben  (Aa^)  gleichfalls  die  Versichernngssurame  auszuzahlen. 
Zählt  man  daher  zu  der  Reihe  I)o.  1)  noch  das  Glied  A^^  und 
rabattirt  der  Zeit  entsprechend  mit  dem  Zinsfoss  p,  so  ergibt  sich 
der  von  den  Am  theilnebmeoden  Personen  zu  deckende  gegenwlr^ 
tige  Werth  des  Cassenbedörfnisses  durch  folgende  Darstellung: 

^ ifip^  Ijdp^^  ijdp^  ^  '  '  l,0|p»  +l,(Jt|l»* 

Nennt  man  nun  die  Einkaufssumme«  welche  jeder  Tbeflnehner 
sogleich  einzulegeiT  hat,  Ea,Hy  so  zahlen  sSmmtliche  Thelloehnler 
die  Summe  Ea.n^Aa*  Diese  Summe  muss  dem  Werthe  in  No.  2) 
gleichkommen.  Hiernach  bestimmt  sich  die  Grösse  der  einmali- 
gen Einkaufssumme  durch : 


3)  E 


L5st  man  nun  die  Reihe  in  der  Klammer  nach  No.  1)  und  No.  2) 

§.83.  auf,  so  ergibt  sich  folgende  Darstellung: 

 1/^0.  A^^l      Aa^2  Ag^n^l  ,  Ag^n 

Aa^l       Aa^%  Aa\.n-l  Aa-^\ 

1,0p  ~  i,üp»      ~  i,ap»-»  ^  hOfi»J 


oder 


g,  1      ,         1       fAg^l      Aa^2  Ag^n-lX 

"  i,Qp  +  Aa.  1,0p  V  1,0p  j,o/.^  ••••  i,öip^y 

1    /  '^o+l      Ala^2  ^afw~l\ 
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Hiera«*  entotebl  nach  No.  2)  $.  79.: 

Nan  iat  nach  No.  5)  $.  70. : 


Durch  EiofllhniDg  dieaea-  Wertbea  in  No.  4)  eatateht : 
oder 

A\  J?  100— P  Lg        0,0p.  i^g^-a-l.  1^1^-1 

100+;? 

Bai  der  Anwoodmig  gevrSbrt  bald  die  eine»  liald  die  andere 

TOD  den  in  No.  3),  6)  und  6)  gegebenen  Formeln  beaondem  VortbeiL 

Zweite  Methode.  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man 
anf  folgende  Weise*  Will  eine  njährige  Person  unter  den  ge* 
nannten  Bedingungen  eine  auf  n  Jahre  dauernde  Veraicbenipig 
kaufen j  eo  icOnnen  folgende  FSlIe  eintreten:  die  njShrige  Peraon 
atirbt  im  Laufe  des  Isten,  2ten,  Sten, .... nten  Jabrea  oder  nie 
lebt  noch  am  Scblasae  den  letzten.  Die  Wabracheinlicbkeiten  fiOr 
das  Eintreffen  der  angedeuteten  Ereignisse  sind  der  Reibe  nach: 

>      j    9     ^    * ....     ^     »     ^  • 

*»m 

Einer  dieser  Fälle  muss  eintreten.  In  jedem  derselben  wird  die 
Versicherungssumme  1  ausc^ezahlt.  Werden  nun  diese  Glieder 
der  Zeit  entsprechend  bei  dem  Zinsluss  p  rabattirt,  so  ist  der 
Werth  der  sofort  zu  zahlenden  Kautsumme: 

Diese  Reihe  i^lt  mit  No.  3)  auaammeo. 
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Nach  diesen  Gleichungen  sind  <l1e  Werthe  der  einma!is:en 
Einkau fssummen  für  Versicherungen  in  Gesellschaften,  von  wel- 
chen jene  am  Sehlusse  eines  hestimmten  Jahres  (von  der  Gothaer 
Bank  am  Schiiuse  dea  dOaten)  ausgezahlt  werden»  zo  berechnen. 

So  iat  die  einmalige  Kaufsumme  fUr  eine  Versicherungssumme 
1  fBr  einen  SQfihrigen  Mann,  die  epftteatens  am  Schinaae  des 
OOsten  «fahrea  gezahlt  wird,  nach  No.  0): 

jT       —       —  ^  •  -^Bo  I  0*03  »^s9*-^» 

0,03.17.1,43920115 


=:0,4J609662-f 


732,1,03«» 


=  0,41609652  +  ^^j^V— =0,4160965+0,000170195 
s  0,4162607. 

Hiernach  hat  ein  30jähriger  Mann  für  eine  Versicherung  von 
100  hei  ieheoalftnglicher  Dauer  nach  Finlaiaon  ($.82.): 

10Ü.£so  =  41,609652, 

wenn  sie  apfttestena  im  OOaten  Jahre  ansgeaahlt  wird : 

100.£«),M=  41,62067, 

und  wenn  ale  nnr  vom  30aten  bin  OOsten  Jahre  danert  (§.  83) : 

]00.£M}it«o=4i,37]608 

XU  zahlen.   Diese  Werthe  differir^ti  sehr  unbedeutend. 


86. 

Werthbestimniung  jährlicher  Beiträge  (Prämien)  für 
lebenalftngliche  Veraichernngen. 

Die  einmaligen  Fmkaufssnmmen ,  welche  zur  Erwerbung  einer 
nur  einigermaassen  bedeutenderen  Versicherungssumme  erfordert 
werden,  sind,  wie  man  sieht,  und  namentlich  im  Falle  dea  Ein- 
tritts in  einem  vorgerückteren  Lebensalter,  nicht  ohne  Belang,  and 
wflrden  aus  diesem  Grande  Personen,  welche  nicht  über  die  nCthi- 
gen  Mittel  hiezu  verfUgen,  dagegen  jährlich  kleinere  ErspamiM 
machen  kOnnen»  von  dem  Eintritt  in  die  Geaeliachaft  abhalten. 

Um  nun  die  Theilnahme  zu  erleichtern,  haben  die  Banken  die 
sachgemässe  Einrichtung  getroffen,  gleiche  jährliche,  am  Anfange 
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te  Jakres  zu  sahlende  BeifrSge  «tatt  «inroaliger  Einlagen  an  ge- 
statten. 

Soll  nun  das  Bedurfniss  der  Casse  durch  jährliche  gleiche 
Beiträge  statt  der  Aus/.alilung  einer  einmaligen  £inkaufssumnie 
gedecitt  werden,  und  bezeichnet  man  die  Grosse  dieser  Beiträge 
filr  eine  ojähri^e  Person  durch  i?«,  so  hat  jede  von  den  am  An- 
lange des  oten  Jahres  lebenden  Personen  (Aa)  diesen  Beitrag, 
eben  so  die  am  Anfange  des  (a-^\)Xeu  lehenden  {Aa^\)^  füi'  am 
Anfange  des  (a  -|-  2)ten  Jahres  Lebenden  ( Ja-f-2)  den  gleichen 
Beitrag  zu  zahlen  11.  s.  f.  Die  Gesellschaftscasee  erhält  daher  zu 
Aalang  der  nachfolgenden  Jahre  folgende  Summen; 

I)         B^.Aa,  B 

Werden  diese  Summen  der  Zeit  entsprechend  bei  dem  Zinn- 
fnsa  p  rabattirt,  ao  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  in  die  Oe- 
sellachaflaeaaae  Hieaaenden  Summen: 

Ov  />         i>      J     I  Bg.Aa-^l      Ba  •  Aa^2  Bg^Ag^u 

Dieser  Werth  kommt  dem  in  §.  82.  No.  J)  angegeben  n ,  welcher 
(las  Bedurfniss  der  Casse  bezeichnet,  gleich,  wenn  dort  K=l 
gesetzt  wird.  Er  ist  von  den  Aa  jetzt  lehenden  Personen  zu 
decken.  Daher  hat  jede  Person  den  sie  treffenden  Antbeii  hier- 
von zu  tragen,  der  sich  auf  folgende  Weise  bestimmt: 

3) 

nach  §.  78.  INo.  4).  Diese  Summe  fSlIt  aber  offenbar  mit  dem  ein- 
maligen Einkaufspreise  fiir  eine  iebensläneliche  Versicherung  Ea 
§.  8'2.  No.  4)  —  7)  (für  ^"=1)  zusammen,  donn  die  einmalige  Ein- 
kaufssumme soll  durch  jährliche  gleiche  Beiträge  ersetzt  werden. 
Daher  ist: 

4)  Eg       Bg(i  Lg). 

Hieraus  bestimmt  sich  nun  der  jährli(  he  Beitrag  für  eine  lebens- 
läuglicbe  Versicherungssumme  1  durch: 

oder  wenn  der  Werth  aus  No«  7)  §.  82.  für  £g  gesetzt  wird : 
^•^{lÖO+p)(l  +  L«)  -  l,Op(l 

TJieil  XXXVJII.  19 
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Hiernach  ist  der  jährliche  iieitrai»  i*ines  ^Ojähri^en  iMaiiiies  lürj 
eioe  lebensläoglicbe  Vert»icberuiigssumiue  1  uacb  Finlaison:  | 

100-3.19,047^52  _0,4160f)65  _  ; 

für  eine  Versicheningssiinimo  von  100  müsste  daher  ein  jähr- 
licher Beitrag  von  2,075  gezahlt  werden.  Die  Banken  fordert| 
höhere  Beiträge. 

Werthbestininiuog  des  jährlichen  Beitrags  für  kurze 

Versicherungen. 

Soll  die  Versicherunj?  fnir  eine  hcschränkte  Zahl  von  Jahreu 
(n)  uiiiiasseii ,  !*o  hestiniint  «ich  der  jahrürhe  Beitrag  auf  gleiche 
Weise  wie  in  »S5.,  und  mau  hat  nur  7}  (illeder  in  den  lieihen 
iVo.  1) — 3)  in  Caicul  zu  nehmen.  Bezeichnet  man  dcfi  jährlichen 
Beitrag  in  Uebereinstimniung  mit  dem  frühem  durch  i^a;i,«s  &a 
ergibt  sich  aas  No.  3)  $.85.  hiefSr: 

'^^^•^^'"V  ^  iiaVi,0/?  +  i,0/?*  +  i,0/?«+"-i,0p^>/y  ! 

nach  No.  5)  §.  79. 

Dieser  Werth  fällt  mit  dem  einer  einmali«^en  Einkaufst«uraiiie 
für  eine  kurze  Versicherung  Ea;i,n  nach  83.  No.  I)  und  2),  der 
in  jährliche  Beiträge  umgewandelt  werden  soll,  zusammen.  Es 
ist  daher: 

also: 

■ 

Wird  nun  der  Werth  aus  No. 4) oder  5)  §.83.  für  Ea;  i,n  eingeführt, 
so  entsteht: 

4)      tSa ;l,n^   ^  .  r  i    .     :  ■ 
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Ist  die  Zahl  der  Jahre  für  eine  kurze  Versicherung  nicht  ^oss, 
so  kann  man  mit  Vortheil  die  ursprilnirlicben  Reihen,  woraus  die 
vorstehenden  Formein  abgeleitet  wurden,  8futt  letzterer  setzen. 
Duiiu  ist: 

5) 

Soll  hiernach  für  einen  30jährigen  Mann  der  Werth  einer  Ver- 
sichernng  auf  5  Jahre  nach  Finiaison  befstimmt  werden,  so  ist 
aus  iSo.  3)  und  aus  iNo.  7)  §.  83.: 

»        _...-^3o?i^s  0*0563078  _  ^  ^ 

.  ^80M.*--i^.2,g—  -  4,«0481  -0*0^2228, 

uijti  aus  No.  o): 

9.1 ,03-*  4^  9 . 1 ,03-^  +  9 . 1 ,03-  8 + 9 . 1 ,03-^  +  9.1 ,03-^ 
^aoj  1*5  -      ^.  723. 1,03-*  +  714.  l,03-»+705 . 1,03~»+ 696. 1,03-* 

-  337U,72(>  -O.OI2i2ö. 

Für  die  TersleheraDgssamnie  von  100  bei  Sjähriger  Dauer  iet  da- 
her jährlich  1^2228  statt  der  eininalif^en  Kaufaumine  5,630  zu  xab- 
len.   In  der  Ciotfaaer  Bank  beträgt  dieser  Beitrag  1,45. 


WeTtbbestimmnng  des  jährlichen  Beitrags  ffir  elne^ 

Versicherung;  von  beschränkter  Dauer  (auf  n  Jahre), 
wenn  die  Versicherungssumme  spätestens  am  Schlüsse 
des  fiten  Jahres  ausgezahlt  wird. 

Wie  in  §.  86.  wird  auch  bei  dieser  Art  von  Versicherungen 
der  [jeitraj;  Tinr  währen«!  n  Jalire  erhoben.  INennt  man  (Icn  jähr- 
lichen Beitrag  Ba,n,  So  ist  der  eegenu artige  Werth  sämmtlicber 
Beiträge  für  einen  Theiioehmer  nach  Mo.  J)  §.  86. : 

I>ie8er  Werth  lailt  init  der  in  §.  81.  ermittelten  einmaligen  Ein- 
kaufssumme £a, «  zusaninien.   Es  ist  daher; 

2) 

+  ha\  i,«.i)=  ß«,  n^l  +  ha  |  0^"^^)  * 

19» 
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also 

■ 

Eg^n  Eg^m  

*  +   i<a.l,(^p«-l 

mid  hieraus,  wenn  der  Werth  für  Ea,n  aus  5-84.  eingeführt  uirU. 

100 — pLg     0,0>p .  Ag\^~\>Lg^m~^ 

oder 

Dl  l»a  2  — j    ;  -r 

(ioo+i»)(^i+i/. — 3,.i,op-i  ; 

Die  beiden  Formeln  in  4)  und  6)  eignen  eich  snr  bequemen 
Bereebnnng.  Die  xweite  hat  den  Vortbeil  vor  der  ersten,  dast 
zwei  gleiche  Glieder  Im  Zähler  nnd  Nenner  verkommen  nnd  da* 
her  nur  eine  Rechnung  erfordern. 

Naeb  diesen  Gleichungen  sind  die  BeitrSge  (PrSmien)  derje- 
nigen Oesellschaften  zu  berechnen,  «welche  ihre  Mitglieder  von 
einem  bestimmten  Jahre  an  von  der  Zablni^  derselben  befreien 
und  spStestens  am  Schlüsse  desselben  die  Versiehemngsnomme 
ansaablen.  Für  die  Gothaer  Bank  findet  diess  Im  OOsteo 
statt.  Daher  findet  folgende  Formel  Ihre  Anwendung: 

100  —  pLg        OfOp.  /Igo 

^^^  «     -  ^»O  +  P    ^  Aa-hOp^'^ 

0}  Mia,n  —  j  Y  » 


Aa.l; 


«•-■-1 


oder: 


7) 


Hierin  bleibt  ^gg./vg^  unverändert  für  jedes  a.  Für  die  Sterb* 
iichkeitstafel  von  t*  inlaison  ist: 

^69 . 1'so  =  17 . 1 ,43201 16  =  24,46041905. 

Hlemaeh  Ist  der  jährliche  Beitrag  für  eine  Versichernng  vom  Werthe 
1  HSr  einen  dCtjfihrigen  Mann: 
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nvt^iniiinm,t€»ti  24,46041  (^55\ 
103  (1  + 19,0473628-       ^^^^ ) 

_  100-3(19,0473528—0,006843306) 
•  "  103(20,0473628  -0,006843398)  ' 

»  10Q~67>1245282__  42.87S47I8  _0,41626671  tifumt^ 
i%>»60- 103.20,0413095  ^103.20,0416096~"äp4r6096-"'*™^^^ 

ist  also  flir  eine  V^raicberuogssuiDiiie  von  100  statt  einer 
einmaligen  Einlage  fod  41,^607  ein  jährlicher  Beitrag  voo  2,0771 
sosahlen.  DIejfthrlicbe  Prämie  der  Gothaer  Baak  lieträgt  2,033...., 
die  der  Lfibecker  2,35,  die  der  Wiener  3,3833.... 


Umfaiist  n  keinen  grossen  Zeitraum,  so  kann  man  auch  fol- 
gende Formel  benntsen: 

Qv      «    _  1,0p  ^  1,0p«  ^  1,0p»      ' UOp^-^^  hOpn 

y)       D;»  —  7  5  3  , 

1,0p  +  l,Qp«  +  "•17$^ 

die  sich  aus  der  Verbindung  von  No.  2)  §«84.  und  den  n  ersten 
Gliedern  In  No*^  j.86.  ergibt,  wenn  man  beachtet,  dassl 

ist. 

üa  hieven  später  eine  Anwendung  gemacht  werden  wird,  so 
mag,  um  sichere  Zahlen  sn  erhalten,  hiernach  der  jährliche  Bei* 
trag  für  einmi  80jälir'igen  Mann  nach  der  Tafel  von  Northampton 
bestimmt  werden,  wenn  die  Versicherung  spätestens  im  90sten 
Jahre  ausgezahlt  wird.  Durch  Einführung  der  angezeigten  Werthe 
entsteht : 


*»80* 10 


_i,03^1,03»^l,03a^l,03^^  1,03^ '  1,03« '  1,0:V^J,03» '  1,03^  ^1.03^« 
"       ■  36  .  30      ->5      inj      16       \1       9  ,75- 
^  +  Ip^l,03a^l,03*^I.Ua^^  1,03*  *  l,03«^i;5^^1,03«^l,a3« 

£»  ist: 
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5. 1,03- »  =  4,854 3690    *       40  =40 

5.1,03-a=4.7l29795  35. 1,03-1=33,9805830 

5.1,03-< =4,5757085  30. 1,03-» =28,277  8770 

5 . 1,03-* = 4,442  4350  26 .  l,03-»sr  22.87864*26 

4 . 1,03-«  =  3,4504352  20. 1,03-*=  17,7697400 

4.  l,03'-<»=3,3499372  16. 1,03-»=  13,801 7408 

3 . 1,03-^ =2,4392745  12 . 1 ,03-<»  =  10,04981 16 

2. 1,03-«=  1,5788184  9.1,03-^=  7,3178235 

2. 1,05-«=:  1,5328334  7.1,05-8=  5,5258644 

S.1J>3-^Q=3,720469S  5.1,03-»^=  3,8320835 

34,6572602  183,4340663 

und  hieraus: 

MV)  J>8ü»  10  — 183,4340003  *~  oowww. 

Das  nämliche  Resultat  t  i  Li.ibt  sicli  auch  au.s  der  Gleichung  No. 5) 
Für  eine  Versicberuuj^  von  100  is»t  daher  der  jährliche  Beitrag 
18.8935. 

* 

Bei  dieser  Rechnung  hahe  ich,  der  bequemer»  Recbomf 
«vegen,  die  Zahlen  der  Sterhiichkeitstafel,  von  North  am  p  ton  eot- 
uommen»  wenn  die  Zahl  der  Geborenen  auf  1000  reducirt  wird. 
(S.  Bally,  Theorie  der  Leibrenten,  pag.298.u. (t) 


§.  88. 

Bestimmung  des  V\  erthee  einer  Zusatzprämie. 

Die  Geselieehaflen  gestatten ,  dass  der  Besitzer  einer  leben»* 
änglichen  Versicherung  nach  §.  84.  sein  Leben  auf  ^ne  ht- 
scfarSnkte  Zeit  versichere,  so  dass  die  von  ihm  versicherte  Sumn« 

spätestens  am  Schlosse  des  festi^esetzteii  Zeitraums  ausgezahlt 
wird.  Will  nun  Jemand  eine  lolxMJsliin^Hche  Versich eriin!»  unter 
den  in  §.  84.  ari2;e«;(3h(MUM»  Bedingungen  in  eine  soh  fjr-  uniwaudeln. 
die  nur  v  Jahre  dauert,  f»o  ist  klar,  dass  in  Fol^f  dieser  Um- 
wandlung jährlich  ein  irrösserer  Beitrag  (Zusatz -Prämie  genannt) 
gezahlt  werden  muss.  Der  Werth  einer  Znsatz-Prämie  bestimmt 
sich  nach  den  bisherigen  Mittheihingen  sehr  leicht* 

Versichert  Jemand  auf  diese  Art  sein  Loben  auf  n  Jahre, 
hat  er  nat  h  No.  4)  oder  5)  §.  87.  n  Jahre  lanir  jährlich  iJo,»  ^ 
zahlen.    Er  bezahlt  bis  jetzt  für  eine  lebenslängliche  Versiche- 
rung jährlich  Bq  nach  §.  85.  No.  Ö)  oder  t>),  oder  richtiger  B»,u^ 
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«ach  $.  b7.,  wenn  u  die  Zeit  nusdnickt,  wo  der  jährliche  Beitrag 
aufhurt.  Er  hat  daher  n  Jahre  laug  ausser  der  gewuhnlichen 
Prämie  den  Ceherscbuss  beider  jährlich  zu  zahlen.  Nennt  man 
nun  die  Zusatz -Prämie  für  eine  ojährige  Person  auf  eioe  Daoer 
von  n  Jahren  iS«,«»  f(o  erhält  man  folgende  BeslimmunK: 

1)  Za,s=i?a,ii — Bm 

oder 

Werden  die  entsprechenden  Werthe  aus  J.  87.  und  §.  86.  ein- 
gelüfart,      erhält  man  aus  No.  1)  und  2) : 

3) 

_  _   ioo-p(^^» — :f,..i,o;v-T-;  m-pL. 

(100  +p)  ^1+     — A 


100-p(^L.  ^„.,,0p-^  j 


4)         Z^.  =   


0/>< 

Far'  die  BesiimmongM  der  Gothavr  Bank  hat  man  atsQQ  in  Mo.  4) 

zu  setzOfi. 

Will  ein  3Üjäbriger  Mann  eine  ^  ersichenirii;  kuislen,  die  spä- 
testens am  Ende  des  60sten  Jahre.s  ans£»ezahit  wird,  so  ist  der 
Werth  der  Zusatz -Prämie  nach  fiulaison  für  a=30,  it=30> 
«=390  nach  No.  4): 

5) 


/ 


Der  Werth  des  zweiten  nei^ativen  Gliedes  ist  nach  No.  7}  und 
No.  8)§.  87. :  0,0207712(1.  Der  des  ersten  ist,  wenn  die  ange- 
zeigten Wertbe  eingeführt  werden: 
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-  tO<^— 3(19,0473528  -  2,86167634)  100 — 48,557Q295_0,49946e31 
~    103(a0,0473528--2,86167634)  ~  103.18^860786  ~1M856764 

=  0,02745482. 

Die  Zusatz -Prämie  ist  bieroacii  aus  No.  6): 

Ö)        ^30,30  =  0,02746482  —  0,02077126  =  0,00669354. 

Für  eine  30jährige  Versicherung  von  100  ist  daher  voo  einem 
30jähngen  Mann  jährlich  0,66935,  oder  in  Thalern  ausgedrfickt 
20  Sgr.  l  Pf.  zu  zahlen.  Der  Werth  eioer  Zusatz-Prämie  ist  ▼od 
der  Gotbaer  Bank  In  diesem  Falle  an  25  Sgr.  7  Pf.  bestiaiiBt 
Die  einmalige  fiinkaufssurome  Im  fraglichen  Falle  ist  49«M663 
und  der  dieser  Summe  entsprechende  3Q]Sbrige  Beitrag  2,74048. 


§.  80. 

Werthhestimniu  iig  der  einmaligeo  Kauf suni raen  oder 
jährlichen  Beiträge  ffir  Leibrenten  und  Lebensver- 
sielrernngen  mit  ROcksicht  anfA^erwaltungskosten. 

Die  Frage,  in  welchem  Verhältnisse  die  Verwaltungskosteo 
einer  Gesellschaft  zu  dem  von  ihr  verwalteten  Vermögen  stehen, 
kann  nicht  wohl  zum  Voraus  festgestellt  werden.  Die  von  den 
betreffenden  Gesellschaften  gemachten  oder  zu  machenden  £rfafa* 
rungen  können  allein  die  Vorbedingungen  zu  Beantwortung  dieser 
*  Frage  abgeben.  Manche  Arbeiten  werden  von  einer  solchen  Ge- 
sellschaft ohne  Rucksiebt  darauf  ausgeführt  werden  müssen,  ob 
eine  grossere  oder  kleinere  Summe  Geldes  Ihrer  Verwaltung  an- 
vertraut Ist  Im  Allgemeinen  wird  aber  wohl  die  Voraussetzung 
nicht  unrichtig  sein,  dass  eine  Gesellschaft,  welche  kleinere 
Summen  verwaltet,  bei  gleicher  Sparsamkeit .  und  Sorglichkeit, 
theuerer  verwaltet,  als  wenn  ihr  grössere  Summen  anvertraut  sind  ; 
i^erade  weil  in  beiiJeri  Fällen  dieselben  Geschäfte  besorgt  werden 
müssen.  Dennocb  wird  es  zulässig  sein,  die  Verwaltutig^kosten 
einer  Gesellschult  \n  einem  Proeentsntze  ihrer  Einnahmen  oder 
der  ihr  anvertrauten  Suiinneri  auszudi  iit  keii.  Nur  die  Grosse  die- 
ses Procentsatzes  wird  ein  Ersehn iss  der  Rrlahrung  sein. 

Diese  l^cmerlvnngen  tifMl*»n  ihre  Bestätii^uiij^  durch  die  folgende 
Tabelle  über  ti^innabnie  und  V  envaltungs- Aijf\vand  der  Gothaer 
Lebeosversicherungs-Bank,  in  deren  Besitz  ich  durch  die  Gefäl- 
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ligkeit  des  Verwaltuugsrathes  der  badischeri  allgemeinen*  Versor- 
siings- Anstalt  erst  kam,  als  das  Gesagte  längst  i)iederge<»chrie- 
ben  war,  und  die  ich  deswegen  uachtraglich  mittbeite.  Es  zeigt 
sich  hieraus  deutlich,  dass  sieb  der  Verwaltungs* Aufwand  mit 
dem  Wacbeen  der  Eionahiuen  wahrscbeinlich  innerhalb  beatimm* 
ter  Grenae  vermindert. 


Jfihrlicber 

Verwal- 

Betrag  der 

Jahr. 

T  vi  TT  «11* 

blUl|n  AUI* 

Einoabme. 

tungs  -  Anf- 

wand  in 

ID 

wand. 

Proccntcn. 

Proccntcn. 

1  c*-:y 

1 loUul 

o41ö 

7,2531 

loaU 

1  1  ü  1  O 

J  J  r^4.i 

8,1913 

1  fiU  1 

looöo 

O)05o4 

lo2V3 

o,oo3o 

OOlf49 

Of«f«A7 

7  7AAA 

7,7üo9 

J  C04 

dVocl:! 

2oZoo 

0,1475 

22 

1  ^"W 

z  / 1)2:: 

0,4364 

1  ^ 
17 

icoo 

15:9954 

6,1294 

21 

LOOi 

ft><i4QQvt 

dl«Vi 

5,7427 

22 

OOlUSfi 

5,8362 

23 

loa» 

ODlVol 

ou41ü 

5,j001 

23 

7nooi o 

5,4173 

1  o 

18 

f  OU*KJ4 

oy  ^  Uj 

5,2909 

20 

41300 

C  AAS  1 

5,2251 

20- 

10411 

OD910l 

4Uo4o 

4,o9UÖ 

25 

104* 

COlOVO 

4,8509 

25 

1 

1  J 

A  *'>7fiA 

4,oU30 

24 

«7  i  40  i  O 

4,ol42 

25 

iUOtJl  1  1 

40iIOl 

4,4749 

25 

1848 

i(M>a46d 

45212 

4,2498 

26 

1849 

1108589 

47235 

4,2609 

26 

1850 

1139238 

4  i  444 

4,1646 

28 

1851 

1203144 

49823 

4,1411 

28 

1852 

1263507 

50579 

4,0031 

23 

1853 

1315379 

51778 

3,9364 

24 

1854 

1358971 

53037 

3,9027 

25 

1855 

1411191 

54714 

3,8771 

30 

1856 

1408448 

60154 

4,0964 

33 

^»umme 

22432031 

1058539 

147,6327 

553 

Mittel 

801144 

37805 

5,27259 

24,043 

* 

I 
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Fasst  man  die  Ausgaben,  welche  eine  Gesellschaft  znr  Durch- 
führung ihrer  Verwaltung  iiiul  ihres  Bestehens  iilithig  hat,  in 
diesem  Sinne  auf,  so  werden  ifire  Aussahen  einerseits  in  Aus- 
/>ahlung  der  an  llne  Mitglieder  abzuj^eUeiidtMi  .Siniirnen  und  iinde- 
rerseits  in  den  Kosten  fiestehen,  welche  sie  zur  \  erw  altung  des 
ihr  anvertrauten  Vermögens  bedarf.  Diese  AnsL^alK'n  müssen  von 
ihren  Mitgliedern  durch  Einzahlung  einmaliges  bummen  oder  jähr- 
licher Beiträge  erhoben  werden,  wenn  zwischen  £inDabmeii  ond 
Ausgaben  der  Gesellachaft  Gleichgevricbt  bestehen  soll. 

Bisher  wurde  bei  Wertbljcüitijinuung  der  Fiiikaulssunimen  imti 
i*iiiiiiien  auf  die  Venvaltungsko.';ten  keir»e  Rücksicht  genommen. 
GfS(  liiübt  iVmnis  und  drückt  man  die  Grösse  der  Verwaltungs- 
kosteo  durch  einen  Procentsatz  des  von  der  Gesellschaft  zu  ver- 
waltenden Vermöcer)s  oder,  was  dasselbe  ist,  der  ihr  zutliessen- 
den  Einnahmen  aus»  so  kann  man  biebei  folgende  Methoden  dem 
Calcui  za  Grunde  legen. 

Erste  IMetbode.  Ist  der  Werth  der  einmaligen  Einlcauls- 
summe  oder  jahrlichen  Prämie  ohne  Rücksicht  auf  Verualtungs- 
kosten  festgestellt,  so  ergibt  sich  derselbe  mit  Hiicksicht  auf 
dieselben  einfach  dadurch,  dass  man  ihren  Werth  um  den  ange 
iHtiimienen  Procentsatz  q  erhöht,  also  mit  l,Or/  ninltiplicirt,  denn 
die  einlaufenden  Kaufsummen  und  Prämien  bilden  das  zu  verwal- 
tende Vermögen  der  Gesellschaft. 

Deutet  man  die  hicdurch  bedingte  Wertbanderung  dadurch 
au,  dass  man  den  bisher  gebrauchten  Zeichen  oben  rechts  einen 
Strich  beisetzt,  so  ergibt  sich  aus  den  in  §§.  78. — 88.  au  (gefunde- 
nen Gleichungen  zur  Wci  thbestimmung  der  Leibrenten  und  Ver- 
aicherungen Folgendem,  und  zwar  aus  §.78.  und  §.  81. : 

1)  La'^lfiq.La, 

2)  L^'z=i\fiq.LtA. 

Dasselbe  t;ii;  von  aulhörenden,  aulgeschobenen  und  temporären 
Leibrenten«  §.  79- 

Aus  §•  82.  und  §.  89.  ergibt  sieb  zur  Werthbestimmung  einer 
einmaligen  Einkaufssumme  oder  jährlichen  Prämie  mit  Rnekeicht 
auf  Vervraltuogskosten : 

3)  Ea'  =^\Siq^Ea^.\fiq}^^^ . 

A\  n  t     in«     ^«   —  in  W—pLq 

4)  Ä=  ''^^  (lOÖ+j^l  +  U) 


der  puLiUacUcH  Arilhmcuk, 

Auf  iileicho  Weise  ercrpf>en  sich  au«  ilen  §§.  80. ,  84. ,  8(>. ,  87.  und 
N8.  die  Iraglichen  Wertlie  für  kurze  und  beschränkte  V  eräicheruD- 
^eu  und  ZuaaUprämien. 

Zweite  Methode.  Liheht  eine  («ei^ollsLhalt  die  einmalige 
Kaulsunuiie  mit  luR  kNieht  auf  Ver»^  alluiiijfsk<).stei>  für  eine  lel)ens- 
lan^riiche  VersiLherun<4  (Ea)  von  einer  ajährigen  Person,  no  be- 
tragen ibre  Eiauabmeu  im  Ganzen: 

1)1«  Auüsaben  bestehen  theils  In  den  an  die  Theilnehnier  ansau- 
sahlenden  Veraicberongen,  deren  gegenwärtiger  Werth 

i^ij  theils  in  q  Procent  beistehenden  Vernaltungskosten: 

7)  ir=:£;«'.ii«.o%. 

Ans  No.  6)— 7)  folgt  die  Gleichung 

r 

oder 

^,'.(1-0,0^)  =  _  (^jj^  +         +  ....  j^^^j , 

und  hieraus  in  Rucksiebt  auf  No.  5)  und  No.  7)  §.  82. ; 

^\  jp  I  _  —  _     100— ^Ea 

JSr.  - ,  -  (100       ( l  - O^Öq) 

Eben  ao  beatlmmt  aich  die  GrOaae  des  jUhrltehen  Beitrat;»  (Ba) 
mit  ROckaicht  auf  Verwaltungakosten  nach  §.  85. : 

Qv    «  /  ^«  100  — pLg  

y;  isa  -(n.Xa)(l-0%)-(100+rt(l-0,0^)(l+l;«)* 

Auf  gleiche  Weise  er^^ehen  sich  die  Werthe  der  einmaligen 
Einkaufsau minen  und  Prämien  für  kurze  und  beschränkte  Ver» 
Sicherungen  ans  §§.  83.  und  84.,  §§.  86.  und  87. ;  für  Zuaatzprä* 
mien  §.88.;  flSr  Leibrenten  {§.  78  ,  79.  und  81«,  wenn  man  die  dort 
iufgestellten  Glelchuegen  mit  (l-^Ofif/)  theiit. 

Die  hier  angegebenen  Werthbestimmungen  gehen  von  der 
VorauRsetzun;[r  aus»  dass  die  Verwaltungakosten  au  Anfang  der 
Jahre  fiiUig  sind. 
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j.90. 

Fortsetsung« 

Dritte  Methode.  Geht  man  aber  von  der  Voraussetzung 
aus,  dass  die  Verwaltungskosten  am  Knde  des  Jahres  fällig  sind, 
80  führt  dieselbe  Schlussreihe  zum  Ziele.  Die  Einoabmen  der 
Gesellschaft  bestehen  wie  vorher  mit  Rdekeicbt  auf  Verwaltangs- 
icosteo  in  der  Summe:  * 

I)  S^E^.A^ 

Hie  Ausgaben  der  Geeellacbaft  begreifen  dann  in  sicii  die  aonau- 
sablenden  Veraicberaogen  im  gegenwttrtigen  Werth: 


ferner  die  am  Ende  des  Jahres  lalligen  Vertvaltungskosteo,  deren 
gegenwärtiger  Werth 

ist.    Aus  No.  ])— 3)  folgt  die  Gleichung : 


oder: 


iSg  .Q,Oy  1    /  Mg  Mg^l   .  Mg^u  \ 


und  bierana  nach  Ne.  S)  }.  82.: 
also : 

Wird  der  Werth  ffir  Ea  aus  INo.  7)  {.  82.  eingeführt,  so  ergibt  sich: 

_  m-pLa  _  l-0,0/>Ia 

ö)  ^«  -1004  ;p-y  -  l,ü/>-ftü^* 

Der  jährliche  Beitrag  bestimmt  sich  auf  gleiche  Weise  mit  Rück' 
eicht  auf  Verwaitnngalsoeten  aus  §.8ß*: 
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7) 

,        Ea'  Ea{m-\^p)  m-pLa 

Eben  so  ergibt  sich  für  beschränkte  Versicherung  die  eininaJige 
Einkaafssmuine  ans  §.  84.: 

inn  r       Aa^n-l  .La\n-\  \ 

Der  jShrKdi«  Betrag  wird  dann  aus  §.  87.: 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  fraglichen  Wertbe  für  kurze 
Versicherungen,  Zusat?- Prämien  und  Leibrenten,  wenn  man  die 
biefür  aafgesteliten  Gleichungen  mit 

dirldirt. 

Sind  die  (einmaligen  Kaufsummen  oder  jährlichen  Beiträge  schon 
bekannt  ,  so  wird  die  I^erechnung  der  entsprechenden  Werthe  mit 
Rücksicht  auf  Verualtungskosten  sehr  leicht«  denn  es  kuiiinien 
dann  toigende  I^ormeln  in  Anwendung: 

IQ  EJ^\fiq^Eu,  13)  BJ^lfiq.Ba, 

JE  B 

Da  die  Entwickelnng  der  gefundenen  Formeln  auf  vereebiedenen 
Ansiehten  beruht,  so  werden  eie  nicht  auf  gleiche  Resultate  Ab- 
les.  Es  läset  eich  leicht  nachweisen,  dass 

16)  ^..j^^>£«.|j^|^  und  j,Oy.i,, 
uod  dass 
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* 

ist,  wenn  ti'>'  p>  und  dagegen 

£a(10Q-i-p) 

ist,  vrcnn  p'^q  wt  Die  Resultate  der  Formeln  wenleo  abcrmr 
um  Weniges 'differiren. 

Werxlef  man  diese  Gleichungen  auf  Re^stimnumsr  ''es  jahrü 
eben  lieitrairs  eines  3üjnhrigen  Mannes  hei  4  Procent  »inr  eiiK* 
Versicherungssumme  von  JOO,  und  nimmt  die  Verwaltungt^ko^ten 
SU  dem  sehr  hohen  Procentsatze  von  TO  an,  so  erbSlt  man  tu«  ; 
den  Gleichungen  No.  .l3)-15)  die  Wertbe: 

B»o'  =  1*1. 1.8255  =  2,00005, 

,  1,8-286.100 
-  100-10 

Diese  Gleichungen  gehen  auch  hei  dem  hohen  Procentsatz  noch 
einen  niedcrem  Werth  als  tier  jähriiciie  Beitrag  2,0433  bei  3  Pro 
Cent  ohne  Verwaltungskostoii  nach  ßrune  besagt.  Der  jabfttclie 
Beitrag  in  der  Gothaer  Bank  ist  nach  87.  zu  2,633,  in  dec 
Lübecker  zu  2,35,  in  der  Wiener  zu  2,3833  normirt.  Dieser 
höhere  Bettrag  wird  allerdings  durch  spStere  Dlvtdendenzablui^ 
wieder  ausgeglichen.  Es  fragt  sich  aber»  ob  hei  einer  sdiM 
consoiidirten  Bank  nicht  die  Ge^chfifte  einfacher  wirdM),  wenn 
niedere  PrSmIen  gefordert  und  dadurch  der  Eintritt  erletcbtert 
würde,  <la  auf  dem  bezeichneten  Wege  das  Bestehen  der  Geseü* 
Schaft  in  keiner  Weise  gefährdet  mirde. 


§.91. 

Werthbestimmung   einer   Ueberlebens  -  Versic berung. 

Die  Versicheruttgsbanken  gestatten  ancb  ausser  den  genann* 
ten  Verstcherangen  noch  solche  aof  zwei  verbmidene  Lehen  soter ; 

der  Bedingung,  dass  die  versrcherte  Summe  nur  Hann  ausgezahlt ' 
wird,  wenn  ^on  den  beiden  fraglichen  Personen  (iie  zum  V'orau« 
bezeichnete  (AjShrige)  die  andere  (friährige)  Person  uberlebf. 
Man  nennt  diese  Art  von  \  ersirliei  ung  U  e  l>  e  r  1  e  b  en s- Ver- 
sicherung. Sie  werden  nur  auf  das  ganze  Ischen  abgeschlos- 
sen. Der  Vertrag  ist  erloschen,  wenn  die  versicherte  (6jährige) 
Person  vor  der  andern  (njährigen)  stirbt    In  diesem  Falle  wirti 
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keine  Vergfitong  ausgezahlt  und  die  ein^ezahlteo  Präroiengelder 
sind  zoiii  Vortheil  der  Bank  verfallen.  Nur  die  noch  rOekstündi- 
gen  Dividenden  werden  an  die  bezügliche  Person  zurück  gezahlt. 

Da  die  Versit  iKMiifiirssuiunie,  die  hier  als  die  Einheit  anj^e- 
nommen  wird,  mir  dann  aiisirezahlt  wird,  \vc*nn  die  ojahriije  Per- 
80D  von  der  6jäbrigen  überlebt  wird,  so  hängt  die  Auszahlung 
davon  ab,  dass  in  irgend  einem  Jahre  (dem  (r-Kl)ten)  dieses 
Ereignis«  eintritt.    Es  sind  nun  folgende  Fälle.  mOglicb : 

a)  Die  ajährige  Person  stirbt  während  desselben  und  die  ' 
6|äbrige  lebt  noch  am  Schlüsse  desselben.    Die  Wahrscheinlich* 

keit  bielür  ist : 

^  Ad»  Ab 

b)  Beide  Personen»  die  a-  und  6jährige,  starben  Im  Laufe 
dieses  Jahres,  die  ajährige  aber  vor  der  6jährigen.  Die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  beide  Personen  gerade  im  Laufe  dieses  Jah- 
res steriteit,  ist  iui  Allgemeinen:. 

und  in  diesem  Falle  kann  die  «jährige  zuerst,  die  6jährige  spa 
tcr  sterben.  Eben  so  umgekehrt.  Vinter  der  Voraussetzung,  dass 
das  Eintreffen  beider  Ereignisse  gleich  mögiiclj  ist,  lasst  sich  das 
£intreffen  des  hier  in  Frage  stehenden  Ereignisses  durch 

bezeichnen.  Das  Eintreffen  des  einen  oder  andern  in  a)  und  b) 
genannten  Falls  l)ediiigt  die  Auszahlung  der  Versicbennm^^vunutie 
am  Ende  des  genannten  Jahres.  Der  gegenwärtige  Werth  dieser 
Summe  ist  bei  dem  Zinstuss  pi  * 

l)  «f+l  —  Aa.Ah^lj^^      2.  i<a.  Abljdp^^  ' 

Jedes  dieser  Ereignisse  kann  in  jedem  Jahre  eintreten ;  setzt 
man  daher  der  Reihe  nach  die  Werthe  0,  1,  2,  3....  bis  sur 
Lebensgreoze  statt  t»  so  erhält  man  zur  Werthbestimmung  der 
einmaligen  fiinkaufssumme  £aft  för  eine  Ueberlebens-Versicbemng 

q,    „    l  ^Mg-  Ab^  l  ,  Ma^\ .  Ab^2,         Mg^u-l .  Ab^u\ 


1     /Jlfg.  Mb  .  Mg\x  ,lltb^\       Mg^^x . ilfd4.«-.i\ 

nrav  1,0/?  1,0/9"  / 
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Setzt  man  nan  Ma^r'^s^An^r—Aa^r^iy  -/'/4+r=^A4-r— i^H-rfi 
und  sieht  von  dem  Divisor  Aa-Ab  ab,  ao  ist: 

=  {Aa^r  ~  Aa^r^l)  Aa^r^l  +  i(-4o+r  —  /^o^-r+l)  (/lA-|-r—  ^*4-r+l) 

Ffihrt  man  diese  Werthe  in  No.  2)  ein,  indem  man  allniälig 
0,  1,  2,....  statt  r  setat,  so  erhält  man  eine  Darstellung,  die  vier 
Reiben  umfaast: 

3) 

j»  1       /Aa,Ab         I  Ag^l.Ab-^l  .  Aa-i^l.Ab-^2  Aa^u-Ab^u\ 

^^^2AaAb\  1,0^  1,0p«    T    1,(^,9  ^ 

*  ^       ^Ag^i.Ah^l  .Aa-^Z.Ab-^2  Aa^^Ab^u\ 

'^iÄ^kK  hop^  ~  ^  "Tji^r  J 

1        /Ag.Ab-^l      .         t  1  /^A  t  -  .         t  g-^ft^-S  ,  ila4-u-l./fft^u\ 

+Et;Sv  1.0p  ^   1,0p»  J.t^p«  J 

1      /Aa^l.Ab    ^  Ag  f  2.^64-1  I      ^a-fu./j^^u— 1\ 

2J«.J4V    l.Op  1,0/^^         l,Qp»"  l,üp«  / 

■ 

Diese  Reihen  laaaen  sich  auf  verschiedene  Welse  aaf  Leibrenten 
von  swei  zosammeniebenden  Personen  nach  §.81.  aurticicfflhreo. 
Die  zweite  Reibe  mUt  mit  einer  solchen  nach  Mo.  l)  {.  81*  susan* 
men.  Die  erste  Rdhe  ändert  sich  aof  folgende  Weise  in  eine 
solche  on: 

 1  ,  1         ^Au^i.Ab^i    Ag^^,Ab^^  Aa\.u'^h^\ 

2A,0p^2.lfip.Aa,AA  ^    1.(1^«     +  •  •    Ifip»  ) 

und  vereinigt  sieh  mit  der  zweiten  in  folgenden  Ansdmck : 

_1— 0,0^.1,^  * 
2.1,(%; 

Scheidet  man  das  Glied  Ag .      i  dritten  Heihe  aus ,  so 

entsteht : 


_A 
^A 


4g,Ab\-\      /|  1         /Ag^l.Ab^i  ,  Amj^^^Ab^i   .  \'\ 
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Die  vierte  Reihe  führt  auf  folgenden  Auadruck«  wenn  Aa^\.Ak 
ansgeacbieden  wird: 

2 .  l,Op .  Aa  ,  Ab  \     Aa^i .  Aö  \     1,0p  hOp^         '  JJ 

Durch  Einführung  dieser  Wertbe  gebt  Mo.  3)  über  in : 

6) 

^=^Töii  [a-<wi^A-+  i)-^(i+A.H)*)]. 

Man  kann  abgr  auch  die  dritte  Reihe  dadurch  umformen,  dasa 
man  mit  Am^\»Ah  mnttiplidrt  und  dividirt.  Dann  iat: 


^\*Ah       1   fAg.Ab^i     i^g-f  1 .  Ab^^  Aa\.n-\.Ab^\ 

^Ak   A^i.AkK  Ifip    ^     1,0p  iftpu  ) 


A^i.Ah 


Für  die  vierte  erhält  man  durch  Multiplikation  und  Division  mit  ^ 
A^,  i 

Ap^Ah—x  1  /  Ag^i .  Ah  Aa^2 « Aj^i  d±taLdtkSzl\ 
2.Aa.Ab' Aa.Ah^K  1,0p  Ifip  hOp^  / 

Durch  Einführung  von  No.  4)  und  der  eben  angegebeneu  Werthe 
in  No.  3)  entsteht: 

Man  Icann  noch  verschiedene  Conibinationen  zur  Werthbe^tini* 
roung  von  Eab  aufstellen*  Die  in  5)  und  6)  gegebenen  sind  jeden* 
falls  sehr  praktisch. 

Ist  die  ojShrige  Person  der  Versicherer  und  soll  der  jShrliehe 
Beitrag  aus  der  einmaltf^en  Kaufsumme  abgeleitet  werden,  so  er- 
gibt sich  derselbe  einfach  aus  der  Gleichung  No.  5)  §.  85  ,  und 
es  ist:  • 

7)  Ä.= 


J   €\  T  .1  -^H^/i  .  r       .  INN  -^0+^ 
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Oder  man  kann  sn  der  Wertbbentfanmvng  von  Bm  «wli  den  Wertk 
ans  No.  6)  ffir  £«»  einfühwn. 

Soll  nun  umgekehrt  die  einmalige  Einkauffilsumme  oder  der 
jährliche  Beitras:  bestimmt  werden,  wenn  die  Äjähri^re  Person  Ton 
der  ajäbrigen  überlebt  ivird,  so  ergibt  sich  der  Werth  hiefur,  wenn 
in  No.  5)  oder  in  No.  6)  6  statt  a  und  a  statt  b  gesetst  wiii 
Man  erhält: 

7)  Eba 

Auf  gleiche  Weine  erblit  man  den  jfthrllehen  Beitrag  flr  4^ 
Fall  aw  der  GleichonK: 

«renn  hierin  4er  Werth  ane  Ne.  7)  flir  Ekm  elngefSfart  wird. 

Soll  nan  der  Werth  einer  Ueberlebensversicheroog  för  teo 
Personen  Ten  dem  Alter  a  und  6  bestimmt  werden,  die  aiis^ 
aablt  wird»  wenn  tiberhanpt  eine  ron  beiden  Personen  stirbt,  m 
ergibt  sich  derselbe  leicht,  wenn  man  die  entsprechenden  Werlb 
aus  No.  5),  6)  und  7)  znsammenaShIt  Man  erbftlt  dano : 

r        1  — 0,Ofl.Lad 

^>  ^•*= — us^— 

Ua  der  jährliche  Beitrag  nur  so  lange  geleistet  wird,  als  die  o» 
und  Rührige  Person  snsammen  leben»  so  ergibt  sich  nach  $.8^ 
der  jährliche  Beitrag  auf  folgende 


lü)  ^-*-l+i^-l,Op(l+Xiö  I 

Eben  so  können  nun  nach  dem  Vorgange  von  §.  89.  and  $.  ^ 
die  Verwaltungskosten  In  Rechnung  genommen  werden.  . 

Man  besitzt  Tafeln,  vroriri  die  hicrhergehSrigen  Wertbe  beJ 
htinimt  sind.  Da  die  möglichen  Fälle  des  Verbundenseins  sweief 
Personen  sehr  mannigfaltig  sind,  so  haben  diebetreffenden  Tafeli' 
eine  grosse  Ausdehnung.  Es  mag  genügen»  die  Metbode  für  ikit 
Berechming  geseigt  an  haben. 


Digitized  by  Google 


dir  fi^Udschen  Arithmetik, 


303 


Die  Heserve. 

Die  Resenre  besteht  In  dem  Betrage»  der  von  den  Pribaieii 

oder  Beitragsgeldem  a^nrficlcgelegt  werden  muss,  weil  alle  Hfr  das 

Leben  oder  auf  mehrere  Jaiire  versicherte  Personen,  deren  Prä- 
niiengelder  gleich  bleiben,  in  den  ersten  Jahren  mehr,  in  de» 
spätem  weniger  zahlen,  als  die  Ausgaben  betragen,  welche  nach 
dem  Sterblichkeitsgesetz  erfordert  werden.  Der  Ueberschuss  in 
den  frühem  Jahren  dient  dazu,  den  Mindererlrag  der  spatem 
Jahre  auszu&rleichen  und  wird  als  Keserve  für  die  folgenden  Jahre 
UV  Di^positiou  angesantmeit. 

Naeb  den  Statuten  der  einzelnen  GeseHschaften  wird  der 
jedesmalige  wahre  Betrag  der  Reserve  nach  den  Grnndsitsen  der 
Pritmienbereehnong  ermittelt.  Auch  wfrd*  derselbe  von  Zeit  sa 
Zelt  durch  besondere  Berechnung  nach  den  bei  den  ehixeffnen 
GesellscbaffteD  über  die  SterMichkelt  gemachten  Erfahrungen  und 
Abwelchangen  von  derselben  berichtigt. 

Zur  Bestimmung  der  Reserve  eines  Jahres  wäre  eigentlich 
keine  besondere  Berechnung  nOthig,  wenn  die  eingehenden  Gel- 
der zu  dem  nämlichen  Zinsfuss  angelegt  wurden,  in  welchem  die 
Prämiensätze  bestimmt  sind^  die  Auszahlung  der  Versicher^ungs- 
Bommen  genau  nach  dem  zu  Grunde  gelegten  Sterblichkeitsgesetz 
erfolgte  und  die  Verwaltungskosten  des  Gesellschafts 'Vermögens 
zum  Voraus  bestimmt  und  erlegt  wären  >  denn  die  Reserve  bestände 
deoo  einfach  ans  «dem  jeweiligen  Cassenbestand  der  Gesellschaft. 

Da  aber  die  Präniiensätze  gewöhnlich  zu  einem  niederem 
Zinsfuss  (ii  Procent)  berecbnet'sind ,  die  eingehenden  Gehkr  aber 
von  der  Gesellschaft  zu  einem  hohem  /idsIuss  (1  bis  4,5)  ange- 
legt werden,  die  Sterbeiiille  aber  nicht  luit  kSicherheit  nach  dem 
aiigenomnienen  Sterblicbkeitsgesetz  erfolgen,  so  werden  sich  hier- 
aas  andere  Hesultate  ergeben,  als  diejenigen  sind,  worauf  der 
Caicul  führt,  und  die  voraus  gesetzt  werden,  wenn  die  Zahlungen 
TOD  der  Bank  eingehalten  werden  sollen« 

Die  Gesellschaft  niuss  daher  darauf  bedacht  sein«  rechtzeitig 
iber  die  nOthtgeu  Mittel  verfAgen  und  ihr^  Terbiodllchkelten  ohne 
Schwierigkeit  erfilllen  zu  kCnnen.  Diess  Ist  nur  mOgIfch,  wenn 
•ie  ftlr  den  richtigen  Bestand  der  Reserve  Vorsorge  triSt.  Erfolgt 
der  Abgang  der  versicherten  Mitglieder  in  geringerem  Grade,  als 
die  angenommene  SterUichkeltS'Ordnung  es  verlangt,  so  müssen 
die  biedurch  überschüssigen  Summen  in  Reserve  gehalten  werden. 
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damit  seiner  Zeit  die  erforderlichen  Zahlungen  gemacht  werden 
kuiinen.  Es  wird  daher  gut  sein,  wenn  von  Zeit  zu  Zeit  die  nuthl* 
gen  Berichtigungen  gemacht  werden,  wie  diess  auch  in  den  Sta- 
tuteo  der  besdglicheii  ^veseUschafteD  vorgesehen  ist. 

Berechnung  der  Reserve. 

Da  die  richtige  Berechnung  der  Reserve  für  daä  Bestehe« 
einer  Gesellschalt  vor  Allem  von  Wichtij^keit  ist,  so  sollen  hie- 
fur  verschiedene  Methoden  angegeben  w  erden. 

Erste  Methode.  Bezeiehnet  man  wie  früher  die  Zahl  der 
am  Anfanf^e  der  folgenden  Jahre  lebenden  Personen  vom  otes 

Jahre  an  durch  Aa,  ^ta^i,  ^laf2,....  nnd  die  der  mit  Tode  ah* 

gehenden  durch  yVa,  Ma^i*  il7o4-2 ,  •  • . . ,  die  Grös»se  des  jäbriicheo 
Beitrags  für  die  Versicher un^^&i.uniiiie  1  oder  lÜO  durch  ßat  so 
bestiiiiint  sich  der  Bestand  der  Rojserve  für  ein  hestinirotes  Jahr 
(wte)  für  sich  sehr  einfach,  wenn  man  die  iSumnie  der  am  Ao* 
fange  dieses  Jahres  fälligen  Ficitrage  bestimmt,  hiezu  den  ein* 
jährigen  Zins  bei  p  Procent  zählt  und  davnr^  dip  am  Ende  des 
Jahres  fälligen  Versicherungssummen  für  die  irr'storbt'fieii  Mit- 
glieder abzieht.  Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reserve 
ifir  das  nte  Jahr  {Rn)  durch 

oder  fiOr  die  Versiehernngssumme  K: 

wenn  der  Werth  von  Bu  Im  Terhfiltuisse  von  K  hestininit  Ist. 

Diess  lässt  sich  auch  so  ansdrGcken,  wenn  die  Summe  simnat- 
llcher'  an  Anlange  des  itten  Jahres  HilHger  Beltr&ge  durch 
Bn  =  Ba'Aa-^n-'i  oud  die  Sttmine  der  Versieberangen  dnreh 
beseiohnet  wird: 

3)  /4  =  ä.1,C!p- F«. 

Hieraus  ergibt  sieh  IBr  den  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des 
ersten,  zweiten»  dritten  Jahres  u.  s. 

iBi^B^.hOp'-Ft. 
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o.  8.  w.,  worin  auch  die  Wertbe  au8  No.  ])  oder  No.  2)  Nubsti- 
tuirt  werden  können. 

SSmrotiicbe  Warthe  in  No.  4)  bleiben  als  Vorrath  in  der  Casse 
zur  Deckung  spater  fällig  werdender  BedörfDififie  und  sind  in  die, 
spätem  Jahre  überzutragen. 

Soll  nun  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  fiten  Jahree 
ffir  sSmnitllehe  Jahre  bestimmt  trerdsn,  so  wird  er  sieh  letebt  , 
Arphen  y  wenn  man  bemerkt,  daM  dieReserre  des  ersten  Jahres 
(II— 1)  Jahre  lang  Zins  trSgt,  die  des  »weiten  (»—2),  die  des 
dritten  (ti— 3)  Jahre  lang  q.  s.  w.  Werden  non  die  Betrige  in 
N(i.  4)  der  Reihe  nach  mit  ],C^-^,  l,0|p**-**^....  1,0pt  1  verrlel- 
facbt«  so  ergibt  sich  der  Bestand  der  Gesaromtreserve  fflr  n  Jahre^  - 
der  mit  SR^  beaeicbnet  werden  soll: 

5) 

5Ä.  ==  Äj .  1,0/?«-»  +  Äa- l,0/>"-a + «3  1  >0p«-' + ....       J,Op + 

oder  wenn  die  Werthe  für  die  R  aus  No«  4)  ebgeßihrt  und  ge- 
ordnet werden: 

«) 

Äi4  =     .  1,0)9»  +     .  1 ,0p»->  -{^ ....  B„-i.\,QpHBn.\fip 
-[F,.I.O»*»-»+  F.. l.fl!p— »+....  F..I^+  FJ. 

oder  au«  No.  2) : 

7) 

Zweite  Metbode-  Zu  dem  nämlichen  Resultate  gelangt 
man,  vieno  man  die  Werthe  sämmtiicher»  zu  Anfant^  der  Jahre 
fillliger  Beiträge  B|,  B^,,,m,Bm»  ebenso  die  am  Ende  der  Jahre 
aossttxahienden  Versiebernngssummen  F|,  Fs,...«  F«  aof  den 
Schluss  des  nten  Jahres  snrQckbringt  und  letztere  von  efsteren 
sbiiebt*  Es  ist  dann  wie  vorhin: 

8) 

$Bn  SS  Bi .  1,0/1»  4-  ^s  •  1  Sh^^  -f    ^»-1  -       -f-  Bn .  ],0!p 
-[Fi.l,Qp«-i  +  F,.l,Op«-«  +  ....  F„-.i.1,C!p+  F.J. 

{.  94. 

Fortsetzung. 
Dritte  Methode.    Diese  ergibt  sieb,  woqh  man  mit  dem 
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finde  mB00  jedra  JAbres  die  fi^aang  der  Geeelkcball  «bschlieMt 
und  den  CassenTorreth  des  Vorjahre  flür  die  Reeerve  ie  dne  nedi* 
folgende  fiberIrSgt. 

Der  Bestand  der  Reserve  des  ersten  Jahres  ist  hiernach: 
1)  Ä.=A.l,(lp-Ft. 

Zu  diesem  Cassenvorrath  Icommen  die  Beiträge  des  zweiten  Jah-  , 
res  und  erwachsen  am  Ende  des  zweiten  Jahres  .«amiut  Zins  zn 
der  Snmme  {R^-^- B^\S^p.    Hievon  gehen  die  Vereicherungssum- : 
men  des  zweiten  Jahres  ab.  Der  Bestand  der  Reserve  ist  daher  j 
am  Ende 'des  «weiten  Jabres: 

Zu  diesem  Cassenvorratb  kommen  die  Beiträge  des  dritten  Jah- 
res und  erbeben  sieb  sammt  Zins  am  Scblnsse  des  dritten  zn  der 
Summe  (ß^  -|-  ß^)lftp,  von  wekber  die  Versiebeningssammen  des 
dritten  Jabres  abgeben.  Hiernach  ist: 

3)  /2a=(Ä,  +  Ps)l»<b-^8- 

Werden  diese  Schlüsse  fortgesefzt,  so  ergiht  sich  der  Bestand 
der  G;anzeo  Reserve  am  Ende  des  «ten  Jahres,  der  wie  in  §.  93. 
durch  SR»  bezeichnet  werden  soll,  in  folgender  Weife: 

Dies^Methode  ist  eine  zurü'ciclaufende.  Werden  nun  die  Werthe 
für  ifli  R  ans  den  vorstehenden  Gleichangen  eingeführt,  so  ent- 
steht, wenn  gehörig  geordnet  wird^  Im  Anscblnss  an  No.  1);. 

SR^=(SRi  +  B^)  1,0;?—  Fa 

Sßi = (SR^  4  Bs)  hOp  -  F, 

=  ß^A ,0p^  +      1 ,0/?«  +  ^ .  1,0/? -  Vi . I,0p2- F». Ifip - Vt, 

SR^:=:(SRi  +       1,0^—  F4 

-  [  Fl .  Ifip^  +  Fj,.  I,0/>*  -f-  F, .  Ifip  +  FJ 

u.  s.  w.  Das  Ableitungsgesetz  tritt  deatÜeb  hervor  und  es  ist 

allgemein : 

.    5)  SRn=BiAfip^i^ß^Afip*-^i'..^Bm^iAfipHBm.hOp 

—  l  Fj .  l,Uy>'  1  +  F,.  1 ,0^«-2  ^ .  1^0//  +  F«J. 
Mose  Gleiefaling  sUmnit  mit  No.  ^.{«91.  Qberein* 
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Die  bisher  entwickeltet)  Gleichungen  gehen  von  der  Voraus* 
Setzung  aus,  dass  jährliche  Beiträge  eingezahlt  n*erden.  Werden 
tber  einmalige  Einkauf^summen  angenommen,  so  ergibt  eich  bie* 
ür  folgende 

Vierte  Methode.  Man  bringe  den  Betrag  sämmtlicber  Ein- 
caufssummen,  tvelche  durch  E  =  Aa  Ea  bezeichnet  werden  sol* 

eu,  aiii'  den  8chlus8  des  nim  Jahres  und  ebenso  sämmtliche 
Versicherungssummen  Vi,  V^,  F3,....  Vn  fiuf  den  gleichen  Zeit- 
lunkt  zurück-  (ipschiebt  diess,  so  ergibt  sich  für  den  Bestand 
ler  Gesammtreserve  am  Ende  dea  fiten  Jahres  folgende  Bestiro- 
nuDg  i 


Berechnung  der  Reserve  bei  vierteljäbrUchen  Aus- 
zahlungen. 

Die  Statuten  der  verschiedenen  Gesellschaften  enthalten  ge- 
^vüholich  die  Bcsliimimncr ,  dass  die  Versicherungssummen  drei 
^lonate  nach  Eiulaut  der  gültig  anerkannten  iSterbepapiere  aus- 
gezahlt werden. 

,  Hiernach  müssen  vierteljährliche  Auszahlungen  in  Rechnung 
gebracht  werden.  Geht  man  von  der  Voraussetzung  des  gleichen 
Ahsterbens  l>innen  Jaliresfrist  aus,  so  ist  in  den  verschiedenen 
Vierteljahren  der  einzelnen  Jahre 

Jüf«+r-iÄ=iFr 

anamsahien.  Diese  Art  der  Auszahlung  setzt  vlerteljfihrliche  Ver- 
naaong  yoraoa»  und  diese  ist  dann  der  Harmonie  wegen  auf  Ein- 
nahmen end  Ausgaben  anzuwenden.  In  diesem  Falle  stellt  sieb 
der  Calcnl  anders  und  in  folgender  Welse  fest»  wenn  man  der 

kürze  wegen  den  vierteljährlichen  Zins  durch  i*'^^^Pk  bezeichnet. 

f 

Die  Beiträge  des  rten  Jahres  erwachsen  bei  vierteljähriger 
Verzinsung  zu  der  Summe  Br-1,0;?i^  Die  vierteljährige  Aussah* 
luog  der  Versicherungssummen  desselben  Jahres  führt  dann  auf 
Iblgenden  Werth: 
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Oer  Bestand  der  Reserve  des  rten  Jahres  für  sieb  ist  daher  nach 
§.  93.  erste  Methode : 

1)  Rr^ßr»  ^fipi^  —  i  Fr.  '  QQp^  ^  * 

Man  kann  nun  nach  einer  der  in  {.93.  nnd  §,94,  angegebenen 
Methoden  Terfahren  und  wird  dann  den  Bestand  der  Gesammt- 
reserve  för  die  verschiedenen  Jahre  durch  folgende  Formeln  er- 
halten : 

3) 

5Ä,=(Ä,  +  fi^.l.Op,«-iF,.i^=-*=Ä,.J,%»  +  Ä,-l.Qp,* 
4)        SÄi  =  (Sß,  +  B,)  LOpi«  _  i  r, .  '  -^^"^ 

=  Ä, .  1,0p, »+  Ä».  l.O/^i«  +  Bi .  l.Opi« 

« 

Hiernach  ergibt  sich  der  Bestand  der  Reserve  am  Ende  des  tttea 
Jahres  auf  folgend«  Weise: 

=Ä,.l,0/>/»+fi.l.O|>,*-*+.J»»-i.l,üp,HÄ»l,0|»»* 


§.  96. 

Vergütung  aus  dem  Reservefonds. 

Die  Versicherungsbanlcen^  und  namentlich  die  Gothaer,  gestat- 
ten  ihren  Mitgliedern  den  freiwilligen  Austritt  aus  der  GeaellschalL 
Bei  kurzen  Versicherungen  bSrt  in  diesem  Falle  der  Anspruch 
auf  Vergütung  auf.  Bei  Versicherungen  auf  die  Lebensdauer 
aber  wird  dem  luhaijer  eiuer  i^uiice  gegen  liückgabe  derselbea 
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eioe  besondere,  nach  festgestellten  Gruudsätzeii  zu  berechnende 
Vergütung  aus  dem  Reservefonds,  unbeschadet  seines  Anspruchs 
auf  die  ihm  noch  gebubreoden  DivideudeD-Antheile»  gewährt 

Es  entsteht  daher  die  Frage:  wie  gross  dec  Betrag  dieser 
Vergfitang  fflr  die  yeii  elDem  aastreteoden  Mitgliede  geleisteten 
Beiträsfe  zu  bemessen  ist.  Diese  Frage  wird  sich  in  folgender 
Weise  beautn orten  lassen. 

Eine  Ansabl  nalteriger  Personen  (Ä^  vereinigen  sich,  am  sich 
gegenseitig  eine  Summe  K  so  versichern,  welche  bei  dem  eintrer 
tenden  Todesfall  des  Einzelnen  ausgezahlt  wird.  Sie  beetreiten, 
die  biesn  nOthigen  Auslagen  durch  jährliche  gleiche  Beitrfige  und 
lassen  das  VermDgeu  der  CSesellscbaft  auf  ihre  Kosten  verwalten« 
Nach  Urolloss  von  n  Jahren,  innerhalb  welcher  die  BeitrSge  und 
Versicherungssummen  ordnungsroSssig  ein-  und  ausgezahlt  wur- 
den, beschliessen  die  noch  übrigen  Mitglieder,  die  Gesellschaft 
aufzulösen.  Es  fragt  öich :  «reiche  äumnie  hat  jedes  der  vor- 
handenen Mitglieder  anzusprechen? 

Offenbar  wird  jeder  fiber  die  Entscheidung  Befragte  aotwor- 
ten :  die  in  der  Casse  vorhandene  Summe  ist  Etgenthom  der  noch 
vorhandenen  Mitglieder  und  im  Aunosungsfalle  mnss  die  vorrfttbige 
Summe  unter  simmtliehe  noch  lebende  Mitglieder  Im  Verhfiltniss 
ihrer  bisher  geleisteten  Beiträge  vertbeilt  werden.  Der  in  der  Casse 
vorhandene  Vorrath  ist  aber  in  der  Tbat  nichts  anderes,  als  die 
Reserve. 

Da  nun  jedem  Mitgliede  der  Austritt  aus  der  Verslehenrngy- 
Gesellsehall  zu  jeder  Zeit  freisteht  und  ihm  in  diesem  Falle  eine 
Vergütung  zugesagt  ist,  so  fHllt  diene  Frage  mit  der  obigen  zu- 
sammen« Sie  unterscheidet  sich  von  ihr  nur  dadurch,  dass  die 
Gesellschalt  nach  dem  Austritt  des  Einzelnen  noch  fortbesteht 
und  der  Rest  der  Reserve  Eigenlbum  der  Ciesellscha(lt  bleibt. 

Bezeichnet  man  nun  das  Verhäitniss  des  Beitrags  eines  eln> 
zcinen  Mitgliedes  zu  der  Summe  der  Beitrfige  der  vorhandenen 
Mitglieder  oder,  was  dasselbe  ist,  der  versicherten  Summe  zu  der 

b 

Gesammt- Versicberongssumme  durch  j^,  so  bestimmt  sich  die 
fragUebe  Rfiekvergfltungssumroe  durch: 

1)  G  =  — g— , 

oder,  wenn  der  Werth  far  SR^  aus  9a  oder  94.  eingefiahrt 
wirdi 
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m 

Die  Statuten  der  ISothaer  LebenBveiBicberangsbaiik  entfaalteD 
tiber  die  Berecliniiiig  der  fragiiclieD  VergOtoog  folgende  Beatin* 
mong: 

„Die  Höhe  dieser  Vergütung  wird  bedingt  durch  das  Verhält- 
oias  der  nach  den  ßerechnuns^en  der  Bank  aut  die  Versicherung 
treffenden  Reserve  zur  Versichenmgssomnie.  Beträgt  die  Reserve 
nicht  mehr  als  20  Proi  eut  der  Versicherungssumme,  so  wird  der- 
malen die  Hälfte;  der  Reserve  als  Ah^^angs-Entschädigung  gewährt. 
Beträgt  sie  mehr  als  20  Procent,  so  findet  bis  auf  Weiteres  eine 
progressive  Uückvergütung  Statt,  und  zwar  dergestalt,  dass 

wenn  die  JäesetFe  20—22  der  Versich erungssumine  aiwmacht,  eine 

Ruckveigütvng  von  61  Proc. 

„      „      2^SU  „  „  52  « 

„     tt  •  99     24—26  t9  S3  „ 

u.  8.  f.  dieser  Reserve  geleistet  wird ,  so  dass  sich  mit  dem  ab« 

solutoii  Werthe  der  Police  auch  das  Verhältniss  ihres  Rückkaufs- 
preises erhöht  und  ein  allmäliger  Uebcr^aii^  zu  dem  Punkte  Statt 
findet,  wo  bei  dem  Anwachsen  der  Reserve  zur  vollen  Versiche- 
rungssumme letztere  nach  63.  schon  bei  Lebzeiten  ausbezahlt 
wird  (Vorstands-Beseliluss  vom  15.  Mai  1847).  Die  Reserve  einer 
Versicherung  ist  auf  ungefh'hr  die  UäUte  der  für  dieselben  einge« 
sabltea  Prämien  aiizuscblagen." 

Die  Grundsätze,  worans  die  von  der  Gothaer  Lehensversiche- 
r«»ge»Bank  gewählte  Berechnungsweise  abgeleitet  ist,  sind  wie 
mir  iMsheint  niolit  deotlieli  erkennbar.  Sie  enthält  nach  meiner 
Anaielit  eine  ziemlicli  vrillkfibriicbe  Bestimmung,  vrenn  eneii  iiue 
Reenftate  mit  denen  der  oben  ang^benen,  was  aber  Icanm  vor- 
anszneetsen  ist,  znsammentreffen  sollten.  Aach  die  im  letzten 
Satze  ai^fgestellte  Behauptung  scheint  nicht  zutreffend  zu  sein. 
Jede  In  der  Mathematik  aufzustellende  Metbode  muss  eine  durch- 
sichtige, allgemein  Terständliebe  und  eben  deswegen  bindende 
Grundlage  haben.  Diese  Eigenschaft  ist  in  der  von  der  Gotbaer 
Bank  angegebenen  Berecbnungsweise  schwer  zu  erkeaueu. 

Berechnung  des  Sicherheitsfonds. 
Der  Sicherheitsfonds  wird  von  den  angesammelten  jährlicheo 
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einen  Ueberscbüssen  gebildet  Der  reine  UebersdMUHi  etnea  Jahres 

st  die  Summe,  welche  nach  Abzug  der  Ausgaben  sammt  Ver- 
raltungsküsten  und  der  Reserve,  so  wie  der  sogenannten  Ueber- 
räge  Ton  der  Einnahme  fibrig  bleibt  un^l  bildet  den  Vorrath  i'ü 
lie  0ividejide« 

Bei  dieser  Rechnung  muffs  daher  noch  efai  weiterer  Bestand» 

liell,  die  Verwaltungskosten,  aufgenommen  werden.  Bezeichnet 
nan  die  Verwaltungskosten  der  verschiedenen  Jahre  durch  Wn 

^a»  1^3.... .»  (len  Sicherheitsfonds  durch  S^,  Si,  *^3,         und  be- 

die   tnihere  Bezolchnnnijswelse  hv\ ,  so  beistimmt  sich  der 
iicberheitaionds  am  Ende  des  ersten  Jahres  durch 

les  sweiten  Jahres: 

j.  s.  w. ;  und  hieraus  allgemein  nach  Analogie  der  Gleichungen  in 
und  §.94.: 

•  s=     .1,0^»»  +  B^.  l,09«-i ....  A-i  .1,09*+ Bn.lfiq 

1,0^"-^  +  Q^•  1,0^"-*....  Ön-x.  l,Oy  4^  Qn) , 

wenn  ^^n  —  ^» n  +  F  n  +  H^«  die  Summe  aänimtlicher  Ausgaben  und 
Z>»  sammtfiche  Einnahmen  eines  Jahres,  q  aber  den  Zinsfuss,  ' 
<vorin  die  Kapitalwerthe  der  Bank  angelegt  sind,  bezeichnet.  Die 
Reserve  {Rn)  ist  im  Zinsfuss  p  zu  bestimmen.  Die  Auswerfhung 
von  No.  3)  unterliegt  keiner  wettern  Schwierigkeit.  Bei  vlertel- 
jlbrlichen  Anssahlongen  kommeD  die  BestimaHiiigeii  das  {•  iXS, 
rar  Aowsndong. 

§.  9a 

Methoden  filr  die  Ber echnuiigsweise  der  Reserve. 

Da  die  Berechnung  der  Ueser?e  ftir  die  Versich erangsbankeo 
von  Wichtigkeit  ist»  so  mögen  hieför  folgende  Methoden  angege- 
ben werden. 
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Erste  Metbode.  6ie  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  Ko.5) 
§.  93«: 

1)   6/4=  ßi.l,Qp"-i+/?».l,0p»-2  +  ....l?n-.i.l,0^  +  Ä« 

and  faeftteht  darin»  das«  man  den  Beatand  der  Reaenre  eines  Jedii 
Jahrea  filr  atch  nacli  der  Formel 

für  den  Werth  K  oder  ^=1  berechnet  und  dann  jeden  einzeln« 
Werth  mit  der  zugehörigen  Potenz  von  1,0p  verbindet  uad  sämot- 
liebe  Glieder  sumniirt* 

Soll  der  Beatand  der  Reaerve  am  Schlüsse  dea  vierten  Jah 
rea  nach  der  Tafel  von  Northampton  bei  3  Proeent  und  Ks^M 
wenn  man  von  dem  SOaten  Jahre  aoagebti  berechnet  werden,  » 
ist  aus  No.  1): 

Ana  No.  10)  $.  87.  hat  man  i3^  =  18,893...  s=  18,9,  und  aus 
Ä4=40. 18,9. 1,03—5.100  =  778,68  —500  =  278,68, 
122= 36. 18,9.],03--«6.100=  Ü81,346— 600==  181^, 
30.18.9.1,03-6.100  =584,01  -500=  84,01, 
=  25 . 18,9.1,03  -  5 . 100  =480,675  -  501)  =  -  13,3'i5, 

and  hieraaa  nach  No.  1): 
3)  5^4=287,68. 1,03H  181,345. 1,03H84,01 . 1,03-13,325 

=304,521  -l- 192,388  +  bü,5;i0— 13,325 

s683,439— 13,325=  670,114. 

Zweite  Met b od e.  Sie  beruht  aut  der  Darchfuhroog  «i^ 
Gleiehong  No.7)$.93.:  ^ 

4) 

5Ai= l,0p»+ i<«4.i .  l,G!p»-i+..-^«+«-a.  hOp^i-Am^W 

Man  hat  sofort  der  Reihe  nach  die  Zahl  der  Lebenden  mit 
den  zugehörigen  Potenzen  von  1,0p  zu  verbinden,  die  hieran« 
entstehenden  Producte  zu  summiren  und  die  erhaltene  Surom« 
n^t  dem  Jahresbeitrag  au  roultipiicireo.  Dasselbe  bat  mit  det 
Zahl  der  Sterbenden  aa  geachehen ;  die  entatehende  ^mne  tsi 
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mit  der  VersicberougMomme  K  tu  nraltipliciran  uod  das  nletit 
erhaltene  Resvitet  vod  dem  treten  abxiiiielieiu 

Wird  das  oben  gegebene  Beispiel  hiernach  behandelt,  so 
entsteht : 

5) 

1^9(40. 1.03«  -f  90. 1,03»  -f  25.1,0^ 

- 100(5 . 1,03»  +  5 . 1,03«  +  5. 1.03  +  6) 

=18,9  (45.020352  +  ^8,245445  +  31,827  +  25,75) 
-5.100.41836270 

SS  2661,0288  — 2001,8135  s  67ail63. 

ist  nach  dicjser  Methode  der  Stand  der  Reserve  (Qr  das  nte 
Jahr  festisestelU,  so  kann  man  hieraus  leicht  auf  den  des  (it f])ten 
Jabree  Übergehen.  Hierau  dient  folgende*  ans  No.  7)  j.  93.  ahge* 
leitete  Formel:  * 

6)  SRn^ 
^    -  K  l(IUa.  1,0^—*  +  .  l,Qp— * ....  JUm^m-l)  •  hOp  +  M^»}. 

Hiernach  hat  man  den  nabh  No.  4)  lOr  die  beiden  Reiben  erhal- 
tenen Werth  mit  1,0p  zu  multipliciren ,  dann  Ba^Aa^wlfip  zu- 

uiid  K.Ma^n  abzuzahlen. 

Hat  man  es  in  den  zwei  angegebenen  Methoden  nicht  mit 
ungleichen  Beiträgen  und  Versicherungssummen  von  einzelnen 
Mitgliedern  zu  thtin,  so  wird  es  am  besten  sein,  die  Gleichungen 
No.5)  and  No.6)§.  93.  dem  Calcul  zu  Grunde  su  legen.  Man  kann 
aber  auch«  da  alle  Beiträge  und  Versicherangssummen  auf  Viel- 
faeben  von  100  beruhen,  den  Bestand  der  Reserve  auf  100  reda- 
ciren  and  Ton  dem  so  erhaltenen  Werthe  auf  die  Gesammt- Ver- 
sicherungssumme Ober  gehen. 

Dritte  Methode.  Sie  gründet  sich  darauf,  dass  man  die^ 
Ulieder  der  negativen  Reihe  in  No.  4)  nach  der  Formel 

t 

io  iwei  zerlegt.  Dadurch  entsteht: 

8/?»==Ä(^a.l,Op»+^ö4.i.l,0p"-»...+^«+«-a.l,0/>*+/^(H-„-i.l,0/>) 
— ir(i<«.  l,Op«-i + A^\ .  l,0/>»-» ....  J«4«.a.  1,0|»+ ^H«-i} 

+  K(Aa^\ .  l,0/>»-l  +  Aa^l .  1,0p«-« ....  ^«+«-1 . 1,0p  +  Aa^n)' 

lo  der  dritten  Reihe  fehlt  das  erste  Glied  if.il«.  l,Op^.  Zählt 
man  dleaes  der  Vervollständigung  wegen  sa  und  ab  nnd  acbeldet 
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das  ScbloMglied  der  dritten,  M,Aa-^n,  aas»  so  kann  mat  dit 
dritte  und  «rate  Raibe  im  ciae  TerelDigea  omi  aian  erbSlt: 

SRn 

--iC£J«.l,Q|>«-i  +  /^a+i  .1,0/?«-«....  Ja-Hi-a.l,<)p  +  ^«-«] 

Scheidet  man  nan  den  Factor  l^Op  aus  der  eratea  Reihe,  m 
vereinigen  aicb  beide  Reiben  und  es  entatebt: 

X  [Aa.  1,ö!p»-^  +  J#fi.  UOp^-"^  +  . . A^-%A,Op  +  A^^i] 

'^K(Am.hOp^—A^). 

Da  noD  • 

(2?a + K)  1,0p  -  ir=Ä.i,C!p-ftOi».  Ä=  ^'^^^^y  "^^^ 

iat»  ao  argilil  alcb  bierana  für  die  Barecbnung  dea  Staadee 
Reaenre  am  Ende  dea  wlea  Jabrea  folgende  sehr  prektiaebe  ForaMi: 

7)  ÄÄ«-  jgg  

^KiAuAfti^^A^l 

Zugleich  hat  man  hieraus  lür  den  Staad  der  Reserve  um  £jwie 
dea  (tt-l-l)tea  Jabrea: 

^K.lAa.hQp^'-A^n+ll. 

uad  man  kann ,  wie  aus  der  Vergteichung  von  No.  8)  bervoigekt, 
dea  in  der  Reihe  von  ?io*  7)  gefundenen  Werth  benutzen»  thi 
mit  Ifip  mnitipliciren»  biexn  ilof«  aablen,  dann  mit  dem  voig»- 
acbriebenen  Factor  verbinden  und  lelcbt  dnrcb  Anacbtnw  d« 
negativen  Gliedaa  in  No.8)  von  dar  .Raaerve  dea  Torjahief  mf 
die  dea  folgenden  übergeben« 

Benutzt  man  nun  die  Gleichung  zur  Berechnung  des  obeo  an- 
gegebenen Falles,  80  ist  der  Bestand  der  Reaerve  am  Ende  des 
vierten  Jabrea  fflr  ein  Alter  veo  ^  Jabren  naeb  der 
baUatafal  von  Nerfthampteni 
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9>   ÄÄ4=^^?^i^^— (40a^3H35J,03H^.l,03+25) 

»100(40. 1,03«  — 30) 

= 22,467  (43,70908  +^37,131 5  +  30,9  -f-  25)  - 100(45,020352—20) 
=:3072«1Ö061  -  2502,0362= 570J154* 

lan  kftnii  fibrlgen»  racb  dltte  Methode  ganz  allgemein  beDutBen» 
renn  man  die  oben  sor  Eweiten  Methode  gemachte  Bemerkong 

»eräcksiclitigt. 

$.  99. 

Forteetsnng. 

Vierte  Methode.   Diese  Methode  beruht  auf  der  Gleichung 

^0.1)5.94.  und  dient  zugleich  dazu,  die  Richtigkeit  der  bisher 
iiiliieluiulenen  IVlethoderi,  so  wie  das  über  die  Berechnung  der 
V  ergütung  aus  dem  Reservefonds,     96.,  Gesagte  zu  bestätigen. 

Ste  besteht  darin,  dass  man  von  dem  Bestand  der  Reserve  des 
^oijabra  allmfilig  auf  die  der  folgenden  Jabre  fibergebt,  wie  die  Formel 

verlangt,  und  ist  der  Anlage  nach  ganz  allgemein,  wie  ana  dem 
ftbalt  dieser  Gleichung  hervorgebt.  Man  erhält  dareb  ihre  Ao- 
vendnng  die  Bestände  der  Reeerve  auf  mehrere  Jahre. 

Soll  hiernach  die  Reserve  fflr  das  Alter  von  80  Jahren  nach  der 

l  atel  von  INorthampton  auf  die  folgenden  zehn  Jahre,  also  bis  zum 
^ten  Jahre,  wo  die  Versicherong  von  100  spätestens  gezahlt  wird, 
gerechnet  werden,  so  ergibt  sich  hieraus  folgende  Zusammenstellung : 


^tes  Jahr.  Snmme  der  Beiträge:  40.10,9   756 

Zins  an  3  Proeent  binso   22,68 

5^68 

5  Versieherungen  sa  100  ab   800 

Sl  „     „      Reserve  des  ersten  Jahres  *^^B8JB 

Snmme  der  Beiträge:  35.18^9   f>(>I,5 

Zins  hinzu  '   28,21 

968,39 

5  Versicherunjren  ab  .   500 

B  „     „      Reserve  des  zweiten  Jahres   46H;;9 

i^amme  der  Beitr%e:  30. 18,9   567 

1035,39 

Zins  binsu   31,06 

106M5 

5  Versicberoogen  ab   600 

^  f,     ,     Reserve  des  drittall  Jahres  Q0O;i5 
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83stes  Jahr.    Reserve  des  dritten  Jahres   566,45 

SttDime  der  Beiträge:  ^.18^9   472.5^ 

1038,95 

Zliw  hinsn   ^3T  .16 

1070,11 

6  Versicberongen  ab   500 

84  I»     n     Restnre  des  ylerten  Jahre«   STO^tl 

Samme  der  Beiträge:  20.18j9   378 

Zins  binaa   2M4 

976,56 

4  Versicherungen  ab   4QQ 


86  I»     9      Reserve  des  fünften  Jahres   576,55 

Summe  der  Beiträge;  16.1^9   302,4 

*  b78,ü5 

Zins  hiosD   26,37 

4  VersicberoDgeD  ab   400 

86  „     „     Reserve  des  seehsten  Jahres   606j33 

Summe  der  Beiträge:  12JM   226^ 

Zins  hinan   21,96 

754,08 

3  Versicherungen  ab   300  ! 

^  M     w      Reserve  des  siebenten  Jahres   454,08 

Summe  der  Beiträge :  9. 181,9   170,1  i 

624,18  ' 

Zins  hinan   18,73 

2  Versiebemngen  ah  .  .    200 

86  w     n      ReaerTe  des  achten  Jahres  .......  442;91 

Summe  der  Beiträge:  7.18,9   132^3 

8^51 

Zins  hinzu   17,^ 

ö  1^2,47 

2  Versicherungen  ab   200 

89  1»     w      Reserve  des  nennten  Jahres   392,47 

Summe  der  Beiträge:  5*  18^9   94,5 

486,97 

Zlps  hinan  '  14,61 

001,38 

5  Versiebemngen  ah   500 

00  M    t9     Resarre  des  sehnten  Jahres  .  .  •  .  . 
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Von  liier  an  ist  die  (je4>ellschaft  geschlossen.  Der  Ceberscbusö 
in  dem  kleinen  Betrage  von  1,58  rührr  davon  her,  dass  die  Bei- 
träoe  mit  18^9  statt  18>89....  der  Kürze  wegen  in  Kecbnuqg  ge- 
noninten  wurden. 

Diese  Rechnung  gebt  von  der  Voraaseetenng  aus,  daes  alle 
eingetretenen  Mitglieder  eieh  mit  gleichen  Summen  betbetligen. 
Diese  BeecbrSnkung  Ist  jedoch  leicht  zu  entfernen.  Man  kann 
nämlich  nach  dieser  Rechnung  auf  jede  beliebige  Versicberungs* 
summe  für  das  einzelne  AÜtglied  Übergeben,  wenn  man  die  Ressr^e 
eines  bestimmten  Jahres  auf  die  Versicherungssumme  100  zurück- 
fährt und  ▼on  der  so  erhaltenen  Quote  auf  die  entsprechende 
Groisse  in  der  Reserve  übergeht,  was  leicht  geschehen  kann,  da 
die  Versicherungssummen  zu  einander  in  demselben  Verhältnisse, 
wie  die  Beiträge  stehen. 

Soll  hiernach  der  I)e8tand  der  Reserve  des  vierten  Jahres, 
worin  noch  20  Mitglieder,  also  auch  20  Versicherungssummen  in 
je  100  vorhanden  sind,  bestimmt  werden,  wenn  ein  Mitglied  mit 
500,  ein  zweites  mit  300  und  die  fibrigen .  mit  je  100  versichert 
sind,  so  beträgt  die  Reserve  dir  je  100: 

■ 

5^  =  28,5055. 

f(dglicb  für  eine  Versicherung  von  500:  142,5275, 
„     „  „  300  :  85,5165, 

18  Versicherungen  von  100;  6\Zjm 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgende  Weisf^.  In 
der  Bank  sind  26  Hundert  statt  20  unter  den  angegebenen  Bedin- 
gungen versichert.  Die  Reserve  miiss  sich  daher  in  gleichem 
Verb&ltniss  hoher  steilen.  Die  Reserve  des  vierten  Jahres  be* 
trigt  daher  in  diesem  Falle: 

iS«  =  ^.570,11=741,143. 

Werden  in  dieser  Weise  Reservetabellen  für  die  verschiedenen 
Altersklasse!»  von  den  Gesellschaften  angelertigt  und  angelegt, 
M  wird  hiedurch  die  Berechnung  der  Reserve  ungemein  erleich- 
tert werden. 

Die  Berechnung  des  Stcindes  der  Reserve  für  die  FÜnzahiiing 
einmaliger  Einkautssuinnien  ergibt  sit  li  nach  der  vtrrt* d  Metftode 
noch  einfacher,  weswegen  sie  nicht  besonders  hier  durch« 
getabrt  wird. 

Theil  XlCXVm.  21 
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§.  100. 

Berechnung  der  V  ergütung  im /'alle  i\et»  Au«$tritU. 

Diese  VergOtong  berechnet  sich  nach*  §•  96.  leicht»  indem  der 
so  Tiefte  Theil  der  Reserve  za  vergüten  ist,  als  die  ▼ersieherte 

Summe  des  austretenden  Mitgliedes  von  der  Gesamrot- Verhiebe- 
runijssnmme  beträgt.  Hiernach  berechnet  sich  die  zu  gewährende 
Vergütung  aus  dem  Rei<iervefondä  für  100  nach  99.  im  vorli^ 
genden  Falle  för  den  Schluss 

des  4ten  Jahres  auf  ^^—  =  28,505  

576,55   '  ^ 
„  oten      „      „  =dO,C», 

505  32 

*>  6ten  „  »>.  12  "=42,11, 
M  7ten      „      „  ^5^= 50.49. 

U.    S,  Wm 

Nach  der  von  der  Gethaer  Bank  angenommenen  Methode 

trägt  die  Reserve  des  4ten  Jahres  28,505  Procent  von  der  Vtr- 

sicherungssLimme.  Es  vvürden  also  nach  dem  Wortlaut  der  in  §.  96 
gegebenen  \  ori^chrift  55  Procent  von  der  auf  die  Vere»icbenißg 
treffenden  8umme,  also: 


im  fünften  Jahre 


-^QQ —  15^759 


u.  s.  w.  ausgezahlt  werden. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  die  Bank  sich  gegen  mögliche  Aas- 
falle zu  decken  sucht,  diese  Absicht  küuote  aber  sachgeroäs>er 
durch  Abzug  liestimmter  Procente  erreicht  werden.  Da  aher 
Gesellschaft  durch  den  Sicherheitsfonds  gegen  mögliche  Au^iaüß 
schon  ^^edeckt  ist,  so  dürtte  auch  hieiür  keine  besondere  Befurrh 
tung  vorliegen,  denn  eine  Gesellschaft  gewinnt  gerade  dadurch  au 
Vertrauen,  dass  sie  die  Ansprüche  ihrer  Mitglieder,  auch  im  Falle 
des  Austritts,  in  vollem  Maasse  anerkennt  und  befriedigt. 

Dass  aber  der  Austritt  eines  Mitgliedes  nicht  oothwendig  auf 
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Verlust  Tür  die  Casse  führt,  lässt  sich  nach  der  hier  autgenteliteri 
iiecbnungsiveise  dadurch  zeigen,  dafin  man  im  Falle  des  Austritte 
etner  Person  die  volle  Vergütung  in  Ausgabe  nimmt  und  dann 
für  die  noch  ubri<i^  hleibendeii  Mitglieder  die  Rechnung  fortsetzt. 
Nur  bei  ungänstigen  Annahmen  wird  sich  ein  Ausfall,  jedoch  kein 
bedeutender 9  berausatellen,  wie  sich  dieaa  bei  Durchfabrung  der 
Rechnung  and  biBti  jinoahme  Terschiedener  MOglichlcelten  leicht 
zeigen  wird. 

4 

g.  101. 

Werthbestimniung  halbjährlicher  und  vierteljährlicher 

Beiträge. 

Einzelne  Versit'henmgsijesellschaften  gestatten  halbjährliche 
und  vierteljährliche  (beitrage,  und  zwar  entweder  in  der  Weise, 
(lass  der  jährliche  Hi  itrau  den  Z»  itlristen  entsprechend  in  gleiche 
Theile  getheilt,  die  erste  Zahlung  ohne  Zins,  die  folgenden  aber 
mit  Zinszuschlag  gemacht  vrerden;  oder  dass  statt  des  jährlichen 
Beitrags  gleiche  halbjährliche  oder  vierteljährliche  erhoben  werden. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Sache  ganz  einfach.  Im  zweiten  Falle 
ergibt  eich  der  halbjährliche  Beitrag  auf  folgende  Weise.  Nennt 
man  den  halbjährlichen  Beitrag  den  gatiBjährigen  den 
Zinefosa  abso  den  balbjährlich«a  ^s8|i|,  so  bat  man,  da  die 
halbjährlichen  Beiträge  gleich  sind : 

uiitl  hieraus :  , 

»a  O.Opi 


1) 


Wird  der  vierteljährliche  Beitrag       \\\n\  der  viertel  jährliche  Zins 
•=  pi  gesetzt,  so  ergibt  sieh  in  gieicher  Weise:  • 

^^^IM"*  l,Op,«  +  l,(^p,» 

und  hieniiia: 

Man  kann  zwar,  wie  dieas  in  Lehrhfichern  geacbieht,  den 

21» 


Digitized  by  Google 


320  Oe$tinger:    Weif  er  e  Ausfii  Annig  der  politischen  Arithmetik. 

Vierteljahr iic hei)  Beitrag  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
bestimmen.   Dann  entt»teht  für  Pi=ip'' 


und  hieraus: 
3)  Ä4= 


1  1 


Nach  den  im  ersten  Kapitel  aufgestellten  Grunds&tzen  erscheint 

aber  diese  Darstellung;  nicht  richtig,  obgleich  die  hieraus  sieb 
ergebenden  Wertlie  nur  uubeileuteiid  von  den  aus  No.  2)  folgen- 
den tliiieriren  werden. 

Setzt  man  in  den  hier  gefundenen  Formeln  />  =  4,  so  bestimmt 
sich  der  halbjährliche.  Beitrag  bei  einer  Versicherung  von  KKK)  für 
einen  40jährigen  Mann  nach  ßrune's  Tafel,  wenn  ^40^^^^ 
In  Mo.  1)  gesetzt  wird : 

^        28.830.0,02  28,836  ^^m^. 

V       ^«—1,02(1  — 1,02-2)  - 1,02. 1,9415609  ' 

der  vierteljährliche  bestimmt  sich  nach  No.  2)  zu : 

-2S.8:ffi.O,OI  28,836  „^^.^j 

'>)       />4—  iji^i (I  .  1,01-*)  ~  1,01 .3,fl01«6e6~      '  • 

Au8  No.  3)  würde  man  erhalten : 

fi,      n  -  ^  28,836 

*  + 1,01 +  1,02  +  1,03 

Hieraus  bestätigt  sich  die  obi^e  Bemerkung,  dass  der  Unter* 
schied,  welcher  nach  den  Gleichungen  No.  2)  und  No.  3)  hervor- 
treten mnss»  unbedeutend  ist  und  sich  erst  in  den.  zwei  letzten 
Deciroalstelten  zeigt. 

Bei  grossem  Summen ,  die  jedoch  nach  den  Statuten  der  Ge- 
sellschaften bestimmte  Grenzen  nicht  überschreiten  dürfen,  wird 
dieser  Ünterj*chied  bemerkbar  hervor  treten.  Betrügt  die  Ver- 
sicherung 20000,  die  höchste  ver.^icherbare  Sunmic  in  der  Wiener 
Bank,  «o  ist  nach  No.  2)  der  vierteljährliche  Beitrag  bei  4  Pro- 
ceut:  ^4=  146,342  fl.  =  146  t!.  21  kr.;  nach  No.  3)  ist  derselbe: 
— 146,304  fl.  —  146  fl.  18  kr.,  und  ist  daher  erst  in  den  Kreu- 
zern zum  Nacbtheiie  der  Hank  verschieden.  Bei  huberm  Ziusfuss 
würde  der  Unterschied  etwas  stärker  hervortreten. 
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h   Tafel  der  Leibrenten  und  LebeosTersicherangeii 

nach  der  SterblichkeiU-Ordnung  voo  Northan^p- 
ton, 

2.  Tafel  der  Leibreoten  ond  LebensTerBicherangeii 

nach  Deparcieux,  berechnet  von  Hattendorf. 

3.  Tafel  der  Leibrenten  nach  der  Sterblichkeilstafel 
▼on  Finlaison«  berechnet  .von  Martin  Kasten 
in  Fraukiurt.    Für  Männer  und  Frauen. 

4.  Tafel  der  Leibrenten  und  Lebensversicherungen 
nachJBrane,  berechnet  von  Hattendorf«  Für 
Männer  und  Frauen. 

Die  eiomaligen  Cioliaufesttnimen  für  LebeDSTeraieheniiigeii  be- 
rechnen sich  aus  den  Leibrenten  nacb  den  In  den  $§.  82.->-84. 

angegebenen  Gleichungen ;  die  jährlichen  Beiträge  (Prämien)  für 
Lebensversicherungen  aus  den  in  den       8j.—- 88.  angegebenen. 


* 
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Zahl  der 
liebenden. 

II* 


G^egenw&rtiger  Werth  einer 
Lmbrente  ton  1. 


8  Proc. 

Zr«.  ' 


4  Proc 


Jährlicher  Beitrag  (Prä- 
mie) für  eine  LebcnS' 
Tenidierang  von  100. 

8  Proc. 


J1650 
865U 
7^ 

6781 
6446 
6249 

eo6ö 

51125 
5815 
5735 
5675 
56-23 
5573 
5523 
5473 
5423 
5373 
5320 
5262 
5199 
5132 
5060 
4985 
4910 
4835 
4760 
4685 
4610 
4535 
4460 
4385 


16^021 

18,599 
ll»,575 
20,210 
20,473 
20.727 
20,858 
20,885 
20,812 
20,663 
20,480 
20/288 
20,081 
19,872 
19,657 
I9,m 
19,218 
19,013 
18,820 
18,638 
18,470 
18,311 
18,148 
17.983 
17,814 
17,642 
17,407 
17,289 
17,107 
16,922 


J3,465 

15,633 
16,462 
17,010 
17,248 
17,482 
17,611 
17,662 
17,625 
17,523 
17,393 
17,251 
17,iai 
16.950 
16,791 
16,625 
16,462 
16,309 
16,167 
10,U*i.J 
15,912 
15707 
15,680 
15,660 
15,438 
15,312 
15.18-4 
15,053 
14,918 
14,781 


1,879 
1,879 
1.879 
1,879 

hm 

1,879 

1,879 
1,929 
1,983 
2,033 
2.083 
2,133 
2,179 
2,225 
2,267 
2,312 
2,354 
2,403 
2,450 
2,504 
2,554 
2,612 
2,671 
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5 


Alter. 


IT 

35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 

H 

55 

56 
57 
58 
59 

eo 

61 
61 

63 
64 
65 


Zahl  der 

Lebenden. 


G^envvftrti^er  Werth  einer 
Leibrente  von  l. 


3  Proc. 
La» 


4  Pn>c. 


J  ährlicher  Beitr&jj  (1 
mie)  Ar  eiiie  Ldbcu' 
yerBicliemng  tob  IM 

3  Piroc. 


4310 
4235 
4160 
4085 
4010 
3935 

3785 
3710 
3635 
3559 
3482 
3404 
3326 
3248 
3170 
3092 

mi 

2936 
2857 
2776 
2694 
2612 
2530 
2448 
2366 
2284 
2202 
2120 
2038 
1956 
1874 
1793 
1712 
1632 


16.732 
16,540 
16»343 
16,142 
15,938 
15.729 
15,515 
15,298 
15,075 
14,848 
14,620 

14,391 
14,162 

13,929 
13,692 
13,450 
13,203 
12,951 
12,ö'j3 
12,436 
12,183 
11,930 
11,674 
11,414 
11,150 
10,882 
10,611 
10,337 
10,058 
9,777 
9,493 
9,205 
8,910 
8,611 
8,304 


14,639 
14,495 
14,347 
14,m 

14.039 

u.mo 

13,716 
13,548 
13,375 
13,197 
13,018 
12,838 
12,657 
12,472 
12,283 
12,069 
11,890 
1 1 ,685 
11,475 
11,264 
11,057 
10,849 
10,637 
10,421 
10,201 
9,977 
9,749 
9,516 
9,280 
9,039 
8,795 
8,547 
8,291 
8,030 
7,761 


2,725 

2,787 

2,854 

2,921 

2,992 

3,007 

3,142 

3,225 

3,308 

3,396 

3,487 

3,583 

3,68:3 

3,787 

3^ 

4,006 

4,129 

4,254 

4,392 

4,533 

4,675 

4321 

4,979 

5,142 

5,317 

6,504 

5,700 

5,906 

6,133 

6,367 

6,öl7 

6,887 

7,179 

7,492 

7,837 


Digrtized  by  Google 


(ler  peiitiachen  Arithmetik, 


«Mu  Oer 

Gegenwärtige 

r  Werth  einer 

t 

iL 

Leibrente  von  1. 

3  Proc.  ' 

1     4  Proc. 

uo 

7,994 

7,488 

0/ 

14/  L 

7,682 

7,2J  l 

uo 

1109 

7,367 

6,930 

1*119 

7»051 

6,647 

/ü 

6,734 

6,361 

71 

1  itco 

6,418 

6,075  1 

IL 

IÜ72 

6,103 

5,790 

71 

0,794 

5,507 

74 

/4 

5,491 

5,230 

79 

5,199 

4,962 

/O 

7K0 

4,925 

4,710 

77 

/  / 

ß7Ft 

4,652 

4,457 

/o 

nUJ 

4,372 

4,197 

70 

0o4 

4,077 

3,921 

ÖU 

40V 

3,781 

3,643 

fil 
Ol 

4uo 

3,499 

3,377 

ol'S 

3,229 

3,122 

98Q 

2,982 

2,887 

04 

Ol  4 

2,793 

2,708 

OO 

loO 

2,020 

2,643  j 

OO 

140 

^,462 

2,393  1 

III 

2,312 

2,251 

83 

2,185 

%131 

2,013 

1,967 

iA 

1,794 

1,758 

!tl 

1,501 

1,474 

92 

1,11)0 

1,171 

93 

16 

0,839 

0,827 

M 

9 

0,536 

0,530 

95 

4 

0,242 

0,240 

96 

1 

0,000 

0,000 

97 

0 

i  . 

mie)  für  eine  Lebons- 
versichomng  Ton  100. 

3  Proc. 


8,204 
8,604 


Digitized  by  Google 


396 


OeUiuger :    Weiler e  Ausfüluuug 


Tafel  der  ]«el1ireiiteii  nnd  üebensirevMtAeraiif 

nach  Deparcieux* 


2 


Zahl 
der 
Le- 
ben- 
den 


Gegenwirtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  1 


Jahrlicber  Bdtng  (Prtmie)  ffir 
eine  LebensversielLeniiig  von  100 


3  rroc. 

3j  Proc. 

4  Proc. 

3  Proc. 

34  rroc. 

4  rroc. 

r 

Jua* 

¥ 

Lda- 

16,7777 

I4,2(y79 

13,0474 

3,U477 

3,1552 

%27a6 

20,8134 

18,8636 

17,2138 

1,6717 

1,6527 

1.6412 

21,5327 

19,5209 

17,8167 

1,5254 

1,4914 

1,4&H.'{ 

22,0401 

19.9889 

18,^41)0 

1,4276 

1,3828 

I,:i48y 

2-2,4045 

20,3294 

18,5669 

1,3601 

1,3067 

1,2645 

20,5286 

18,7573 

1,3226 

1,2633 

1,2m 

22,7417 

20,6592 

18,8858 

1,2994 

1,2353 

l,18i6 

22,8066 

.  20,7317 

18,9621 

1,2879 

1,2199 

1,1633 

22,8305 

20,7676 

19.0058 

■ 

1,2837 

1,2123 

1,1524 

22,8291 

20,781 1 

19,0297 

1,2839 

1,2095 

1,1464 

22,7842 

20,7557 

19,0183 

1,2919 

1,2149 

1,149a 

22,6967 

20,6917 

18,9720 

1,3074 

1,2284 

U60(» 

22,5718 

20,59;i8 

18,8948 

1,3297 

1,2493 

M803 

22,4197 

20,4712 

18,7949 

1,3573 

1,2758 

1,2056 

22,2472 

20,3298 

18,0778 

1,3890 

1,3066 

1,2357 

22,0613 

20,1296 

18,5493 

1,4236 

1,3407 

1,2691 

21^736 

20^0204 

18,4190 

1,459> 

1,3756 

1,3034 

21,6919 

19,8702 

18,2936 

1,4942 

1,4099 

1,3369 

21,5166 

19,7257 

18,1734 

1,5286 

1,4433 

21,3477 

19,5872 

18,0587 

1,5621 

1,4757 

1,4008 

21,1860 

19,4551 

17,9500 

1,5947 

1,5071 

1,4309 

21,0276 

19.3262 

17,8443 

1,6271 

1.5381 

j,4ö05 

20,8690 

19,1971 

17,7;i84 

1,6601 

1,6696 

1.4005 

20,7101 

19,0677 , 

17^25 

1,6035 

1,6015 

l,5-208 

20,5509 

18,9382 

17,5265 

1,7276 

1,6339 

li6516 

20,3916 

18,8086 

17,4206 

1,7621 

1,6667 

1,5825 

20,2322 

18,6790 

17,3148 

1,7972 

1,6999 

1,6139 

20,0728 

18,5495 

17,2093 

1,8328 

1,7336 

19,9053 

18,4127 

17,0971 

1,8708 

1,7696  j 

1,G796 

19,7294 

18,2680 

16,9778 

1,9114 

1,8083 

1,7163 

19,5446 

18,1152 

16,8509 

1,9548 

1,8498  1 

1,7558 

O|10000 

1  7450 

2  7088 
36823 
46618 
56468 
66345 
7  6243 

6154 
6073 
106004 
5946 
5897 


8 
9 


11 
12 


-  13  5854 


14 

15 


5815 
5778 
165740 
175699 
185655 
195608 
205558 
21  5506 
225453 
235399 
245344 
25  5288| 
265231' 
275173 
285]16i 
205060 
305005! 


Digitized  by  Google 


der  jioiUischeH  Ariihmeiik,  3^7 


IZahl 
der 

Gegenwirtiger  Werth  einer 

JihrUeher  Beitrag  (Prämie)  für 

Le- 
ben- 

den 

Leibrente  TOn 

1 

eine  Lebensrorsicherung  ?oii  1 00 

3  Froc. 

3|  Proc. 

4  Proc. 

3  Proc. 

3i  Proc 

4  Proc 

.  J  (7  . 

La 

La. 

1    4  i  k  1 

1  4lbl 

19,3505 

17,9537 

16,7161 

2,0013 

1  8944 

24897 

19,1508 

17,7870 

16,5765 

'>0500 

1  9412 

54844 

18,9412 

17,6110 

16,4281 

2.1021 

1.9915 

1^17 

»4792 

18,721] 

17,4262 

16,2707 

2J581 

2.0457 

I  94ill 

>(4740 

18^942 

17,2329 

16,1071 

2  2171 

2  loao 

1  UQQ/i 

)4o8o 

i8,mi 

17,0339 

15,9372 

2  2794 

r4o37 

18,0151 

16.8240 

15,7570 

2.3464 

9  9988 

9  |9lP^ 

5.4587 

17,7578 

lti,0026 

15,5659 

2,4185 

2  2993 

&I4538 

17,4880 

16.3692 

15,3634 

2.4963 

23757 

D|4490 

17,2062 

16,1233 

15,1487 

2.5803 

2.4584 

1  4441 

16,9169 

163717 

14,9285 

2.6687 

z4o92 

16,6188 

15,6105 

14.6988 

2  7631 

2  6386 

i;4j42 

16,3145 

15.3429 

14,4628 

2  8629 

2.7372 

9  f^9 1  n 

l{4291 

16,0036 

15,Üü87 

14,2201 

2  9685 

2,8416 

9  7911 

54239 

15,6859 

14J8T4 

13,9703 

30805 

2  9525 

64186 

16,3611 

14^4987 

13.7131 

3.1995 

3.0705 

9  QRnK 

71413^ 

14,2023 

13,4480 

3  3-262 

3.1963 

1  #V7>^9 

BI4077 

14,6884 

13,8977 

13,1746 

3  4615 

3  3308 

914021 

14.3397 

13,5844 

12,8924 

3.6064 

3  4750 

13,9823 

12,6009 

0,  /  U  J  Vf 

13905 

13,6193 

12,9336 

19  3029 

3.9276 

3  7952 

«3843 

13,2542 

12,6023 

12,0015 

4.1028 

39701 

V,  Va  VB 

3I3777 

12,8904 

12,2713 

11,6996 

4  2866 

4  1534 

J  A9C| 

43707 

12,5279 

11,9406 

11,3974 

4  4795 

4  3460 

A  99ni 

53031 

12,1738 

11,6172 

11,1014 

4  6782 

4  5441 

/l  /l  ITA 
4,4 1/4 

613350 

11,8251 

11  >981 

10,8088 

4  8846 

4  7497 

7:3465 

11,4786 

10,9804 

10,5170 

5.1011 

49653 

013377 

11,1311 

40,6609 

10,2226 

5,3307 

5,1940 

5,0644 

913286 

10,7826 

10,3396 

9,9260 

5,5745 

5,4370 

5,3063 

03191 

10,4366 

10,0201 

9,6303 

5,8312 

5,6927 

5,560<> 

1  3092 

10,0939 

9,7028 

9,3362 

6,1013 

5,9617 

5,8285 

9,7514 

0.3^50 

9,0409 

6,3885 

6/2476 

6,1131 

32885 

9,4095 

»  9,0670 

8,7448 

6,6940 

6,5618 

6,4157 

i42778;  9,0661 

8,7468 

1  8,4448 

7,0227 

6,8792 

6,7416 

1512669 

1  8,7183 

t- 

8,4216 

8,1413 

7,3772 

7,2323 

1  7,0931 
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328 


Oettiuyer:   Weiitre  Ausführung 


der 

Gegenwärtiger  Werth  einer 

Jährlicher  Beitrag  (Pränue)  für 

• 

Lc- 

Leibrente  von 

i 

eine  LebensTersichenmg  von  luO 

ben- 

ilen 

^  Pioc. 

4  Proc» 

8  Froe* 

3(  Fro& 

«hoc. 

L.. 

Lta» 

66 

^>559 

7  7fi  .l/l 
/ ,  / 044 

/,4/n 

67 

2448 

8b0076 

7,7539 

/,OI«IO 

8,1891 

8,0418 

aa 

2336 

7,6433 

7.4101 

7,1866 

8,6671 

8,5089 

m 

2223 

7,0593 

6,8562 

9,1/(99 

7U 

itl  Ad 

6,7013 

t\  "»ISO 

71 

1993 

0,J>10I 

6,3395 

7-2 

1874 

0,  l«j/0 

5,9780 

.>,~  _«)>) 

7a 

1749 

5,6295 

1 1  7fi9r( 

74 

1617 

5,3060 

u,l01V 

10  if^ftO 

75 

1479 

4,OdlO 

4.00/0 

4,1/  —  ^/ 

J4,Uoi>Z 

76 

1337 

4,/2ul 

77 

1198 

4,4597 

Iii  O/lA'i 

78 

1064 

4,^014 

4,11)51 

ifi  rt> Iii 

Jü,Ol>/ 4 

15  7166 

79 

936 

4  AI  Ott 

3.9356 

3  8610 

17 

1A  fi7<11 

Iii  7>^7 

80 

812 

3,6054 

Ifi  n?A9 

1*^  (11 IC^ 

17^SMi 

81 

697 

3,4558 

10  O^lAtt 

82 

590 

3,2255 

O,  1  i  Alf 

ZU,4D4^ 

Al,Ib044 

•M)  1179 

83 

492 

3,0033 

Ol  f»077 

84 

404 

2,7855 

4ut> 

ZO,Ut>4\l 

85 

327 

2,5619 

86 

261 

2,3220 

87 

206 

2,0450 

;>Q  11911 

zy,44>yo 

88 

159 

1,/uUo 

1,7422 

i  ,  i  ^  «11' 

•>>,t>uyu 

89 

117 

1,4646 

1,4504 

37,6612 

37,4272 

37.1'HVi 

90 

80 

1/2063 

1,1955 

1,1849 

42,4120 

42,1656 

4I,9-21ö 

91 

50 

0,9880 

0,0796 

0,0717 

47,3804 

47,1284 

92 

28 

0,8172 

0,8109 

0,8047 

52,1170 

51,6399 

51«S657 

93 

14 

0,6834 

0,6785 

0,6737 

56,4896 

56,1939 

05.9014 

94 

6 

0,6425 

0,6387 

0,6349 

57,9689 

57,6432 

57,3-211 

95 

3 

o,;iia6 

0,3221 

0,;V205 

72,6377 

72,2577 

7i,86;!Ü 

96 

1 

0,0000  1 

0,0000 

0,0000 

97,0874 

96,6183  { 

96^15^ 

! 

Digrtized  by  Google 


der  jwitiUeken  AtUHmetilL 


von  Ffnlaison  bei  3  Pmeent. 


Fraaen. 

Zfthl  der 
labenden. 

< 

Zahl  der 
Lebenden. 

1000 

«  23,8867589 

A 

V 

lUUV 

1 

081 

24»0299304 

1 
1 

«Pol 

963 

24,1642083 

z 

007 

/4,/oyo9o7 

949 

24,21 1 1 133 

o 

ö 

24,30 13643 

4 

937 

24,2iob2o3 

927 

24,1679633 

0 

yoo 

24,2917724 

E 

919 

24,0707323 

0 

24,2637066 

ES' 

912 

23,9452446 

7 

919 

24,1819783 

8 

906 

i3,790I  ido 

8 

913 

24,0711228 

9 

901 

61)40848 

n 
U 

yuo 

23,92y7o3o 

10 

896 

23,4121304 

10 

00  "TO  i  4  KOO 

tt 

891 

2o>2I4Uooo 

II 

fiQQ 

^o,oUt)D77o 

12 

ODO 

!«0,U09oaUo 

12 

cKfO 

43,4235478 

13 

ool 

13 

AA  AAWOAC£ 

2o,2U7o965 

14 

876 

11 

00» 

00  noooi*o<» 

2o,üöo3o2o 

872 

21,3300193 

04   4  OO  •  Ol»  rr 

15 

1 1# 

16 

IG 

866 

OiO 

2^71UUoUo 

17 

860 

20,907jooo 

17 

Q'7A 

2^,0027031 

18 

854 

OA  COi>  1  1  1  O 

2u,6ooilid 

Ift 

1 

IQ ' 

i 

oDa 

22,4177025 

19 

846 

CAOI9CJ 

20,o0ol764 

AA  Al^AACe  J 

22,2790554 

20 

837 

20.3505551 

040 

22,1639123 

21 

827 

20,2145312 

21 ' 

22,UlaD4oo 

22, 

816 

20,1016419 

22' 

834 

21,8697638 

23 

804 

20,0i:)l37l6 

23; 

827 

21,7165228 

24 

793 

'  19,9000739 

25 
26 

820 

21,5589651 

25 

782 

19,7853983 

813 

21,3966148 

26 

771 

19,6679728 

805 

21.2578548 

27 

761 

19,5242146 

27' 

798 

21.0876570 

■JS 

751 

19.3777164 

28 

791 

20.9125015 

29 

742 

19,2011388 

29 

784 

20,7321970 

30 

732 

19,0473528 

30 

777 

20,5464276 

Digitized  by  Google 
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^0  0  €  Hinge  r:    Weitere  Amführung 


Für 

M  ä  11  u  e  r. 

Für 

Y  r  a  u  e  u. 

Alter. 

j  Zahl  der 

1  Lebenden. 

\ 

Y  -**         ^  - 

Alter. 

Zahl  der 
Lebenden. 

iiciDreiiic* 

31 

►  72o 

31 

<  <U 

OA  QcCCQOnC 

a2 

714 

lo,b7o7o22 

O  A 

32 

7bo 

On  4XOOO'7T 

33 

705 

lo,47uyoou 

33 

755 

iy,yoouy4i 

ai 

696 . 

lOi^oOOoOo 

34 

74o 

4  A  IVTCfW^  J^ 

VW 

687 

18»075112o 

35 

740 

JA  iCOOAAAA 

I9»5oo6606 

17,8367168 

36 

732 

19,3968265 

670 

17,6186038 

37 

724 

19.1994907 

38 

17,oob4ooU 

38 

716 

lo,yyo4oU5 

39 

653 

17,l«jy91b9 

39 

i\}o 

4  Q  TOT  A  4  4  O 

40 

644 

16,o9464dO 

40 
41 

iüü 

tcS9bliSi94 

4  Q  Q<10£0AJ 
JQ  JOAICKWI 

41 

42 

636 

16i620o710 

DVO 

627 

lb,ob47Uo9 

42^ 

Do5 

43 

619 

lb,U7o4yoo 

43 

D<  < 

44 

610 

io,Tyyyooi 

44 

bby 

<4>7  (*4  i*\ti4fl 
1  t  ,01  l4t510 

45 

602 

io,4yu2^oi 

45 

bbl 

4  T  Q  r n  4  OA  < 

46 

594 

46 

oe.  J 

'  654 

586 

J  J  OOOA J  AO 

47 

n  An 

646 

lOiallllVao 

48 

578 

4  J  Jn4  AiWJ 

l4,49iyUUi 

48 

638 

Jfi  Kf^OJflVi 
iDjdd/lüff  1 

49 

570 

49 

bol 

50 

tiü.  1 
5ol 

10,7971  n4y 

50 

£>AO 

623 

io,yu<-6Uju 

51 

51 

oio 

10,07.6boy4 

52 

JO  JAJ  J£Oil 

lo»i  014624 

52 

DUO 

4  ft.  O  JfiQVÜO 
ld924oDlOO 

53 

53t 

12,7740532 

53 

601 

143802765 

54 

520 

12,4356020 

54 

593 

14,5428501 

55 

i>Uo 

55 

4/14  QQO'VQA 
14.1000100 

56 

56 

OiO 

lo,oo77714 

57 

Jon 

482 

Ilf4o4l20o 

o7 

Duo 

,li>A45oo494 

58 
59 

46p 

JJ  JOnJAAÜ 

10,o7oi47U 

58 

JO  AOAOfiQC 

13>0o0963o 

454 

59 

049 

60 

j  iA 

440 

l0,555bö4o 

60 

00  y 

4  O  O  A  ATCO  4 

12.o4z7boi 

61 

426 

10,2296620 

61 

529 

11,9533683 

62 

413 

9,8682t  10 

62 

519 

11.5491940 

63 

399 

9^206979 

63 

506 

1U532533 

64 

385 

94630171 

64 

496 

1OJ657830 

65 

370 

83206303 

65 

484 

10,3636841 
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4er  pstiiüscAeu  Arithmetik* 


331 


1?  A  w 

j}  ur 

AI  &  u  n  e  r. 

r  ur 

j:  r  a  u  e  D. 

Alter. 

1 

j  Zahl  der 

I 

1  Lebenden. 

Leibrente. 

Alter.  ; 

i  ^ahl  der 

1 

!  Lobenden. 

Leibrente. 

355 

8,4691333 

DD 

471 

9,9692225 

vi 

339 

8,1349217 

D  4 

457 

9,5828641 

322 

7,8213377 

00 

443 

9,1822800 

305 

7,5049993 

428 

^7892113  , 

70 

288 

74864428 

70 

412 

84044563 

71 

270 

6,8955051 

71 

395 

8.02Ü1519 

•70 

253 

6,5796047 

i  '60 

377 

7,6648943 

235 

6,2960819 

%  0 

368 

7,3138276 

im 

218 

5,9908724 

7A 

339 

6,9554595 

19 

•  9 

9ft 

Iv 

.  185 

53645404 

7ß 

298 

6^17011 

77 

171 

4,9778547 

77 

4  4 

277 

5.9715542 

lÄ 
«o 

15Ü 

4,6201895 

7A 

255 

5,6815687 

7Q 

14t 

4,2650499 

7Q 

233 

5,4045667 

Ov 

125 

3,9553056 
3,6296053 

AI 

210 
189 

5,1763903 

Ol 

110 

4,9240910 

82 

95 

3,3287368 

82 

168 

4.7067905 

81 

3,0211070 

83 

149 

4,4650334 

68 

2.7066317 

84 

132 

44912ÖU5 

85 

56 

2,3852228 

117 

33704804 

86 

44 

2,1268108 

86 

103 

3,5284623 

87 

34 

ov 

86 

24 

1,6774441 

88 

76 

2,8670342 

89 

17 

1,4392011 

89 

64 

2,oUt>I412 

90 

tt 

1.2909466 

90 

52 

2,1777706 

Ol 

7 

■ 

1,0894892 

^^^^^^^^^^  B 

91 

41 

1,8449198 

4 

0,9638043 
0,3236246 

92 

30 

1,5970320 

3 

93 

21 

13499187 

84 

i 

94 

14 

1.0856243 

95 

0 

• 

95 

96 

8 
5 

0,9568378 
0,57681)87 

* 

97 
98 
99 

2 
1 
0 

0,4854369 

♦ 

1 

•9  
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V 


aa2 


Oeliinger :    Weitere  Ausfuhr uny 


Tafel  der  üeibrenten  und  IiebensverslelieramgeB 

f 

naeli  Brane  für  Männer» 


< 


Zahl 
der 
Le- 
ben- 
den 


Gegenwärtiger  Werth  einer 
Leibrente  Ton  1 


3  Proc. 

(i.). 


34  Proc. 


4  Proc. 
(La). 


Jabrlicber  Bdtrag  (Prione)  filr 
eine  Lebeiunr^chemng  toh  IM 


3  Proc. 
(&). 


3^  Proc. 
(Ba). 


4F10C. 


21,9260 
22  920-2 


23 
24 


27 
28 
29 

m 

31 

32 
33 
34 
35 


9144 
9ÜS5 
259035 
268964 

S9()3 
8842 
8780 
8717 
8653 
S587 
8518 
8445 
8369 


368391 


37 

38 
39 
40 
41 


8210 

8125 

8036 
7943 
7847 
437749 
4317649 
44  7546 


45 
46 
47 


49 
50 


7440 

;3io 

7316 


487097 


6973 
6845 


21,3823 
21,1626 
20,9357 
30,7038 
30,4667 
20,3341 
19,9736 
19,7147 
19,4496 
19,1778 
18,8993 
18,6159 
18,3297 
18,0427 
17,7528 
17,4574 
17,1585 
16,8582 
ltj,n562 
i  6,2526 
15,9450 
15,6310 
15,3104 
14,9850 
14,6544 
14,3206 
13,9833 
13,6443 
13,3035 
12,9588 


19,6899 

19,5075 

19,3183 

19,1243 

18,9353 

18,7309 

18,5089 

18,2888 

18,06-6 

17,8299 

17,5905 

17,3461 

17,0986 

16,8500 

16,5981 

16,3407 

16,0795 

15,8164 

15,5512 

15,2840 

15,0125 

14,7344 

14,4495 

14,159-1 

13,863/ 

13,5643 

13,3608 

13,9ä5] 

1 2,6470 

1 2,'>344 


18,3090 

18,0567 
17,8981 
17,7349 
17,5669 
17,3939 
17,2136 
17,0256 
16,8317 
16^6315 
16,4347 
16,3130 
15,9981 
15,7818 
15,5621 
15,3369 
15,1077 
14,8764 
14,6428 
14,4068 
14,1664 
13,9194 
13,6654 
13,4060 
i:i.l-J()9 
l2,s:Hi 

12,5980 
13^3316 
12,0433 
11,7582 


1,5552 
1,5995 
1,6462 
1,6949 
1,7458 
1,7^ 
1,8553 
1,9149 
1,9775 
2,0433 
3,1 127 
2,1853 
2,2GU8 
2,3387 
2,4199 
3,5Ü53 
3,5944 
2,6871 
2,7834 
2,8836 
2,9888 
3,1003 
3,2184 
3,3432 
3,4753 
3,6146 
3,7615 
3,9160 
4,0787 
4,2513 


1,4516 
1,4946 
1,5400 
1,5875 
1,6371 

1,7442 
1,8027 
1,8642 
L9291 
1,9975 
3,0691 
2,1436 
2,2206 
2,3008 
2,3851 
3,4733 
2,5649 
2,6602 
2,7593 
2.S6:55 

2,9739 
3.0911 

3,2149 
3,3461 
3,4845  I 
3,6306  i 
3,7843 
3,9460 
4,1178 


1,3597 
1,4013 
1,4454 
1,4915 
1,5398 
I,S90i 
1,6441 

i,:ü15 

1,7618 
1,8255 
1,89^ 
1,9634 

2.0368 

2,112; 

2,191/ 

2,2750 

2,3631 

2,4526 

2,3466 

2,6445 

2,7474 

3,8565 

2,97S6 

3,0954 

3,2253 

3,3628  i 

3,5079  I 

3,6604 

3,8212 

3,9919 
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äer  poiifiscAen  AriiAmeUk,  S33 


Zahl 

der 

Gegenwtrtigcr  Werth  einer 

JibrUeher 

BvUrag  (Primie)  Ar 

Le- 

Leibreute von 

1 

eine  Lebeusversicherang  von  100 

• 

i 

ben- 
den 

3  Proc. 

4  Pro& 

3  Proc. 

3|  Proc. 

4  Proc. 

* 

(««). 

  • 

a 

6714 

1 2,6080 

12,0152 

11,4671 

4,4360 

4,3017 

4,1750 

.2 

6579 

1  l,69(m 

11,1705 

4,()330 

4,4980 

4,3704 

•36440 

11,8927 

11,3612 

10^8681 

4,8437 

4,7082 

4,5798 

46-296 

114»96 

11,0278 

10,5613 

5,0685' 

4^24 

4^34 

6147 

11,1634 

10,6905 

10,2500 

5,3088 

5,1723 

5,0427 

6 

5992 

10,7957 

l(),oi>()8 

9,9358 

a,üü50 

5,4283 

5,2981 

7- 

5830 

10,4286 

10,0108 

9,(>203 

5,8374 

5,7003 

5,5697 

85662 

10,0601 

9,GH86 

9,3020 

6,1288 

5,9916 

5,^;607 

Ö5487 

9,61^4 

0,3262 

8,0826 

6,4398 

6,3025 

61,1713. 

»)5304 

9,3376 

8,9856 

8,6643 

6,7701 

6,6327 

6,6013 

;i'5]12 

8,9683 

8,6494 

8,3403 

7,1192 

6,9817 

6,8499 

12 

4910 

8,6174 

8,3205 

8,0405 

7,4852 

7,3474 

7,2153 

Ö|4699 

8,2745 

7,9984 

7,7376 

7,8697 

7,7315 

7,5987 

1414481 

7,9373 

7,6811 

7,4385 

8,2764 

8,1377 

8,0042 

34258 

7,6036 

7,3662 

7;1412 

8,7104 

8,5712 

8,437(1 

;6j4032 

7,2707 

7,0514 

6,8432 

9,1/82 

9,0386 

8,9038 

173804 

6,9377 

6,7356 

(),543ö 

9,6855 

9,5456 

9,4103 

18  '»573 

(3,6078 

6,4221 

6,2452 

10,2318 

1(J,0917 

9.9561 

i9  3338 

(5,2852 

6,1148 

5,9523 

10,8139 

10,6736 

10,5377 

03100 

5,9708 

5,8147 

5,66o6 

11,4330 

11,2925 

11,1563 

1 

6,6683 

5,5255 

5,3880 

12,0837 

11,9428 

11,8059 

1 

m? 

5,3782 

5,2478 

5,1227 

12,7657 

12,6240 

12,4865 

3I2374 

5,1066 

4,98/4 

4,8729 

13,4631 

13,3i01 

13,ISII 

4 

2132 

4,8568 

4,7479 

4,6431 

14,1615 

14,0161 

13,8746 

5 

1895 

4,6282 

4,5286 

4,4327 

14,8551 

14,7059 

14,5607 

6i 

1667 

4,4190 

4,3282 

4,2406 

15,5409 

15,3864 

15,2357 

1 

1457 

4,3076 

4,1254 

4,0450 

16,2900 

16,1291 

15,9721 

8 

1269 

3,0750 

3,0023 

3,831 1 

17,1842 

17,0169 

16,8532 

9 

1103 

3,7115 

3,6467 

3,5^39 

18,3120 

18,1388 

1 7,1)692 

0 

954 

3,4199 

3,3639 

3,3094 

19,7122 

19,5337 

19,3587 

1 

817 

3,1132 

3,0654 

3,0190 

21,3994 

21,2159 

21,0359 

2 

689 

2,8023 

2,7621 

2,7230 

23,3873 

23,1989 

23,0139 

3 

568 

2,5012 

2,4678 

2,4352  ( 

25,6486 

Ü5,4548 

25,2642 

4 

2,2232 

2,1956 

2,1686 

28,1125 

27,9117 

27,7140 

5 

350 

1,9703 

1,9476 

1,9254 

30,7538 

30,5438. 

30,3o(>7 

ThcU  XXXVm.  92 
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884 


OitUnger:    WetUre  Ausführvng 


L^breuu  Ton  1 
3  Proc.   I  34  Pro".      4  Proc 


(La). 


(La). 


MvHober  IMlnir  (Prämie)  f&r 

eine  LcbensverBicherimg  Tcm  100 


3  Proc. 


3^  Proc 


4  Prot 


861  261 
187 


1,7215 
1,4748 
1,3366 
1,02-21 
0,8308 
0,6402 
0,4387 
0,2427 
0,0000 


1,7032 
1,4604 

1,0137 

0,8247 
0,6360 

0,2415 
0,0000 


1,6853 
1,4463 
l,Sfl47 
1,0055 

0,8186 
0,6318 
(y,4337 
0,2404 
0,0000 


33,8324 
37,4954 
41,7972 
46,5416 
51,7071 
58,0552 
66,5929 
77,5562 
97,0674 


34,3155 
30,9208 
41,6502 
46,277B 
51,4218 
57,7429 
66,2463 
77,1630 
96,6184 


33,393? 
37,«32ä 

4i,awi 

01,139?- 

57,4^44^ 

65,9034 1 
76,774-i ' 


BAeh  Braue  für  Frauen* 


Jl 


Zahl 

der 
Le- 
ben- 
den 


Gegenwärtiger  Werth  einer 
Leibrente  von  1 


3  Proc 


3j  Proc. 


4  Proc 
{La). 


Jährlicher  Beitrag  (Prämie)  für 
eine  Ijebensversichernnjx  von  IW 


3  Proc. 


3i  Proc. 


4  Proc. 


16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 

26187 
27 
28 
29 


10000 
9838 
968-2 
9533 
9392 
9260 
9136 
9019 
8908 
.8802 
700 
8600 
8501 
8402 
3016304 


20,8298 
20,8080 
20,7775 
20,7354 
20,6780 
20,6020 
20,5081 
20,3973 
20,2710 
20,1306 
19,9776 
19,8162 
19,6484 
19,4763 
19,2974 


19,0671 

19,0804 

19,0664 

19,0422 

19,0045 

18,9501 

18,8795 

18,7938 

18,6940 

18,5813 

18,4571 

18,3252 

18,1875 

18,0458 


17,5791 

17,5833 

17,58ia 

17,5703 

17,5475 

17,5095 

17,4571 

17,3909 

17,3119 

17,2212 

17,i2üO 

17,0118 

16,8984 

16,7614 


17,8979  16,6586 


1,6683 

11*7^ 
1,6793 

1,6882 

1,7003 
1,7166 
1,7368 

1,7609 
1,7886 

1,819S 
1,8544 
1,8913 
1,9304 
I,97A1 
2,9Ui 


l,59«7 
1,5883 

\M\^ 

1,6978 

1,6172 

1,6309 

1,64SH 

Iii67d4 

1,6960 

U7i63 

1,7579 

1 ,7929 

1,8301 
1  ^^tt^j^ 


1,5c 
1,&^|{ 

l,5oSS  I 
1,5454  i 
1,5569 

ij5ei3 

1,6111 

1,6421^ 

\m 

1,7058 
1,7410 

um 

1,816$ 


Digitized  by  Google 


4er  pomuchen  Aritlmut^, 


1  Zahl 

der 

OegCBWlitiger  Werth  einer 

Jährlicher  Beitrag  (Prftmie)  ftr 

Le* 

Leibrente  vor 

i  1 

eine  Lebensversicheimog  von  100 

ben- 

den 

3  Proc. 

3^  Proc. 

4  Proc 

3  Ptoc 

34  Proc. 

1    4  Proc. 

(La). 

iL.). 

8207 

19,1112 

1  177432 

16,5297 

2,0597 

1,9536 

1  1.8585 

Ol  1  <> 

öl  lü 

18,9200 

17,5839 

16,3965 

2,1075 

1,9994 

1,9021 

1  A 

8014 

18,7210 

17,4173 

16,2566 

2,1581 

2,0480 

1,9487 

7918 

18,5164 

17,2455 

16,1119 

2,2113 

2,Q0M 

1,9977 

/ozo 

18,3035 

18J)819 

17,0659 

,  10,8780 

15,9598 
15,8001 

2,2678 
2,3-279 

2,1537 

2,2118 

/729 

2J062 

/OOD 

17,8512 

16,6815 

15,6322 

2,3921 

2,2740 

2,1663 

7d4o 

17,6134 

16,4782 

15,4580 

2,4598 

2,3398 

2,2299 

7451 

17,3658 

16,2655 

15,2748 

2,5323 

2,4103 

2.2983 

7oul 

17,1055 

16,0406 

15,0800 

2,6106 

2,4867 

2,3727 

16,8319 

15,8029 

14,8730 

2,6353 

2,5697 

2,4539 

<  lo/ 

16,5443 

15,5518 

14,6530 

2,7872 

2,6600 

2,5424 

^  1 11.1 

71Ü2 

16,2446 

15,2887 

14,4215 

2,8863 

2,7576 

2,6383 

^Ikl  CS 

/Ü18 

15,9322 

15,0132 

14,1779 

2,9933 

2,8632 

2,7424 

^34 

15,6089 

14,7269 

13,9236 

3,1082 

2,9769 

2,8546 

6849 

15,2767 

14,4315 

13,6603 

3,2311 

3,0986 

2,9750 

b/b2 

14,9375 

14,1288 

13,3894 

3,3619 

3,2283 

3,1U34 

14,5884 

]3,8161  1 

13,1086 

3,5024 

3,3678 

3  2417 

14/2815 

13,4952 

12,8194 

3,6527 

3,5172 

3.3901 

d492 

13,^2 

13,1654 

12,5211 

3,8141 

3,6778 

3.5497 

13,4943 

12,8286 

12,2153 

3,9867 

3.8498 

3,7208 

13,1153 

12,4841 

1 1,9015 

4,1719 

4,0345 

3,9049 

12,7311 

12,1338 

11,5813 

4,3701 

4,2323 

4,1021 

6090 

12,3435 

11,7791 

11,2562 

4,5817 

4,4436 

4.3130 

'jJ/  o 

11,9563 

11,4239 

10,9298 

4,8056 

4.6673 

4,5362 

11,5738 

11,0722 

10,6058 

6,0404 

4,9018 

4,7702 

Mi** 

11,1939 

10,7221 

10,2826 

5,2882 

5,1492 

5,0171 

DüOO 

10,8168 

10,3737 

9,9601 

5,5499 

5,4  Iü6 

5,2778 

10,4405 

10,0251 

9,6367 

5,8283 

5,6886 

5,5553 

10,0609 

9,6724 

9,3085 

6,1282 

5,9883 

5.S546 

5130 

9,6779 

9,3153 

8,9752 

6,4526 

6,3126 

6,1787 
6,5309 

4ij69 

9,2912 

8,9538 

8,6366 

6,8045 

6,6648 

mi 

8;9037 

8,5894 

8,2945 

7,1856 

7,0465 

6,9129 

4627 

8,5166 

8,2263 

7,9525 

7,5953 

7,4569 

7,3239 

4442 

8,1374 

7,8688  j 

7,6150 1 

8,0314 

7,8938 

7,7614 
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336  Oetlinger:    WeUere  Amführung  der  poiitHfhen  ArUhmetik. 


GcgamrtitfgQr  Wttth  6iiiir 

Leibrente  von  1 


3  Proc. 
(La). 


664246 
674038 
68{3819 
.6B;3ö91 
70I33Ö6 
713117 
7-2  2877 
732637 

732163 

761935 
7711718 
78!l5l6 
791 1330 


80 
81 

82 
83 
84 
85 
86 
87 
88 
89 
90 
91 
93 
93 
94 
95 
96 
97 
98 
99 
100 


1159 
1000 

849 

im 
575 

461 

366 

2a9 

180 
141 
108 
80 


57 
38 
24 
14 

7 
3 

-  Ii 
.  0! 


7,7685  j 
7,4137 
7,0740 
6,7488 

6,4380 

6,1396 

5,8514 

5,5754 

5^151 

5,0693 

4,8366 

4,6109 

4.3821 

4,1448 

3«8900 

3,654^ 

3,4,i;i(i 

3,25-29 
3,1 138 
3,0003 
2,8925 
2.7731 
2.6204 
2.4188 
2,1804 
1.9321 
1,6866 
1,4381 
1.2219 
0.9927 
0,7528 
0,5507 
0.3236 
0,0000 


3i  Proc. 
(La). 


7,5202 
7,1843 
6,8621 
6,5533 
6,2576 
5,9732 
5,6980 
5,4341 
5,1849 
4,9494 
4.7262 
4,5095 
4.2892 
4.0602 
3.8223 
3,5851 
3,3706 
3,1951 
3.0604 
2,9508 
2.84e8 
2,7314 
2.5S34 
2,3868 
2,1536 
1,9101 
1.6689 
l,424o 
1,2112 
0.9849 
\  0,7476 
0.5474 
0.3221 
0,0000 


4  Proc. 

{La): 


Jahrttdier  Beitrag  (Fr&mie)  llr 

eine  Lebensversicherung  von  100 


7.2852 
6,9669 
6,6611 
6,3674 

6,0858 

5,8145 

5.,5515 

5,2991 

5,0603 

4,8345 

4,6203 

4.4120 

4.1999 

3,9787 

3,7484 

3,6182 

3,oOJ>6 

3.1.392 

3.0086 

2,9026 

2.8023 

2,6909 

2,5473 

2,3556 

2,1275 

1,8886 

1,6516 

1,4108 

1,2008 

0.9773 

0,7424 

0,5442 

0.3205 

O.iJOOO 


3  Proc. 


.4  Proc. 
{Ba)- 


4  Pros. 


8,4919 
8.9728 
9,4728 
9,9926 
19.5318 
11,0937 
11,6830 
1 2. 2955 
12,^226 
13,5638 
14.2206 
14,9097 
15.6670 
16,5247 
17,4999 
18,5721 
19.O420 
20.6007 


8,3552 
8.8369 
9,3375 
9,8576 
10,3970 


8.22:^ 

9.20Öe 

9, «R 

10.  ^ 


ff 


21.395 
22,0852 
22.7778 
23,5911 
24.7084 
26,3376 
28,5296 
31,1929 
34,3097 
38.1027 
42,0943 
47.2710 

54,1393 

61,5739 
72.6374 
97,0874 


10,9590  (  lO.S-2?^ 
11,5482 
12,1604 
12,7868 
13,4268 
14.0819  13. 
1  L7688  '  \XSs:>\\ 
15.5247  '  15.:vM 
16,3804 
17.3552 
18,427 
19.4987 
20,4555 
21 .2466 
21,^98 
22,6142 
23.4177 
24.5249 
26,1446 
28,3277 
30,9813 
34,0868 
37.8()72 
41,8418  , 
40.9979  ;46.r2: 
53,8412  53.5^ 
61,2414  60.91^ 
72.2578  171.S>ll 
96.6184  96.l5^i 
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XX¥II. 

estimmoDg  des  Integrals  j  dorch  Inte- 

gration  von  DiiTerentialgleichuiigen. 

Von 

Herrn        Weltmann ^ 

fhrcr  der  Mütheniatik  «n  der  Gewerlirtchiile  in  Königsberg  i.  Fr* 


I  _^^dxt  welches  bekanntUcb  gleich  ist  dem 

x^^er»dx  «od  I  rH-^djt, 
o  o 

letz- 

o 

•es  80  verstanden,  dass  es  von  0  bis  l  —  e  und  von  1  f^f  bis 
(lir  e  =  0  genommen  werden  soU«  auf  folgende  Weise  durch 
ffereoziaigleichungen  bestioimen. 

Wir  setzen 

II  o 

S  ist  DUO 

0  o 

>  das  letztere  Integral  vrieder  auf  obige  Weise  su  Ferstehen. 
»ner  ist: 
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Veltmann:  Bnümmung  des  iMfrmU  I  tti:^ 
o  o 

/*  OD  /*  fiO 

o  o 

SeUen  wir  ti  =  - ,  altia  dv=-^,  so  wird 

/OD  /*  OD 
7  U-^KH-«)*^. 


■Vr  


liitegrirt  man  xner«t  Dach  d?»  so  erhält  man: 

o 

Den  T-<o[jarithmns  hat  man  von  0  bis  1 — f  und  von  1 -ff  bis  » 
XU  aehmen  und  darauf  £    Ü  zu  setzen.        ist  nun 

*•«_(! +,)-'^( — r->'  . 

<  +  (l-t)    .  <-H-t. 


<  +  0 


also 


Mithin:  ' 


,.,-/ 


41 


Mail  bat  also  zwischen  o  und  z  die  Differeu^ialgleicbuog : 


d9 

©.f  «  — j- 
cto 
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%  a 

Eine  undere  findet  man  auf  folgende  Webe: 

0  ,0  0  0 

Setzt  man  hier jy:;:-^  i(y  =  ^,  so  wird: 


•=7  y  (T+i5(r+^*^ 


e' 

*'0  19 


Man  bat  alao  jetst  zur  Beatimronng  von  e  und  s  die 
Differeniialglelcbangen : 

4  *■ 

ÜiFidirt  man  die  zweite  durch  die  erste«  eo  erhält  man: 

dz  dv 

d»  d% 

wo  e  eine  Cenetante.  Setst  mao  dieaen  Weitb  von  «i*  in  ein, 
ao  kommt: 

Nebmeo  wir  e  peaifiT  ssm*«  ae  wird: 

'da  1  ^- 


a8^.arceo4;;^-ffi; 


wo  •  eive  awello  Geaataate. 
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Viiimann:  ßnttmmufig  dis  InugrtUs J  [4:^^ 

Mieraufi  erhält  man: 

4)  ^'  «t=  mcotgwi(a— n). 

Setst  fnao  dieseo  Werth  ron  %  in  3)  ein,  so  wird : 

t>a  =     cotg  *m(o  —  n)  +  m*  =       +  cotg  *iii(a— »)) 

7/1 

•  e~i*^     7   '  V* 
-^siiini(a— n) 

Den  beiden  Differentialgleichungeo  1)  und  2)  wird  also  tieniigt 
geleistet  durch  die  beiden  Gleichungen: .  . 

5)  *  *     *  «  =  jiicotgm(a — n).. 

Um  die  Conetaoten  zu  bestimmen,  stellen  wir  die  beides  ia* 
t^ale  dar  fllr  a^lb  Es  ist  dann 

0 

oder,  wenn  man  a^y'*,  dx.^^^y  setst: 

■  ♦ 

/«  2<iiy  » 
i:j:jp  =  2.(arctg)^««. 

Ferner  ist :  •  •  ' 


oder  nir  x^y^,  da^^ydfßx 
2—« 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  6)  und  6),  »  ^ 
h&lt 
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— 7=  r  =  31   und    rn  CO  tg  m{\  —  n)  =  0. 

Diese  Gleichungen  werden  crtulit  durch  fi=0  und  {  m  —  rc. 
Setzt  man  die«e  Wer^tbe  in  die  Gleichaogen  5)  uad  6)»  «o  er- 
b&U  man: 


ainciff 

Da  diese  Functionen  stetiL^  bleiben  für  a  =  \  bis  a  =  l  und 
b1sa  =  Ü,  so  sind  dieselben  innerhaib  dieser  Gränzen  den  obi- 
gen Integralen  gleich.  Für  a=\  und  a=0  werden  die  Functio- 
tien  uneodlicb»  und  obgleich  .sie  darüber  hinaus  wieder  eodliche 
Warthe  annehmen,  so  lässt  sich  doch  nicht  behaupten  *  daas  sie 
dann  noch  die  Integrale  darstellen.  Vielmehr  mdaate  man^'vrenn 
daa  a.  B.  von  a  =  1  bis  a=:2  atattfinden  aoUte»  nacbweiaen,  daas 
ßlr  einen  beatlmmten  Werth  von  a  awlaclien  aasl  und  a=2, 
I.  B.  fttr  a  =  lt  die  Functionen  den  Integralen  gleich  wSrea»  wie 
daaoheo  fflr  as=4  geachehen  Int  Nun  aieht  man  aber  gleich» 

daaa  ffir  jeden  Werth  von  a  =  ■"  g-.-  daa  Integral 

2n— 1 

0 .  ~4 

sowohl  ßlr  positive' als  filr  negative  Wettbe  von  jt  anendlieh  wir4, 
Nor  Rir  Werthe  von  a  awlachen  1  ond  0  gelten  alao  die  Glei« 

cbangen 

s-r — dx^—,          und    /    1  dx:^n,fioiftün* 

1  +        •  ainm         J     l— «  * 
0  0 

Nimmt  man  oben  för  e  einen  negativen  Werth  —  m*,  so  ge- 
engt man  durch  E:(ppnentialgrusseQ  zu  d^mselbeD  Resultat. 
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XX¥III. 

Einige  geometmchd  Lefanätie  nild  Aufgaben« 

♦ 

lätkmn  an       KrtlthmigmiMll  y»o  F*  Bau«!  in  ZirUli, 


-  •  I         •  1 

'  *  ♦  r 

I. 

Ist  ABF  eis  bditbiges  Dreieck  und  Mbnoldet  #tea  Tnwi* 
vercale  die  Seite  AF  in  einem  Punicte  /)»  die  Seite  £F  in  einen 
Pnnicte  C  und  die  VerlSnt^erong  der  Seite  AB  in  einem  Puniita 
E,  so  finden  folgende  Relationen  statt: 

AE.AF.BC.DC=AB.AD.FC.EC»  .  .  .  .  (I) 

BA.BC.ED.FD^ßE.BF.AD.CD,  .  .  .  (U) 

EA.EC.BF.DF^EB.ED.AF.CF.  .  .  ,  (UI) 

Mnn  lint  nimlieii  nncb  dem  Satase  den  Menelnent 

AE.BC.FD  =  AD.BE.FC,  ......  (1) 

,    BE.CO.AFszAB.CB^FPp  .  ;  ,»  • •  (2)  ' 

AB.ED.CF=zAE.CD.BF,  (3) 

AD,BF.CE=z  BC.ED.AF.  (4) 

Durch  Mnltipiication  von  (1)  mit  (2)«  oder  ^)  mit  (4)*  erbSIt  mu  i 
die' Relation  (I);  durch  Muitiplication  von  (1)  mit       oder  von 
(2)  mit  (3),  die  Relation  (II) ;  und  durch  Mnltipiication  von  (1)  mit 
(4),  oder  von  (2)  mit  (3),  die  Rotation  (III). 

So  einfacti  diese  Herleatung  iett  so  liabe  ich  diese  drei  Glet- 
ehnngea  doch  noch  In  keinem  mir  an  Gesicht  gekommaoeo  Wad» 
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tmd  Außfokem,  848 

Ober  neuere  oder  ältere  Geometrie  gefunden«  was  niicb  sur  An* 
öabme  führt,  daas  «e  entweder  neu  eder  weaigetdM  webt  sehr 
bcbaool  eeien«  ^ 

Aue  (UI)  folgt  u.  A.  der  folgende  Satz:  , 

Int  ABCD  ein  beliebiges  eenYezes  Viereck  ond.aeieD  die 
Perpendikel  von  A  anf  CD  und  CB  und  veo  C  auf  4B  ,m^AB 
besfiglieh  bezeichael  durch  03,  a^,  a,,      und  die  Perpendikel 

von  B  auf  AD  und  CD,  und  von  D  auf  AB  uqd  CB  durcb  6^ 

^s*  '^^^ 

iii.6^«i^*64  =  6|«Qa  6s«^e> 

Die  Elcmentars^eometrfe  nennt  eine  von  n  geraden  Linien  be- 
grärizte  Ebene  ein  n-Eck.  Die  neuere  Geometrie  dagegen  be- 
zeichnet mit  demselben  Namen  entweder  eine  in  n  Punkten  ge- 
brochene, geschlossene  Linie,  oder  das  aus  allen  durch  n  Punkte 
beatimmteo  Geraden  bestehende  Gebilde,  so  dass  man  allemal, 
wenn  man  von  einem  ]i*£cke  spricht,  eigentlich  erat  angeben 
sollte j  Wae  man  darunter  versteht.  Die  Beschäftigung  mit  Po* 
iyedern  nutbigt»  mit  Figuren  in  beiderlei  Sinn  ßetraebtungen  an- 
auetellen,  eo  daea  man  ti-egeo  der  Bezelcbnong  in  Verlegenbelt 
geratben  kann.  Es  ist  darum  vielleicht  passend»  wenn  man  in 
aolchen  Fftlleo  die  Bezeichnungen  Linien -»•£ck  und  Fliehen* 
«•Eck  anwendet,  je  tiacbdem  man  ein  lineSres  Gebilde,  oder 
eine  begrSnate  Fläche  benennen  will.  Fl  Sehen -m- Ecke  in  dem 
angegebenen  Sinne  hat  seither  nur  die  Elementargeometrie  be- 
trachtet und  auch  diese  beschSfifigt  sich  nur  mit  einfach  be- 
gränzten  ebenen  Figuren.  Erweitert  man  jedoch  den  Begriff 
der  Flächen-w-Ecke  auf  Ebenen  mit  zwei  oder  mehreren 
Gränzlinien  (durchbrochene  Polygone)  und  auf  gebrochene 
begränzte  Ebenen»  so  dürite  man  vielleicht  reichhaltiges  Material 
finden,  das  noch  wenig  bearbeitet  ist  und  nohl  nicht  ohne  Interesse 
sein  mochte.  Nennt  man  eine  in  sich  selbst  zurücklaufende,  sich  • 
aber  sonst  nicht  schneidende  in  n  Punkten  gebrochene  Linie  ein 
einfaches  LiDien*n-Eck,  so  kann  dasselbe  immer' als  die 
UmfangsMele  eines  einfachen  ebenen  oder  gebro«beftM 
Fi&chen-n-Eck.*(  angesehen  werden,  je  iiachdem-  nftmlicb  jenea 
in  einer  Ebene  liegt  oder  nicht.  Ein  gebrechene«  «-Eck  ist 
•her  nicht  durch  seine  ümfangsliole  beatlmmt»  wie  ein  ebeoea. 
En  können  vielmehr  von  einem  und  demselben  einfaeben  «her 
ganefaen  Linien -«-Eck  im  Ailgemelnea  so  viele  elnbche  Fliehen- 
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polygone  begrSnzt  werden,  als  verschiedene  Arten  möglich -sind, 
Ii««'  LiiHeii-n-Eck  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zu  zerlegen« 
Diese  Anzahl  ist  offenbar  eine  Function  der  Eckenzahl  und  ihre 
Bestimmurig  dtirfte  wobi  als  ein  nicht  eben  leichtes  Problem  aof- 
gentellt  werden. 

Dem  einfachen  PtSeJien polygone  kann  das  von  awei  einfaeben 

Ltnienpolygonen  begrfinzte  rin  grdrnrig'e  Fliehenpolygon  zanSdiol 

angereiht  werden.  Zu  diesen  Polygonen  kann  u.  a.  auch  der 
Mantel  eines  Prisma«  oder  eines  Prismatoids,  und,  in  sofern  sich 
die  eine  Gränzlinie  mf  einen  Punkt  reducirt,  auch  der  Mantel 
einer  Pyramide  gezählt  werden.  Hier  kann  denn  daä  Problem 
autgestellt  werden: 

Die  Anzahl  aller  möglichen  ringförmigen  Polygone  zu  bestim- 
roen,  welche  dieselben  beiden  Lintenpolygone  Too  m- and  n- Ecken 
an  Grftnflinien  haben. 

Ein  analoge«  Problem  entspricht  den  mehrfach  begrSns* 
ten  (mehr&cb  darcbbrochenen)  Polygonen.  Polygonennets 
kann  eine  aus  mehreren  FIflchenpolygonen  zosaromengeaetzte  ge- 
brochne  Fläche  genannt  werden  und  zwar  geschlossenes  Po- 
lygon enn  etz,  wenr»  durch  dasselbe  ein  i  lieil  des  Kaumes  voll- 
ständig eingeschlossen  wird.  Es  ist  also*  jede  Oberfläche  eines 
Polyed(;rts  ein  Polygonennefz.  Im  allgemeinen  kann  aber  die 
Oberfläche  eines  Polyeders  aul  verschiedene  Weise  aus  Flächen- 
polyi^onen  zusamniericesetzt  werden.  So  kann  z.  B.  die  Ober- 
fläche eines  Pentagondodekaeders  zunächst  angesehen  werden 
als  zusammengesetzt  aus  zwölf  ebenen  Pentagonen ;  man  kann 
sie  aber  ancb  zerlegen  in  vier  gebrochene  Polygone,  nämlich  ztrei 
ringförmige  mit  einer  zehneckigen  und  einer  zweieckigen  Grans- 
linie and  zwei  einfache  gebrochene  Zebnecke;  oder:  in  vier  ring- 
fOrmi^e  PolygonCt  deren  Innere  («ränze  ein  Eckpunkt  und  deren 
ftnssere  Grftnse  ein  Linienneuneck  isty  oder:  in  sechs  gebrochene 
.fipfache  Fläcbenzebnecke. 

■   '  Für  Polygonennetze  lassen  sieb  folgende  Probleme  aufsteiJen: 

1)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polygonennetze  zu  hestimnieDy 
deren  einzelne  Polygone  dieselben  Granzen  haben. 

2)  Die  Anzahl  aller  m<)L'lichen  Polygonennetze  zu  bestimmen, 
«reiche  eine  gegebene  Anzahl  Punkte  sämmtiicb  uad  jausscbliess- 
4ich  zu  Eckpunkten  haben,  und  spezieller: 

3)  Die  Anzahl  aller  möglichen  Polyder  zu  bestlmmeti»  wekha 
•eine  gegebene  Anzahl  Punkte  sSmmtlich  und  aasscbflesslich  za 
Sckponklea  haben. 
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Zar  Polyedrametrie.  ' 

Von 

■ 

Uerru  JoK  Karl  Beeker. 
L^hrer  im  Her  EsiehangMiiataU  tob  F,  B«att  in  Z  Sri  eh. 


Den  zuerst  von  I) et« carte» *)  aufgestellten  8atz,  „dass  die 
Suninie  der  Kantenu irjkel  eines  Polyeders  von  e  Ecken  ie- — 8 
Rechte  beträgt",  (indet  man  in  den  meisten  Lehrbflcbern  der 
Geometrie  entutMler  <?ar  nicht,  oder  nur  beiläulig,  als  Beweis- 
grund für  den  Eulnr'schen  Satz,  erwähnt.  Gleichwohl  «teht 
jener  8atz.  den  man  wohl  den  Des  carte  8 'sehen  Satz  nennen 
kann,  dem  Guter 'sehen  an  Bedeutung  kaum  nach.  Denn  einer« 
•eits  iitt  er,  fvie  Herr  Steiner  (im  ersten  Bande  des  Jov?^ 
naiv  von  Crelle)  mit  Recht  hervorhebt,  an  sich  interessant, 
al»  ein  Analogoa  su  dem  Satae  der  Planimetrie,  daaa  die  Wiakel- 
snmne  eloe«  ebenen  Polygons  von  e  Ecken  »4  Rechte  he- 
trSgt,  und  daaa  bei  dem  Polyeder  vod  e  Ecken,  oder  richttger» 
bei  einer  gc^laaeit  Klaaae  von  Poljredern  mit  e  Ecken,  die  Kan* 
tenwinkelenmme  gerade  das  Doppelte  der  Winkelsumme  eines 
efofaeh  begrAnat^n  Polygons  von  e  Ecken  beträgt,  deutet  däranf 
hb»  dass  an  den  D  esc  artesischen  Sats  gewiss  noch  mancli^rlet 
üntersnchnogeti  angekn0pfl  vrerdeh  kGhnenv  Feiner  Ist  derselbe, 
Id  anderer  Form  ausgedrückt,  ein  wesentlicher  Theil  des  Ahhän- 
gigkeitsgesetzes  zwischen  Kanten-,  Flächen  -  und  Eckenzahl  der 
sogenannten  Euler'schen  Polyeder,  von  dem  der  G u  1  e r 'sehe  Satz 


*)  In  dem  von  Herrn  PronheC  am  23.  April  1860  der  Pariser  Aka- 
^enie  mitgrtheilteiiFnignieiite  „Or  ovre«  ib^4S(«a  de  Desearle«^; 
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nur  einitehr  unvollkommener/ Au^drutk  ist.  Endlich  erstreckt  sieb 
seine  Gültigkeit  aui  Polyeder,  die  nicht  mehr  zu  den  Euler 'sehen 
gehören. 

Aber  auch  der  viel '  bekaontero  Ea  1er '«che  Sats  tritt  io  den 
meiaten  Lehrbüchern  in  einer  Weise  auf»  die  wenig  befriedigt 
Namentlich  erhilt  man  nirgend  bestimm ten  Anfachlnsay  fär  welche 
Polyeder  er  gilt«  ffir  welche  nicht 

Unter  den   beweisen  für  diesen  8atz,  welche  sich  nirlit  auf 
den  Descar  t  e  8 'sehen  Satz  stützen,  sind  mir  nur  der  des  Her- 
ausgebers dieses  Archivs  und  der,  welchen  Herr  v.  Staudt 
in  seiner  „Geometrie  der  Lage*'  gi^^»        «»olche  bekannt, 
welrhe  so  weit  riehlig  sind,  wie  der  2$ata  selbst.    Wenn  aber 
z.  B.  Herr  Koppe,  der  den  ersten  der  genannten  Beweise  in  sein 
rühmlichst  bekanntes  Lehrbuch  aufgenoninien  hat»  von  den  Po* 
lyedern,  für  welche  er  durch  denselben  den  Satz  als  bewiesen 
ansieht»  nnr  solche  Polyeder  aosschlleastt  an  deren  Begrfinsnng 
nach  mehrfach  begränzte  (durchbrochene)  Polygone  Tbeil  haben» 
ao  behauptet  und  beweist  er  mehr  als  wahr  iat  Denn  von 
den  fibrigen  Polyedern  sind  ferner  noch  diejenigen  mit  mehr  aU 
einer  gebrochenen  Oberfläche ,  die  Hohlkörper»  anazuschliesaen, 
und  von  den  dann  noch  fibrig  bleibenden  gilt  der  Enier'sche 
Satz  immer  noch  nicht  flir  alle,  sondern  auasebliessKch  Rlr  die* 
jenigen»  bei  denen  jeder  Eckpunkt  nur  mit  solchen  Eckpunkten 
durch  Kanten  verbunden  ist,  welche  zugleich   die  sammtlichen 
Ecken  eines  nur  von  Kiintt'u  und   Diagonalen  iler  Seitendatben 
begränzten  Polygons  tiihd.     Die  Polyeder,  v\t>l<he  dieser  Bedin- 
gung nicht  entsprechen,  hat  zwar  Herr  Sclilöuiilch  in  meiner 
„Geometrie  des  Maasses"  als  „ringförmig  durchbrochene" 
ausgeschlossen,  so  dnss  er  nur  solche  Polyeder  als  Euler'«>che 
Polyeder  zurückbehält,  für  welche  der  Euier'sche  Satz  wirk- 
lieb  gilt.    Oer  Beweis  aber,  den  er  dafür  aufstellt,  im  Wesent 
lieben  der  Stein  er*8i:he»  ist  nur  für  convexe  Polyeder  zulftsaig 
und  es  ist  demnach  zwar  nicht  mehr  behauptet»  als  wabr^  wohl 
aber  mehr»  als  bewiesen  ist.    Auch  erfahrt  man  nicht»  waa denn 
die  kennzeichnenden  Alerkmale  der  Euler'scben  Polyeder  seien» 
welche  berechtigen»  nie  ala  eine  besondere  iUaase  den  aadem 
gegenfiberzuatellen;  denn  auch  onter  den  »»ringförmig  durchbroche- 
nen*' belinden  sieh  solche»  welche  »,von  einer  einzigen  zuaannen- 
hSngeiiflen  Oberllftche  begrftazt  werden»  die  ancb  nach  YVegnabne 
irgend  einer  Seltenflüche  noch  eine  nnontarbrocbene Kelhenfolge 
ebener  Vielecke  darstellt/* 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  veranlassten  mich  darnher 
nachzudenkcD»  ob  nicht  vielleicht»  wenn  man  von  einem  aadcrcn 
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Standpunkte  ausgeht,  etwa«  mehr  Sicherheit  und  Klarheit  in  die- 
sen Zusammen  han<^  znischen  Ecken,  Kanten  und  Flächen  gebracht 
werden  könne.    Die  Resultate  dieses  Nachdenkens  habe  ich  nun  ' 
in  dem  Folgenden  zusammpnp:est(  llt ,  i?n)  sie  d«n  Herren  Matbe- 
matikera  &u  gefälliger  üeacbtuof{  vorzulegen. 

Die  OberflSche  eine«  e^ecki«:en  Polyeders,  dessen  Kanten- 
wiokelsnmme  ie — 8  Rechte  beträ*;t,  besteht  entweder  aus  2.{€ — 2) 
Dreiecken,  oder  lässt  sieb  in  —  2)  Dreiecke  zerlegen,  deren 
leiten  sich  auf  der  Oberfläche  selbst  nur  in  den  L.ckon  des  Po- 
lyeders schneiden.  Denn  zerlei^t  man  jede  mehr  als  dreiseitige 
Gränzfläche  des  Polyeders  durch  Diagonalen  in  Dreiecke,  so  ist 
die  Winkelsumme  aller  dieser  Dreiecke  zugleich  die  Kantenwin- 
kelsumme  des  Polyeders,  also  =4e— 8  Rechte  ^2«2.(e-*-3) 
Rechte»  also  die  Zahl  der  Dreiecke  =  2.(4?— 2)- 

Kann  man  direct  nachweisen,  dass  bei  einer  Klasse  von  Po- 
lyedern von  e  Ecken  die  Oberfläche  sich  auf  die  angegebene 
Weise  in  2.(e  — '2)  Dreiecke  zerlegen  lasst,  so  ist  damit  für  die- 
selben aacb  der  6atz  des.Deseartea  nachgewiesen. 

♦ 

Die  Dreiecke,  in  welche  man  auf  die  angegebene  Weise  die 
Oberfläche  einee  Polyeder«  zerlegen  kann,  mögen  Grftn  ad  retecke 
faelssen,  nnd  ihre  Anaahl  sei  heseichnet  durch  D.' 

Suchen  nir  vun  zunächst  D  für  die  Kuler'schen  Polyeder 
zu  bestimmen.  Da  der  begriff  der  „Euler'schen  Polyeder'*,  mei- 
nes Wissens,  bi^^  j^^zt  durch  keine  andere  Definition  bestimiit 
ist,  als  durch  die,  dass  iür  aie  der  Euler'sche  8atz  gelte,  so 
stelle  ich  folgende  Definition  auf;  Ein  Eulerschea  Polyeder 
ist  ein  itolehe»,'  Üaa  von  einer  einzigen,  nar  'ana  ein-» 
hch  begränzten  Polygonen  zosammengeeetzten' Ober* 
fliehe  In  derWeUe  hegrSnzt  (st,  daea  alle  Eekpankte, 
welche  mit  einem  heliehigen  andern  Cckpnnkte  darch 
Kneten  verhnndee  sind«  allemal  durch  eine  einzige 
nnr  aua  Kanten  und  Diagonalen  bestehende,  nur  In 
Ihoen  gebrochene  Linie  verbunden  irerden  kOnnen.  fia 
ist  Mar,  49m  bei  einem  aoldMoi  KiVpes  alle  Eekpuokte,  fsstshe 
mit'  elneni'  nn4  demeeihen  an^trn  Eckpunkte  durch  Kanten  ver- 
banden  sind,  oder  dnreh  Gerade  verbtmden  werden  können,  welche 
•ef  der  Oberfläche  liegen,  (also  durch  Diagonalen),  allemal  selbst 
durch  eine  nur  aus  Kanten  bestehende  pchrociiene  Ivinic  ver 
banden  sind,  nandich  durch  die  äussere  lJn)rangslinic  der  in  je- 
nem Eckjjunkte  zusanmientreffenden  Begiänzungsflächen.  Denkt 
man  sich  nun  ein  solches  Knnfenpolygon  durch  Diagonalen  in 
Dreiecke  zerlegt,  so  wird  dasjenige  Polyeder,  weiches  mit  dem 
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Torliegenden  in  allen  Ecken,  Kanten  und  Fläclien,  ausser  jener 
mit  dem  betraefiteten  Kantenpolygone  verbundenen  Ecke  und  den 
in  derselben  zusaniiiieiitreflTenden  Flächen  und  Kanten,  liherein* 
stimmt,  statt  der  wecs^fallenen  (»ranztiguren  aber  jene  Dreiecke 
zur  Begränzun|[>  bat,  in  welche  man  jenes  Kantenpolygon  zerlegt 
denkt,  einen  Eckpunkt  und  z^voi  (iränzdreiecke  weniger  haben,  uie 
das  vorliegende.  Es  ist  überdiess  klar,  dass  das  abgeleitete  Po- 
lyeder ebenfalls  ein  Euler'sches  ist.  Leitet  man  nun  von  die» 
sem  auf  dieselbe  Weise  ein  drittes  Polyeder  ab,  welches  also 
swet  Ecken  und  vier  Gränzdreiecke  weniger  haben  wird,  wie  dae 
zuerst  betrachtete,  und  von  diesem  ein  viertes  ii.  s.  so  wird  man 
suletst  SU  einem  Tetraeder  gelangen,  welches  nur  noch  vier  £ckeo 
und  vier  Grfinzdreiecke  bat  Hatte  mithin  das  anfangs  betrachtete 
Polyeder  e  Ecken,  so  musste  es  (s— 4).2  Grinsdreiecke  mehr 
als  vier  haben.  Man  hat  somit  fflr  ein  Enier'sches  Polyeder: 

D5=2.(iJ-2)  (I) 

Mithin  für  die  Winkel«umme:  4.(g  — 2)  Rechte.  Ist  ein  solches 
Polyeder  nur  von  Dreiecken  begränzt,  und  bezeichnen  e,  f,  k 
beziehungsweise  die  Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten,  so 
ist  für  dasselbe: 

i>ss/=:2.(e-2)  (2) 


^r^ife  =  3.(e-2). 


2  — —  «-v«* — */f  •  •  •  (3) 

woran«  auch  folgt: 

f-^€^k^%  (4) 

Enthält  die  Obertlache  eines  Eule  rächen  Polyeders  «t,  Dreiecke, 
Vierecke»  ••••a»  »Ei^ke,  so  bestehen  folgende  Relationen t 

/"=     +  fl^  +  .... -f- a»,  (5) 

J9i s  n, -f  21E4 ^3o5  +- ...+ (»— 2)n«  «  2v(s— 2) , .  .  (8) 

il;  =  3(e— 2)-(«4  +  2a5+..,.(»-3)o,),  .  .  .(7)*) 

wodoreh  die  Abfaftngigkelt  swisehen  f,  k  und  e  genauer  ans^e- 

druckt  ist,  als  durch  den  leicht  daraus  ableitbaren  Euler  scbeo 
Satz. 


*)  Die  Zahl  der  Kanten  i«t  ofTcnbar  gleich  der  aller  Seiten  der 
Gränsdreiecke»  vermindert  um  die  Zahl  derjenigen,  welche  Diagonaiee 

der  Poljgonc  «lod ,  also.  =  -5,— («^  ^  20 j  + . . . ,  -|-  (ii^9>7a). 
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An  die  Euler 'sehen  Polyeder  schliesst  sich  eine  zweite  Gruppe 
von  Polyedern  an,  für  welche  zwar  der  Euler'sche  Satz  nicht 
mehr  gilt,  wohl  aber  der  des  Descartes,  und  die  man  deshalb 
als  Desoartef 'sehe  Polyeder  bezeichnen  kann.  Es  sind  diess 
nnmiich  alle  von  einer  einzigen  Oberfläche  begränzte  Polyeder, 
die  auch  doppelt  und  mehrfach  begränzte  (durchbrocheoe)  Grios- 
(igoreQ  haben«  deren  £ckpunkte  aber  ebenfalls  nur  mit  solchen 
Eckponkten  durch  Kanten  verbunden  sind,  welche  durch  eine  ein- 
tige  nur  in  ihnen  gebroehene  Linie  verbunden  werden  kSnnen, 
deren  einzelne  Strecken  auf  der  Oberfläche  liegen  und  nur  dann 
in  den  Raum  des  Polyeders  selbst  fallen,  wenn  sie  awei  an  einer 
imieren  Gr£nzllnle  einer  mehrfach  begrSnzte^  GrSnzfigur  liegende 
Eckpunkte  verbinden.  Alle  solche  Polyeder  kSnnan  angesehen 
vrerden  als  dadurch  entstanden,  dass  man  mehrere  Euler'sche 
Polyeder  so  an  einander  gefügt  habe,  dass  jedesmal  von  zwei  auf 
einander  gelegten  l  lachen  die  eine  von  der  Oberlläche  ganz  ver- 
«ichsvunden,  und  von  der  andern  ein  durcliln ociiener  Theil  öbrii» 
sebüebcn  sei,  der  nun  zur  ßegränzung  des  zusaminengesetzien 
Polyeders  gehurt.  Da  auf  diese  Weise  alle  Ecken  und  Kanten 
'ler  zusamniensetzendot)  Polyeder  zu  Ecken  und  Kanten  des  zu- 
sammengesetzten werden,  ohne  dass  neue  Ecken  oder  Kanten 
biiizukommeu,  Trährend  dagegen  bei  jeder  neuen  Anfügung  eine 
üränzügur  verloren  geht,  so  ist  klar,  dass  für  solche  Polye- 
ier  der  £uier'sche  Satz  nicht  mehr  Statt  hat. 

Was  nun  die  Kantenwinkelsumme  eines  solchen  zusammen- 
gesetzten Polyeders  betrifft,  so  ist  dieselbe  offenbar,  wenn  die 
iahl  der  Euler'schen  Polyeder  aus  denen  das  D escartes^sche 
:usamniengesetzt  werden  kann,  =zn  ist,  um  {n  — 1).8  Rechte 
jiMSser  a!s  die  Sunmio  mIUm  K.nUenwinkei  jener  n  Euler'schen 
^olyeder  zusammeiigeoomtuen.  Denn  bei  jeder  Anfügung  eines 
iolchen  Polyeders  werden  statt  der  Winkel  der  dadurch  verdeck» 
en  Gränzfigur  deren  Cxplemente  (Ergänzungen  zu  360^)  Kanten* 
Vinkel  des  zusammengesetzten  Polyeders,  während  sonst  Alles 
inveräiidert  bleibt.  Die  Summe  der  Kantenwinkel  der  n  Euler- 
tchen  Polyeder  ist  aber,  wenn  die  Zahl  sftmmtlicher  Ecken  e  Ist; 
t.4R. — «.SR.,  also  die  Kantenwinkelsumme  des  Descartes- 
ichen  Polyeders  se.4R.— n.8R.-|-(n~1)*8R.=4.(e^2)  Rechte. 
>er  Descartes'sche  Satz  gilt  also  auch  für  diese  Po- 
yederklasse  und  ist  daher  deren  Benennung  als  Oescartes- 
«he  Polyeder  gerechtfertigt. 

Bei  allen  bisher  betrachteten  und  bei  einem  grossen  Theil 
ler  noch  zu  betrachtenden  Polyeder  ist  die  Zahl  der  Körperuinkel 
ler  ihrer  Scheitel,  also  der  Eckpunkte  gleich,  und  es  ist  daher 

Th«U  XXXVIII.  23 


Digitized  by  Google 


350 


ii ecken  Zur  PolyeärometrH. 


gleichgültig,  ol)  man  unter  e  die  Zahl  der  Kürperwinkel,  oder  die 
der  Eckpunkte  versteht.  Es  sind  aber  unter  den  einfach  hei^ränz* 
ten  Polyedern  (welche  nur  eine  ununterhrochene  Oberfläche  ha- 
ben) auch  «olche  müglich,  unter  deren  körperwinkeln  zwei  oder 
mehrere  einen  gemeinschattlichen  Scheitel  haben.  Für  t^olche 
Polyeder  können  der  Euler'sche  und  der  Ü escartes'sche  Lehr- 
satz noch  als  richtig  angesehen  werden,  weaii  unter  e  die  Zahl 
der  Körperwinkel  verstanden  wird,  nicht  aber,  wenn  man  die  Zahl 
der  Eckpunkte  durch  e  ausdrückt.  Es  sind  ferner  solche  Polyeder 
mSgltch»  bei  denen  zwei  oder  mehrere  Flächenwiokel  eine  gemein* 
scbaftllche  Kante  haben.  Auch  ßir  diese  können  beide  SStie 
noch  als  richtig  angesehen  werden,  wenn  man  anter  k  die  Zahl 
der  Fläcbenwinfcei  yersteht. 

Ausser  den  bis  jetzt  genannten  Polyedern  sind  noch  viele 
Polyeder  möglich,  welche  auch  nur  von  einer  einzigen  ununter- 
brochenen  OberOäche  begränzt  sind,  für  die  aber  weder  der  En* 
ler'sche  noch  der  D escartes'sche  Satz  gilt  Diese  lassen  sich 
sSmmtlich  als  durchbrochene  Polyeder  za  einer  Klasse  ver* 
einigen 

Durchbrochen  ist  nämlich   ein  Polyeder  nlfemal,  wenn  an 
demselben  sich  zwei  Kantenpolygone  befinden,  deren  keines  einen 
Theil  der  Oberfläche  begränzt,  die  aber  unter  einander  durch  die 
Oberfläche  so  verbunden  sind,  dass  die  sie  verbindenden  Poly- ' 
gone  alle  Eckpunkte  mit  ihnen  gemein  haben.    Denkt  man  sich 
nun  jedes  der  so  verbundenen  Kantenpolygone  durch  Diagonaleo  ^ 
In  Dreiecke  zerlegt,  und  die  Ebenen  dieser  Dreiecke  statt  de« 
die  Polygone  unmittelbar  verbindenden  und  nun  in  den  einge-j 
scbiossenen  Raum  fallenden  Theiles  der  Oberfläche,  als  der  Ober- 
fläche angehSrig,  so  ist  das  so  begrflnzte  Polyeder  nicht  mebrj 
durchbrochen,  also  entweder  ein  Euler'scbes  oder  ein  Descar-J 
tes'sches  und  man  hat  mitbin,  mit  Beibehaltung  der  obigen  Be-j 
zeichnungs weise,  für  dasselbe: 

Jeder  zwei  solclie  KantenpoK  gnne  auf  die  angegebene  Weise 
verbindende  Tin  il  der  OI>crfl;iehe  des  durchbrochenen  Polyeder?: 
lässt  sich  aber  ottenbar  durch  Dia^ronnlen  in  eben  so  viele  Dreiecke 
zerlegen»  als  diese  Polygone  zusammen  Ecken  haben,  währendi 

■*')  Dass  nicht  noch  {intlprc  Fdl votier  nuf.  oin^^r  Oberfläche  n»n^- 
lich  seien,  stelle  ich  hier  niclit  als  Lrlheil  a  piitui  ,  sondern  als  t  in 
Erfahrungsnrthell  nnf,  das  ich  r.xi  berichtigen  bereit  ^v\n  wurde,  weu 
mir  nur  ein  eiasiges  solches  Foljedcr  gezeigt  werden  könnte. 
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e  Zahl  der  an  ihre  Stelle  sresetzteii  Dreiecke  der  Polygone  selbst 
B  4  kleiner  sein  muss,  als  die  Eckenzahl.  Man  bat  mithin  ffir 
D  einmal  dorcbbrocbenea  Polyeder: 

/>r=2.(c  — 2)+4='2e  (8) 

m1  fiir  ein  mmal  dnrcbbroelienee  Polyeder: 

/>  =  2e  +  4.(m— 1)  (9) 

Ist  ein  Aoicbes  Polyeder  nur  von  Dreiecken  begräpzt,  so  ist: 

/=2e+4.(m«l),  (10) 

Ars3e-|-6.(m-'J);  (11) 

/+e=sifc-2.(f»— 1)  (12) 

stzt  man  In  dieaem  Ausdrucke  m  =:  1  •  so  erhftlt  man : 

h.:    In  einem  einmal  durchbrochenen  Polyeder,  das 

iir  von  Dreiecken  hegränzt  ist,  ist  die  Zahl  der  Kan- 
in «gleich  der  Suninve  der  Flächen  zahl  und  derEcken- 
ihl.  Dies8  li'ilt  aiK  !i  dann  noch,  wenn  mehrere  iiieiecke  sich 
I  Vielecken  vereinigten,  also  nnter  den  CvränzÜäcbeQ  einfach  be* 
iazte  Polygone  jeder  Art  vorkommen. 

Enthalt  die  Oberfläche  eines  mmal  durchbrochenen  Polyeders 
ir  einfach  bcjiränzte  Polyjjone,  niunlich  Dreiecke,  Vierecke, 
..an  n-Ecke,  so  besteben  folgende  Relationen: 

fl3+Ö4  +  «6-f-""  +  «'«=A  (13) 

I 

D  =s a. -1-204+ 3ii» +•  •  * («— 2)a«  =  2e-f4.{f» — 1),  (14) 

A  =  3e-|'6.(m— l)-(a4-f2a5+3o^j  +  ....(»^3)an),  (15) 

OS  diesen  Relationen  iässt  sich  endlich  leicht  die  dem  Eu- 
ir'scben  Satze  entsprechende  Gleichung  (12)  herleiten. 

Was  die  Polyeder  mit  mehrfaeher  Begränxung  (die  Uobl- 
'>rper)  betrlfly  so  ist  klar,  dass  fdr  dieselben  der  Eule r*sche 
Bd  Descartes'sche  Satz  Int  AH{?emelnen  niebt  gelten  kennen. 

?t  aber  z.  B.  von  den  beiden  Ol»erfläciien  eines  Hohlkörpers  die 
ussere  so  beschaffen,  das«  sie  allein  ein  Euler  sches  Polyeder 
inschliesst,  während  die  innere  ein  einfach  durchbrochenes  Po- 
ifeder  begränzt,  und  ai?s  einlach  begränzten  Figuren  zusammenge- 
etzt  ist,  so  bat  man  (iir  da«  doppelt  begränzte  Polyeder: 

83' 
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* 

Der  Guler'acbe  Satz  gilt  mitbin  aacb  fflr  einige  Hohlkörper. 


Die  Sätse  fiber  die  darcbbroebeoeii  Polyeder  dflrflen  geeig* 
net  eeiiis  einige  Irrfbfimer  zvl  berichtigen  und  einige  neue  Sätze 
absnleiten. 

Als  einen  zu  berichtigenden  Irrthum  finde  ich  in  dem  Ta- 
schenbuch ffjr  Matheni  ;iti  k ,  IMiy^ik  (  tc.  von  Dr.  Rudolf 
Wolf  (Bern  1850,  zweite  Auiiage)  folgenden,  einem  Colle- 
gienbefte  von  Steiner  entlebnteo  8atz  (p.  74.): 

Bs  sind  nur  folgende  Polyeder  mSgllcb,  welche  der 
Bedingung  4;enügen»  daes  alle  Flftcben  gleleb  viel  Sei- 
ten und  alle  Ecken  gleicb  viel  Kanten  beben:  Tetrae- 
der, Oktaeder  nnd  Ikosaeder  ans  Dreiecken^  —  Hexae- 
der  ans  Vierecken  und  Dodekaeder  aas  Ffinfeckett. 

In  derselben  Allgemeinheit  ist  dieser  Natz  auch  in  der  „Geo- 
metrie der  Lage*'  von  v.  Staudt  auige^telit. 

Damit  dieser  Sata  richtig  werde,  muss  statt  „Polyeder** 
die  engere  Beseichnung  „Eui  er  sehe  Polyeder  stehen.  Dena 
qnter  den  einmal  durchbrochenen  Polyedern  sind  noch, 
wenn  man  dieselben  nach  der  Flllebensahl  in  Gruppen  theiltj 
y  unendlich  viele  Gruppen  von  Polyedern  möglich,  fvel- 
che  derselben  Bedingung  genfigen,  nämlich: 

1)  Polyeder  mit  nur  vierkantigen  Ecken  und  9,  12,  15,  18.. .3« 
vierseitigen  GränzÜächen.    In  Taf.  IX.  Fig»l.*)  ist  Grundriss  und 
Aufris8  eines  dahin  geliüri<;en  Neunflächners  iit  i^rben.    Hat  man 
von  demselben  eine  deutliche  V  orstellung  gewonnen,  so  hat  man 
nur  nöthig,  sich  statt  der  Kantendreiecke  abc ,  a|6|Cx,  ABC  dreij 
Kanten      Ecke  vorzustellen,  um  das  Bild  eines  3?t -  Flächners  | 
dieser  Art  zu  erhalten.    Bringt  man  noch  ein  viertes,  fünftes,  ..J 
...mtes  Kantenpniygon  von  gleicher  Seitenzabi  mit  drei  solchen 
Polygonen  auf  ähnliche  Weise  in  Verbindung,  so  kann  man  eieb 
auch  Polyeder,  von  4ft,  5»,... «mit  Vierecken  und  eben  so  vielen  i 
vierkantigen  Ecken  begränzt,  zur  Anschauung  bringen,  oder  we- 
nigstens als  möglich  denken,  welche  ganzzahligen  "Werthe  Gber 
3,  m  und  n  auch  haben  mögen. 

2)  Polyeder  mit  e  sechskantigen  Ecken  und  'Ic  dreiseitigen 
Gränzflächeo,  wo  e=.mn  ist,  und  m  und  n  jeden  ganzzahligen 


*)  l*af.  W.  wird  mit  dem  oäcbtten«  «rseheioendeo  H.  4.  imeligeliefort. 
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positiven  Werth  ^  3  haben  bSnnen.  Taf.  IX.  Fig.  %  atelit  Grund- 
ris»  und  Aufriss  eines  fioicheo  Polyeders  mit  ]2  Ecken  dar. 

3)  Polyeder  mit  f  aeebsseitigen  Gränzflächen  und  2/*  drei- 
kantigen Ecken,  wo  f  dieselben  Werthe  haben  kann,  wie  e  bei 
der  vorhergehendefi  Klasse.  Von  einem  in  diese  Klasse  gehöri- 
gen Dodekaeder  erhält  man  z.  B.  eine  Vorstellung»,  wenn  man 
sich  ein  stumpfes  Rhombenhexaeder  von  einem  spitzeren  durch- 
drungen denkt,  dessen  Mittelpunkt  und  Hauptaxe  des  ersteren 
zusammenfallen  und  dessen  Randkanten  untl  Kandecken  innerhalb, 
dessen  Scheitel  aber  ausserhalb  des  ersteren  Hexaeders  liegen. 
Der  Theil  des  ersteren  Hexaeders«  welcher  nicht  in  das  zweite 
rällt,  ist  dann  immer  von  12  Sechsecken  begränzt,  wenn  die  Schei- 
telkanten des  inneren  nicht  die  des  äusseren  Hexaeders  schnei- 
den.  Aehnlich  kann  man  aus  einem  Hexaeder  einen  dahin  ge* 
bvrigen  Neun  fläch  n  er  ableiten«  wenn  man  sich  dasselbe  von 
aiaem  dreiseitigen  Prisraa  durchdrungen  denkt. 

Ausser  den  S tei n  er s c  h  e n  Tetraedern,  Hexaedern, 
Uktaedern,  Dodekaedern  und  Ikosaedern und  den  eben 
aufgezählten  durchbrochenen  Polyedern  sind  jedoch 
keine  einfach  begränzten  Polyeder  mehr  möglich,  de- 
ren  sämmtliche  Seitenflächen  gleichviel  Seiten  und 
deren  Ecken  gleichviel  Kanten  haben*).  Diess  läset  sich 
ieieht  mittels  der  Formel  (12)  beweisen. 

Damit  nämlich  ein  mfach  durchbrochenes  Polyeder  von  nur 
rseitigen  Polygonen  begränzt  sei  und  nur  ^kantige  Ecken  habe» 
müssen  folgende  Gleichungen  bestehen: 

/5p  =  2*,  (16) 

4^  =  2*.   (17) 

e-f/=i(— (m-l).2.  (18) 

Hieraus  folgt  aber: 

*  =  ?^li\  ,.(19) 


f^^^  (20) 


*)  Em  sei'  denn,  dass  nocii  Polyeder  existiren,  welche  in  die  von 
mir  p^cmachtc  Eintheilun^  nicht  passen.  Für  solche  gilt  selbstTerstftod- 
ich  neine  Behauptaog  oicbt. 
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 (21) 

wo  • 

Da  nun  k,  e  nothwendig  ganze  positive  Zahlen  eein  mfissen, 
so  hat  man  fttr  den  Fall«  dass  m>  1  ist: 

und  mithin  nach  (19): 

Uie86  ist  aber  offenbar  utiüiöglich :  Es  gibt  also  keine  mehr- 
fach durchbrochenen  Polyeder  von  der  voraut^gesetz* 
ten  Beschaffenheit. 

Setzt  man  m  » 1,  ab  erhält  man 

J  =  ;i3,-2(:r+y)=0,  (23) 

nnd  mithin: 

Diese  Werthe  sind  aber  nicht  bloss  scheinbar,  sondern  wirldicb 
unbestimmt,  d.  h.  vieldeutig.  Um  die  möglichen  Warthe  Fon  x 
und  y  in  diesem  Falle  leichter  ermitteln  au  können»  aetaen  wir 

wo  u  und  ß  nur  positive  Werthe  haben ,  oder  =  0  nein  können, 
da  X  und  y  jedenfalls  ^3  sein  müssen.  Setzt  man  diese  Werthe 
in  (23)  elo*  ao  erhält  man  die  Bedingungsgleiehung: 

a+^  +  aß=:3.  (24) 

'  Dieser  Gleichung  genügen  aber  nur  die  l'olgenden  Werthepaare 
von  der  verlangten  Beschaffenheit: 

«  =  1,    ^  =  1; 

■ 

0  =  3»  /SssO. 

Sei  nun  o;==0,  /3  — 3,  also  :r  =  3,  i/=6;  so  folgt  aus  (lö)  und 
(17),  dass  sotvohl  durch  3,  als  durch  6,  dass  also  k  durch 
3  theilbar  sein  muss.  Setzt  man  nun  kz^Ztp,  so  erhält  mao  aus 
(16)  und  (17):. 
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Diesen  Bedrogongen  enteprecben  die  oben  in  2)  genannten  Po* 
iyeder»  für  welche  man  mitiiin  noch  den  Sate  hat«  daaa  bei  allen 
zu  Ihnen  gehörenden  Polyedern  die  FiSebenxabI  das  Doppelte, 
die  Kantenzahl  das  Dreifache  der  ^ckenzahl  ist. 

Sei  ferner  a  =  I,  ß  =  l;  also  a?sy=:4,  ao  folgt  aus  (16) 
und  (17),  daas  k  durch  2  theilbar  sein  muaa,  und,  wenn  k^%p 
gesetzt  wird: 

Man  bat  mithin  fflr  diese  Polyeder,  welche  oben  In  1)  znsam* 

meogestellt  wurden: 

Die  Zahl  Ihrer  Ecken  Ist  der  FISchensabI  gleich  und  die 
flSlfte  der  KantenaahL 

Sei  endlich  a  =  3,  j3  =  0,  also  x=Q,  y  — 3,  so  lol^t  au8 
(16)  und  (17),  dass  &  durch  3  tbeilbar  sein  muss,  und  wenn  man 
iS;=39  setzt: 

Für  diese  oben  als»  die  dritte  aufi^eführte  Polyederlilasse  hat 
man  mithin  den  Satz,  dass  die  Zahl  ihrer  Ecken  das  Doppelte, 
ihre  Kantenzahl  aber  das  Dreifache  ihrer  Eckenzabi  ist.  Da 
keine  andern  Werthpaare  Dir  x  nnd  y  möglich  sind,  so  ist  mithin 
unsere  obige  Behauptung  erwiesen* 

Man  kann  sich  leicht  übcrzeufjen,  dass  hei  den  drei  betrach- 
teten Polyederkiassen  der  Grösse  9>  jeder  Werth  von  der  Form 

beigelegt  werden  kann,  wo  sowohl  m,  als  n  ganze  positive  Zah- 
lensind, weiche  =3  oder  >3,  aber  nicht  < 3 sein  kOnnen.  Doch 
ISsst  sich  hiefÜr  wohl  nicht  leicht  ein  „strenger*'  Beweis  führen. 

Aus  unserer  Betrachtiititr  oreht  auch  hervor,  dass  diM,  so  viel 
mir  bekannt,  bis  jetzt  nur  von  dem  vor  einigen  Jahren  dahier  ver- 
storbenen Professor  Adam  Müller  in  einer  sonst  nicht  gerade 
rOhmenswertben  Broschüre  „zur  Pol yedrometrie''  angezwel* 
fette  Satz:  „es  sei  kein  Polyerler  möglich,  das  nur  von  Sechsecken 
begiSnzt  wSre",  dufchaos  falsch  ist. 
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t 

Die  allgemeine  GleidiODg  der  Hinimuinsflichen. 

Von 

Herrn  Doctor      Weiler y 
Lehrer,  der  Matheiaalik  an  der  höheren  Borgertithnle  s«  Utsonheiiii. 


Die  Beiitinimung  der  Fläche,  deren  Inhatt  zwiacben  gegebe- 
nen Grenzen  ein  Mininium  iat,  führt  bekaontlicb  auf  die  partielle 
Differentialgleicbang 

worin  abkfirzend 

dl          rft          rf*x   dH  d^i 

dx^^'  d~y^^*  ^2—'»  d^dy"'' 

gesetzt  ist.   Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleicbung  mit  zwei 
willl(fibrlicben  Funictionen  ist  schon  Ton  Monge  and  später  von 
Legend re  in  einer  anderen  Form  gegeben  worden.   Die  Goor» 
dinaten  eind  aber  dadurch  jedesmal  imagin&r  anagedrfickty  so  dass 
man  aach  den  willkfibrlicben  Funktionen  iroaginSre  Formen  beizu- 
legen hat*  um  zu  reellen  Coordinateowerthen  zu  gelangen*  Eine 
derartige  Umwandlung  dea  Willkfibrllehen«  was  in  dem  allgeinei- 
nen  Integral  ?orkommt»  achdnt  fidr  ein  allzuacbwierigea  Unterneh- 
men angesehen  zu  sein,  da  man  nicht  Anstand  nimmt,  zu  der 
partiellen  Dlfferentials^leichung  zurückzukehren,  um  daraus  beson- 
dere liilegralformen  tu  reeller  Gestalt  zu  gewinnen.    Es  hat  sich 
bei  mir  die  üeberzeu^un^  festgestellt,  dass  das  allgemeine  inte- 
gral einer  Differentialgleichung,  wenn  es  in  geschlossener  Form 
aufgestellt  ist,  als  das  Endziel  der  Arbeit  betrachtet  \v(  ideii  d.irf, 
welche  der  Intesration  zugewiesen  ist;  und  nur  schwer  kann  ich 
mich  dazu  entschliessen,  diesen  Vortheil  aufzugeben ,  w  enn  es  sieb 
darum  handelt,  die  Eigenschaften  des  Integrals  zu  untersuchen. 
In  dem  gegenwärtigen  Falle  hielt  ich  es  desshalb  für  gerathener, 
die  Umformung  des  allgemeinen  Integrale  der  partiellen  Differeo* 
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tiaigleichuni^  zu  versuchen.  Es  hat  sich  herausgestellt,  dass  man 
drei  reelle  Coorrlinatenvverthe  daraus  ableiten  kann,  ohne  die  All- 
gemeinheit zu  heeintrSchtigen.  Um  dies  zw  zeiiicn ,  erlaube  ich 
mir,  auf  das  Integration&iverfahren  zurückzukommen,  welches  ich 
in  dieser  Zeitschrift  (ThI. XXXIII.  S.  316.)  eingeschlaffen  habe.  Die» 
Verfahren  besteht  darin,  dass  man  die  allgemeinen  Werthe  der 
ersten  Differentialquotienten  zx  und  Zy  darsteilt»  uro  abdano  die 
vollständige  DiffereotiaigleichuDg 

dz  =  Zydy  +  zxd-x 

XD  integriren.  Die  partielle  Differentiaigleichong  Ist  dort  ange- 
schrieben  In  der  Form: 

fl^i  A^m  fp,r 

Zur  Berechnung  der  Werthe  zx  und  zy  aber  sind  die  beiden  Glei- 
chsngen  ' 

aofgeatellt,  worin  abkürsend 

geaetst  ist.  Damit  dieselben  aicb  ▼ereiafaeben«  bat  man  an  die 
Stette  Ton  %a  und  als  neue  Verfinderliche  die  beiden  Fnnktio- 
aen  eingeffibrt»  welche  sieh  durch  die  Integration  der  Glelebongen 

ergeben,   ich  schreibe  die  beiden  Integrale  hier  in  der  Form: 


wo  c  die  vvillkührliche  Beständige  ist.  iVlan  gebrauche  also  die 
neuen  Veränderlichen: 
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Daraus  findet  man: 

5^=i(i-„)  und  5=i(l-^); 

und  die  Elimination  von  %x  tind  ty  gibt  die  ein  facti  eren  Gleichungen: 
und 

^""^  dß-~2ß"Sß' 
Man  eiiminire  nnn  y  awiacben  (b)  nod  (c),  und  es  entsteht 

gjg^=:ü.   Daraus  folgt: 

(1)  aj=cp(«)  +  ^(«, 

wo  (p  und      willl[flhrliche  Funktionen  sind.    Man  bat  damit  aber 

eine  der  beideii  entllichen  Gleichungen  aufgefurMlpTi ,  wodurch  tlie 
allgemeinen  Werthe  Zx  und  bestimmt  sind.  Um  die  andere 
Gleichung  darzustellen,  bilde  man  aus  (b)  und  (c)  die  vollständige 
Differentialgleichung : 

Mit  Kücicsicht  auf  die  Gleichung  (J)  erhäit  man  daraus: 

Es  ist  nun  zwar  unmuglicb,  aus  der  allgemeinen  Form  der  Glei- 
ebnngen  (1)  und  (2)  die  Werthe  Zx  und  als  Funktionen  von  x 
und  y  zu  entwickeln;  altein  die  Integration  der  ?ollständigen  Dif- 
ferentialgleichung 

diszztfd^-^zxdx 

iSsst  sich  dennoch  fOr  alle  Fälle  ausföhren,  indem  man  aneh  s  als 
Funktion  von  «  und  ß  betrachtet  Man  schreibt  desshalb: 

dy  .     dx,  ,  flu  dx\ 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  bat  aian  auch: 

Nun  findet  man  aber: 
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-^s3,+2,—  — -1, 

und  clessbalb  die  volbtStidige  Differentlalgleiclniiig : 


V"=a""    2«   v'i«/--—  2^ 
Durch  die  lategration  erliilt  man: 

Um  (iie  allgemeine  Gieicbung  der  Minimumsilächen  als  Funktion 
der  drei  Coordioateo  i  darzustellen,  wird  man  die  Differen- 

tialquotienten  u  und  zwischen  den  Gleichungen  (1),  (2)». (3) 
•liminiren.  Die  Eliminatioo  sow  Xg  nnd  Xy  fiült  aber  zusammen 
mit  der  Elimination  von  «  nnd  ß.  Die  allgemeine  Gleichung  der 
Minimumafläcben  ist  deronacb  ausgedrückt  durch  das  System: 

1.  z=:q>(a)-\-Mß), 

Es  bleibt  noch  die  Frage  an  beantworten«  wie  man  die  iu  dem 
System  vorkommenden  willkiibriichen  GrOssen  nmauwandeln  habe» 
damit  drei  reelle  Coordinatenwerthe  vorliegen.  Es  ist  leicht,  dies 
an  bewerkstelligen.  Man  setse: 

9 

WO  <P  und  W  reelle  Funktionen  sind.    Ferner  setze  man: 

Die  drei  Coordlnaten  sind  dann  durch  reelle  Funktionen  von  o  und 
h  aasgedrflckt.  Nachdem  man  diese  Substitutionen  gemacht  hat, 
kann  man  die  beiden  Gleichungen  2.  und  3.  auch  ersetzen  durch 
die  einzige  einfachere: 


Denn  wenn  alle  Glieder  dieser  Gleichung  auf  die  eine  Seite  ge- 
bracht sind,  so  werden  sowohl  der  gemeinsame  Faktor  von  V^^, 
als  auch  die  übrigen  Glieder  der  Gleichung  für  sich  gleich  Null 
zu  setzen  sein. 


Digitized  by  Google 


Vebnnff$au/gaöen  für  Schüler. 


Uebangsaufgaben  für  Schuler. 


Von  Uerni  Gustav  SkrivaR,  Direktor  der  öfTeotl,  Oberrealaehale  «.d. 

BauerniDarbta  la  Wion, 

Wenn  p  eine  Stammzahl  und 

ist,  wobei  bt  c»..*«iE;  Stammfaktoren  za  (p — 1)  bedeuten,  iniil 
bezeichnen  m^,  ms, ....  nia  alle  diejenigen  zu  (p— '1)  primen 
Zahlen,  die  <(p  — I)  sind:  wie  viel  Binomien  zur  Summe  tXu- 
MO  flieh  aiM  den  m  bilden,  wenn  I  aus  keinen  anderen  PriitfAk* 
toren  ansammengefletzt  ist  als  irle  (p — I). 


Von  Herrn  Doctor  O.  BTiklen  in  Solz  im  Königreich  Würteniberg. 

1)  Man  siebe  durch  einen  Punkt  M  einer  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt O  ist,  die  Nonnale,  welche  die  grosse  Axe  In  Aiod 
die  Verlingemng  der  kleinen  Axe  in  N'  schneidet,  so  ist  die  GtScM 

VmNJÜN' 

gleicti  dein ,  dem  Halbmesser  OM  konjugirten  Semidiameter  (oder 
Halbmesser)  der  Ellipse. 

2)  Man  trage  auf  der  Normale  eines  Punkts  einer  Ellipse  nach 
beiden  Seiten  hin  Stücke  ab  gleich  dem  konjugirten  Halbmesser 
dieses  Puniits,  mo  liegen  die  Endpunkte  dieser  Stücke  auf  den 
Umfangen  zweier  Kreise,  welche  vom  IVlitteI|ii]iiLte  der  Ellipse  m'if 
zwei  Halbmessern  beschrieben  werden,  gleich  der  Differenz  uDii 
gleich  der  Summe  der  tialbaxen  der  Ellipse. 
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3)  Das  Produkt  zweier  Brennstrahlen  (der  von  einem  Punkte 
der  Ellipse  nach  den  Brennpunkten  tjezogenen  IjJnien)  ist  gleich 
dem  Quadrat  des  konjugirteo  tiaibiuessera  des  betreffenden  Punkts. 

4)  Das  Produkt  aus  der  grossen  und  kleinen  Halbaze  und  dem 
Krfimmungshalbniesser  eines  Punkts  der  Ellipse  ist  gleieh  dem 
Cabns  des  konjugirten  Halbmessers  dieses  Punkts. 

5)  Zieht  man  an  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  einer  £Uipse 
die  Tangenten,  wf*<!be  die  Tangente  eines  Punkts  ilf  derselben 
in  h  und  U  schneiden»  so  ist  die  Grosse' 

\f  ML.  ML' 
gleich  dem  konjngirten  Halbmesser  von  M. 

6)  Das  Produkt  derjenigen  zwei  Abschnitte  auf  der  Tangente 
eines  Punkts  der  Ellipse,  welche  zwischen  diesem  Punkt  und  den 
Durchschnitten  mit  den  Verlängerungen  der  Azen  enthalten  sind, 
ist  gleich  dem  Quadrat  des  konjngirten  iSemidiameters  des  Punkts. 

7)  Die  Punkte  L  und  L' ,  die  beiden  Brennpunkte  und  die  in 
2)  genannten  Punkte  liegen  auf  Eineni  Kreis,  dessen  Mittelpunkt 
der  Durchschnitt  von  der  Tangente  des  Punkts  M  mit  der  Ver- 
längerung der  Meinen  Axe  ist. 

8)  Das  Produkt  aus  dem  Abstand  4es  Mittelpunkts  der  Ellipse 
von  der  Normale  eines  Punkts  derselben  und  dem  swischen  den 
Verlfingevangen  der  Axen  enthaltenen  Stuck  der  Tangente  die* 
ses  Punkts  ist  gleieh  der  Differenz  der  Quadrate  der  Halbaxen. 

Die  Tangente  eines  Punkts  M  der  Ellipse  werde  von  den  Ver- 
längerungen der  grossen  und  kleinen  Axe  in  T  und  /  '  geschnit» 
ten,  uiul  P  sei  der  Fusspunkt  de^  vom  Mittelpunkt  aul  die  Tan- 
gente gefällten  Perpendikels,  so  ist 

9)  Mr.PT  gleich  dem  Quadrat  der  grossen  Halbaxe, 
MT.PT  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe. 

O  sei  der  Mittelpunkt  und  N,  W  die  Durchschnitte  der  Normale 
mit  den  Axen  (wie  oben)»  so  ist 

10)  OP.MN  gleich  dem  Quadrat  der  kleinen  Halbaxe, 
OP.M^'  gleich  dem  Quadrat  der  grossen  üalbaxe. 

11)  Das  Verbftltniss  MJSiMN*  ist  also  konstant 

12)  Die  Projektion  der  Linie  MN  aul'  einen  IJrennstrahl  ist 
!;1pich  dem  Quadrat  der  kleinen  Ualbuxe,  dividirt  durch  die  grosse 
Halbaxe. 

13)  Die  Projektion  der  Geraden  MN'  auf  einen  Brennstrahl 
ist  gleich  der  grossen  Halbaxe. 
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Man  bestimme  auf  dem  Umfange  der  Ellipse  denjenigen  Punkt, 
dessen  Krüinmuiigskreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  bat,  se 
findet  man  für  denselben  folgende  Eigenschalten: 

14)  Der  Abstand  seiner  Normale  toiü  Mittelpunkte  der  £llipee 
ist  gleich  der  Differenz  der  Halbaxen  der  Ellipee. 

15)  Dieser  Abstand  ist  grosser  als  derjenige  der  Norniaie 
irgend  eines  andern  Punktes  der  Ellipse« 

16)  Das  zwischen  den  Axen  enthaltene  Stück  seiner  Tangente 
ist  gleich  der  6uiiime  der  Halbaxen. 

17)  Dieses  StSek  ist  grösser  als  bei  irgend  einem  andern 
Punkt  der  Ellipse. 

IS)  Der  zwischen  diesem  Punkte  und  der  Verlängerung  der 
kleinen  Axe  enthaltene  Abschnitt  der  Tangente  ist  gleich  der 
grossen  Ualbaxe  der  Ellipse;  der  andere  Abschnitt  der  Tangente» 
weicher  zwischen  dem  genannten  Punkte  und  der  Verlängerung 
der  grossen  Axe  enthalten  ist,  ist  gleich  der  kleinen^  Ualbaxe. 

19)  Zieht  man  vom  Mittelpimklti  aul  die  Tangente  des  l*uiikls 
ein  Perpendikel,  so  wird  dadurch  das  zwischen  den  Verlängerun- 
gen der  Axen  enthaltene  K^tück  der  Tangente  ir)  zwei  Abschnitte 
getheilt,  gleich  der  grossen  und  kleinen  Halbaxe. 

20)  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  des  diesem  Ponkte  ent* 
sprechenden  Krämmungskreises  Parallelen  mit  den  Axen,  90  bt 
das  zwischen  diesen  Parallelen  enthaltene  StGck  der  Tangente 
des  Punkts  gleich  der  Summe  der  Halbaxen.  Der  Punkt  selbst 
theilt  dieses  StSck  seiner  Tangente  in  zwei  Abschnitte,  gleich 
der  grossen  und  kleinen  Halbaxe. 

21)  Der  Halbmesser  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Kriim- 
mungskreises,  die  Entfernung  seiner  Tangente  vom  Mittelpunkte^ 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse,  welcher  dem  nach  diesem 
Punkte  gezogenen  Halbmesser  konjugirt  ist»  sind  einander  gleich. 

Bestimmt  man  auf  dem  Umfange  des  Quadranten  der  Ellipse 
zwei  (zusammenhat  hörige)  i^iilkte  so,  dass  das  Produkt  der  ihnen 
entsprechenden  Kiüniiiiungäkreise  gleich  dem  Quadrat  des  Inhalts 
der  Ellipse  isf,  so  ergeben  «ich  für  diese  Punkteupaare  nach- 
stehende Eigenschatten : 

22)  Die  Abstände  ihrer  Normalen  vom  Mittelpunkte  sind  ein* 
ander  gleich. 

2o)  Diejenigen  Abschnitte  ihrer  Tancenten,  welche  zwischen 
den  Verlängerungen  der  Axen  liegen,  sind  auch  einander  gleich. 
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24)  Zieht  man  durch  den  Einen  Punkt  Parallelen  mit  den 
AXen»  80  wird  dadurch  das  zwischen  den  Verlängerungen  der 
Axen  enthaltene  Stfick  der  Tangente  des  andern  Punkts  in  drei 
Abschnitte  getheilt,  wovon  die  zwei  äussern  bezieblicb  gleich  den 
Halbazen  der  Ellipse  sind. 

25)  DaJ»jenige  Stück  der  Tangente  des  Einen  Punkts,  wel- 
ches zwischen  demselben  nnd  der  Verlängerung  einer  Axe  liegt, 
ist  gleich  dem  SUit  k  der  Taniccnte  des  andern  Punkts,  welches 
zwischen  dem  von«  IVlittelpui  kt  darauf  gefällten  Perpendikei  und 
der  Verlängerung  der  andern  Axe  enthalten  ist. 

26)  Das  Produkt  der  Abstände  des  Mittelpunkts  von  den  Tan« 
geolen  stveier  solchen  Punkte  ist  konstant  and  gleich  dem  Pro- 
dukte der  Halbazen. 

27)  Das  Produkt  derjeni2;en  zwei  Hall)niesser  der  Ellipse, 
welche  den  nach  diesen  Punkten  gezogenen  Halhniess*  i  n  koriju- 
gtrt  sind,  ist  konstant  und  ebenfalls  gieicli  dem  Produkte  der 
iialbaxen. 

28)  Das  Produkt  derjenigen  Aiisehnitte  der  Tangenten  von 
zwei  solchen  Punkten,  %velche  zwischen  ihnen  und  den  Verlänge- 
rungen der  kleinen  (grossen)  Aze  liegen,  ist  konstant  und  gleich 
dem  Quadrat  der  grossen  (kleinen)  Ualbaxe. 

29)  Das  Produkt  derjenigen  Abschnitte  der  Tangenten  von 
zwei  solchen  Punkten,  welche  zwischen  den  vom  Mittelpunkt  der 
Ellipse  tlaiauf  gezogenen  Senkrechten  nnd  den  Verlangerungen 
der  kleinen  (grossen)  Axe  Iieg4:n,  ist  koit^itaDt  und  gleich  dem 
Quadrat  der  kleinen  (grossen)  Halbaxe. 

30)  Das  Produkt  der  Abschnitte  von  den  Normalen  zweier 
solchen  Punkte ,  welche  zwischen  denselben  und  der  grossen  (Ver* 
iSngerung  der  kleinen)  Axe  der  Ellipse  liegen,  ist  konstant  nnd 
gleich  der  dritten  Potenz  der  kleinen  (grossen)  Halbaxe,  dividbrt 
durch  die  crrosse  (kleine)  Halbaxe. 

Eine  Gerade  ist  nach  dem  äussern  und  mittlem  Verhältniss 
getheilt,  wenn  sich  der  kleine  Abschnitt  zum  grossen  Abschnitt 
verhält,  wie  dieser  zur  {ganzen  Linie.  Bei  den  Alten  hiess  diese 
Theilung  „der  goldene  Schnitt."  Theilt  man  sämmtliche  Ordina- 
ten  eines  Kreises  nach  dem  äussern  und  mittlem  Verhiltniss>  so 
dass,  wenn  z.  B.  m  ein  Punkt  des  Kreises  ist,  mit  die  Ordinate 
und  M  der  Theilpunkt,  die  Proportion  stattfindet: 

Mn  i  mM  =  mM:  mn , 

so  liegen  die  Tbeilpunkte  M  auf  einer  Ellipse,  welche  besondere 
Eigenschaften  hat,  von  denen  einige  hier  angeföhrt  sind: 
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31)  Die  Diftereaz  der  beiden  Halbaxen  ist  gleich  der  Seite 
des  dem  grossen  Axenkreis  (dessen  Durchmesser  die  grosse  Axe 
der  Ellipse  ist)  einbeschriebenen  Zebnecks. 

32)  Die  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen 
FünfecUs  ist  8o  gross  als  die  halbe  Seite  rles  (liebem  Kreis  nni« 
schriebenen  Fänfcckp.  und  die  Seitr  rles  den»  kleinen  Axenkreis 
(dessen  Durchmesser  die  kleine  Axe  der  Ellipse  ist)  eiDbeschrie* 
beoen  Zebnecks  zusammen. 

33)  Der  Punkt  auf  dem  Dmfans^e  der  Ellipse,  dessen  Krfim- 

mungskrcis  gicicbeu  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat,  besitzt  folgende 
Eigenthümlichkeiten : 

a.  Der  Halbmesser  seines  KrQmmsngskreises»  der  Abstand 
seiner  Tangente  sowohl,  als  auch  seiner  Normale  vom  Mittelpunkte, 
derjenige  Halbmesser  der  Ellipse»  welcher  dem  nach  diesem  Ponkt 
gesogenen  konjugirt  ist«  sind  unter  einander  gleich  und  so  gross 
als  die  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  Zebnecks. 

b.  Die  Tangente  dieses.  Punkts  bildet  mit  den  (Verlängerun- 
gen der)  beiden  Axen  der  Ellipse  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
dessen  Catheten  beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  gros- 

'  sen  Axenkreis  einbeschriebenen  Ffinfecks  und  gleich  der  halben 
Seite  des  diesem  Kreise  umbeschriehenen  Ffinfecks  sind. 

c.  Dasjenige  Stück  der  Normale  dieses  Punkts,  welches 
zwischen  demselben  und  dem  Durchschnitt  mit  der  grossen  Axe 
liegt,  ist  gleich  der  Seite  des  dem  kleinen  Axenkreis  (dessen 
Durchmesser  die  kleine  Axe  Ist)  einbeschriebenen  Zebnecks. 

d.  Die  Norniale  dieses  Punkts  bildet  mit  den  Axeu  (oder 
ihren  Verlängerungen)  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Cathe- 
ten beziehungsweise  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis 
einbeschriebenen  Fünfecks  und  gleich  der  halben  Seite  dos  die- 
sem Kreis  umschriebenen  Fünfecks  sind.  Die  beiden  Segmente 
der  Hypotenuse  sind  gleich  den  Halbaxen  der  Ellipse. 

e.  Der  Mittelpunkt  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Krflni« 
mungskreises  liegt  auf  dem  Umfange  der  Ellipse;  wir  nennen  ihn  E. 

34)  Der  Punkt  £  der  Ellipse  hat  folgende  Eigenschallen: 

a.  Der  nach  ihm  gezogene  Hiillinjei»ser  der  Kllipse  ist  gleich 
der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  einbeschriebenen  Zehnecks. 

b.  Er  theilt  dasjenige  StQck  seiner  Tangente,  welches  swi- 
sehen  den  Verlängerungen  der  Axen  enthalten  ist,  in  swel  Theüe» 
wovon  der  Eine  gleich  der  Seite  des  dem  grossen  Axenkreis  ein* 
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beRchriebenen  Quadrats  ist,  während  der  Andere  gleich  dfr  8eite 
des  dem  kleinen  Axenkreise  eiobeschriebeoeQ  Quadrat«  bt. 

c.  Seine  Tangente  bildet  mit  den  verengerten  Axen  der  Ellipse 
ein  Dreieckig  dessen  kleine  Cathefe  gleich  der  Seite  des  dem 
kleinen  Axenkreis  einbesehrlebenen  Zebnecks  ist. 

d.  Das  rechtwinklicbe  Dreieck,  weiches  die  Tangente  dieses 
Punkts  mit  den  verlängerttn  Axen  bildet,  ist  kongruent  deiu  Drei* 
edc»  weiches  die  ^iormaie  desselheo  mit  den  Axeo  bildet. 

35)  Die  Tangente  des  in  3^3)  genannten  Punkts  (dessen  Krüm- 
inuiig8kreis  gleichen  Inhalt  mit  der  Ellipse  hat)  schneide  die  Ver- 
längerung der  kleinen  Axe  in  T  und  diejenigen  zwei  Tangenten 
der  Ellipse,  welche  dieselbe  in  den  Endpunkten  der  grossen  Are 
berühren,  in  L  und  L' ,  so  ist  TL:=:z  TV  =  der  Seite  des  dem 
grossen  Axenkreis  ein  beschriebenen  Fünfecks.  Beschreibt  man 
von  T  als  Mittelpunkt  mit  dieser  TJnie  als  Halbmesser  einen  Kreis, 
so  geht  derselbe  durch  die  beiden  Brennpunkte,  duich  E,  und 
schneidet  die  Verlängerung  der  kleinen  Axe  in  demselben  Pnnkte 
mit  der  Tangente  Ten  E* 


Miscellen. 


Der  eigentliche  Erfinder  des  sogenannten  Voller- 
Bcken  Satzes.  M.  s.  Archiv.  Tbl.  J^XXI.  Nr.  XXVII.  S.  449. 

Durch  einen  verehrten  mathematischen  Collegeii,  dessen  Wahr- 
heitsliebe ausser  allem  Zweifel  ist,  bin  ich  unter  dem  31.  Marz  186*2 
in  Kenntniss  gesetzt  worden,  dass  der  im  Archiv.  1  hl.  XXXI. 
Nr.  XXVII.  S.  449.  zuerst  publicirte  und  dann  auf  verschiedene 
Artei)  bewiesene  soi^enannte  Voller*8che  Satz  von  Uerru  Mö- 
bius in  Leipzii^  gefunden  worden  und  durch  eine  Verkettung 
besonderer  Umstände  zur  Kenntniss  des  nun  bereits  verstorbenen 
Voller  gelangt  ist  Wenn  dieser  Letztere  sich  auch  jetzt  nicht 
mehr  irerantworten  kann»  ab  nehme  ich  dech  nicht  den  geringsten 

Tbsil  XXXVin.  94 
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Anstand,  die  mir  Seemächte  Mittheiluni;  nach  cleut  benimmt  ft«feB 
mich  ausiiesprocheneu  Wunsche  zn  veröffentlichen,  da  deren  Rich- 
tigkeit durch  mehrere  in  jeder  Beziehunsf  wahrheitsliebende  und 
höchst  achtbare  Mathematiker  verbür^it  u erden  kann,  die  auch 
über  die  Art  und  Weise,  wie  Völler  zu  der  K^^nntniss  des 
^)atzes  gelangt  ii>t,  voiUtändig  Au^kunlt  zu  geben  im  iStande  siinl 
und  mir  zu  geben  die  Gäte  gehabt  haben.  Namen  za  nennen  i«t 
äo  lange  unnöthig,  als  nicht  8onBtlge  Reclamatioiieo  eingeben ,  an 
80  mehr,  weil  Möbius  bei  seiner  grossen,  allgemeiti  bekanatei 
Bescheidenheit,  —  d^r  jedesmaligen  Begleiterin  grossen  wissen- 
aciiaftUcben  Verdienstes,  —  es  verschmftbt  |iat,  selbst  eineii iScbritt 
XU  thtipi«  um  sieb  den-Besil»  das  Satzes*  der  also  ion  jeUt  ao 
nicbt  mehr  .der  Vriller*scbe,  sooders  der  Mvbius'scb«  i^ati 
heiss^n  wird»  zu  sicbem«  Mir  bat  es  besondere  Freude  geroachf. 
Vorstehendes  im  Interesse  eines  der  verdientesten  deutschen  Mathe- 
matUcer  bier  TerOffentUcben  xu  können. 

Greifswald  den  2.  Mai  1868.  '  Granert. 


,     Von  dem  Herautgeber* 

leb  habe  früher  mehrmals,  auch  In  diesem  Archive,  darauf 

hingewiesen,  daSfj  die  Bezeichnung  sin^g)  statt  i5in9j'^  u.  s.  w.  eine 
ganz  verfehlte,  ja  selbst  schädliche  sei,  und  den  Wunsch  au*i- 
gesprochen,  dass  man  sich  derselben  ganz  enthatlen  müge.  Es 
scheint  nicht,  dass  meine  Worte  Beachtung  gefunden  haben. 
Deshalb  freu  t  es  mich  um  so  mehr,  dass  (ilauss  in  einem  Briete 
an  Schumacher*)  den  nuMiii^en  ganz  ähnliche  Ansichten  aus- 
spricht; und  da  vielleicht  die  Worte  dieses  grossen  Mathemati- 
kers mehr  fruchten  als  die  meinigen,  so  theile  ich  dieselben  nach- 
stehend  mit.  Unter  dem  23.  ^ptemrber  iä39  schreibt  Gauss 
an  Schumacher: 

„Aehnliches  gilt  von  der  Schreihart  sin^g?.  ich  üude  diese 
JSrhreibart  aller  Analogie  zuwider,  da  die  Analogie  sonst  ein  an 
die  iSpitze  gesetztes  ^  als  eine  Abkürzung  liir  doppeltes  Schrei- 
ben des  niichst  vorhergeliendet}  erfordert**),  also  sin*qp  =  sin(8ing7>. 
Die  Schreibart  sin  V  ^^^^  allerdings  von  angesehenen  JNamen  ge- 

*)  M.  e.  den  kürzlich  eraehienenen  dritten  ftand  dee  1ftriefwecll<- 
eel8  zirischen  C.  F.  Gaae«  Hnd  H.  C.  Schamat^lier,  Heriav- 
gegeben  von  C.  A.  F.  Peter^f.   Altona  1861.   S.  292. 

**)  Ich  teltiei  habe  friUier  ■45hoii  ^ift  genug  an  Jäy^z^^y  dSr^^W^ 
s>  w.  erinaarl.  ^  ■   -    ^    -     .  1^ 
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brancbt«  wie  Laplace  und  PoUson  und  ist  an  sich  gut  ge- 
Bi6iDt>  DeoaliGh«  ^iD«r  falacheu  Interpretation  vorzubeugen,  damit 
man  das»  vra«  (sincp)'  »ein  ^oll,  nicht  als  ein  srii((p)^  verstehe, 
wenn  man  $ln  9'  sc|ilechthin  scbreibt.  ^herunter  1000  Fällen  kommet 
dt«  letztere  Bedeutung  nicht  Einmal  vor,  es  kann  gewiss  ein  Miss» 
▼eretSndniss  nie  eintreten«  and  wo  ein  solches  denkbar  wire,  Ist 
•B  weit  besser,  durch  eine  Parenthese  (wie  oben)  voran  beugen, 
als  eine,  diireiiaiia  anAlogißeb  uoriebtigie  SehreUiart  anan- 
wenden.  Ich  erinnere  midi,  dass  Her  sc  hei  sich  ancb  einmal 
nachdrücklich  gegen  die  Schreibart  sin '9  erklärt  bat.  6essel, 
der,  wie  mir  scheint,  auf  correctes  Fermelnsebrelben  etwas  hält, 
«chreibt  meines  Wiesens  nie  so.^    '  ' 

Mochten  doch  diese  Worte  des  grussten  deutschen  Matbe* 
matikers  dazu  dienen,  dass  die,  welche  auf  diesen  letzteren  Namen 
auch  AD8pruc|i:zii  macthea  Recht  zu  haben  glauben,  sieb  die  in 
Rede  stehende  ganz  unnütze  und  überflüssige,  ja,  wie  ich  früher 
deotlicb  dargelegt  zu  haben  glaube»  selbst  schädliche  Nachäfferei 
der  Franzosen,  —  bei  aller  Achtung  vor  denselben  als  Meister  In 
unserer  Wissenschaft,  —  endlich  abgewohnten.  Die  Sache  ist 
gar  nicht  so  unwichtig,  wie  sie  auf  den  ersten  Anblick  an  sein 
scheint,  und,  was  den  Unterricht  auf  der  Schule  betrifft;  so  wäre 
sehr  zu  wünschen,  dass  besonders  hier  auf  irgend  eine  Weise 
eine  Ueheretnstimmiing  herbeigeführt  und  die  Schreibart  sinV 
ganz  abgeschafft  wüiiie. 


Beweis  des  berflhmten  Ausdrucks  von  Wailts  für  «. 

Von  deiii  Uerausgeber. 

Als  ein  Beispiel  für  die  Anwendung  der  bestimmten  Integrale 
mag  sich  der  folgende  Beweis  des  von  Wallis  gegebenen  Aus^ 
drucks  für  n  empfehlen. 

Nehmen  wir  den  Bogen  sc  zwischen  0  und  ias,  so  Ist 


und  folglich 


%ivkxdxz:^J^  öa?  V^l  —  cos«** 


0  0 

Nun  Ist  aber: 


la  Viraakrskft  'allgeneiai  -  .   .  -  r      1 '  .  .  >6t 
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n 

Ferner  ist  nach  dem  Binomischen  Lehri^atze,  dessen  Anwendoo? 
hier  verstattet  ist*),  wenn  wir  die  Binomial-Coeilicieuten  auf  be- 
kannte Weise  b«>zeicbnen: 

also  nach  einem  bekannten  Satze  der  integralrechnuog : 


dx  Sf  1  —CO««* 

o 

n  n  n  k 

o  o   •  O  0 

• •  •  • 

Nach  einer  bekaooten  Reduetionaformei  iat  ab«r : 

sioarcoaa:«*-*  .  «a— 1  /» 
Goa«**^^;^  2;  I  coaaf*"^öjr, 

und  folglich: 


TT 


/«  2«  —  1  * 

O  0 

alao  darch  ancceiaiva  Aowandong  dieaer  Famd: 

.o  o 

/«         ,             2n— 3 
cos  x^^^ox  =   2  /  cos**"'^öx, 

o  o 

/a  2«  5 


0 

U.  8.  W. 


/a  /»«  /  » 

cos^ddT  =  I  /     coBx^Xw         j     co8d;^=i  /  0s; 

O  «  0  o 

  I 

»)  M.     ArchiT.  Thl.  IUI.  S.  ao^  8. 1.  ajid  a  IL  8. 
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olglicb,  wenn  man  auf  beideo  Seiten  multiplieirt  «q4  •^fbebt» 
f«a  mtk  i^nfheben  liest«  weil 


3f 

s 

2 

o 

Ii: 


/«  ,      1.3.5.7....(2»i— 1)  w 

o 

ffibrt  man  min  diee  in  den  obigen  Aeedruck  von 


»  " 


da;  VT 


o 

ün»  80  ergiebt  sich: 


—  w|V 


OOS«* 

= j  U  -  («x .  4 + (*)« .     -  (i). .  270  +     •  pXÄ 

Inn  ist  aber: 

,    M^    l_:3_i.3      1    1.3     1.3^,     1  ^_1.3.3.5 
-      »  +  (i)* .  2.4  —  2.2     2,4  •  2.4  -  273^*^0^    OTJ .1' 

1    'm   i^m  m    ^ ♦3«5  1 .3.3.5      1 . 3  1.3.6 

'  -  Wi    +         . 4  - (4)i  -2:4.6     2 . 2  4  4  ~  03 '  STO 

_  1  3.3.5       J_  _  1.3.3.6.5.7  .  . 

—  2.2.4.4^*  ""«.6^-2.2.4.4.6.0* 

1  -  (4)i .  i  +  (4). .  1^  -  (4)3 .       + (4)4  •  o'.  eil 

1.3.3.5.5.7     1.3.5  1.3.5.7 
°*  2.2.4.4.6.6  2.4jO'2.4.6.8 

1.3.3.5.6.7  l_  1.3.3.5.6.7.7.9. 

""2.2.4.4.6.6^^    8.8^""  2.2.4.4.6.6.8.8' 


ro  nun  sebon  erbdiet,  wie  man  anf  diese  Art  Weiter  gelten  kann, 
ie  Art  der  Abwendnng  der  bekannten  Bernoulll*s4ben  Scbloss- 
reise  aaeh  flbr  sidi  klar  Ist 
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5  Ä 1  —     .  i  +  (i)a  •  274        •  374 . 6        *  2.4 .0.8 


•••• 


und  1 

80  ist  nach  don  Vorhergelioiidens 

^  1.3.3.5.6.7 

_1. 3. 3. 5. 5.7.7.« 
^4^2.2,4.4.0.6.8,8' 

u.  s.  w. 

also:  „     ;     .        '  * 

'  '  1 . 3 . 3 . 5 . 5 . 7 . . . .  (2/^- ! )  (2A -1 )  j) 
*  =      2.2.4.4 . 0 . 6 ....  (2Ä  -  2) .  2^5:.  2A;     , ' 

ond  folglich: 

1  ■  3 . 3 . 5 . 5 .7 ■ ...  (2)^— I)(2^--»(M-f i>  - 
Ä=Lim     2.2.4.4.6.6....  (23fe—2).2*.2Ä 

f|lr  ei»  in^s  Ifnondiiehe  wacbsfuides.  ^* 
.  Qfther  igt  nach,  djem  Qbigen ;  . 


/«  „  "  .         1.3.3.5.5.7....(2A- 1)  (2Ä-1)(2A+1) 

und  folglich»  weil       .  •  •  • 

'         .         •  .  1.  . 

und  das  erste  dieser  beiden  Integrale  di»  Einheit  |«t: 
5  13. 3.5.5.7.... (2ifc>--l)(2^rrlj4^-H) 
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immer  onler  tf^v  VoraosBettung^  daas  k  In's  Unebfffitöbe  wicliflt 
S«M  mai: 

'^*'^i.3.3.Ö.5.7^(2ife-.l)CiA-l)(2;i-H)' 
1 .3.3.5.5.7 ....  (2>fc  + 1> (2ifeH- 1)  (2>fe  +  3) 

io  iati  •  • 

'^^^  r  (2iS:  f  i)  (2ife  +  3)  ' 

sber: 

C>^  +  2)(2A:  +  2)  =  i(2A  +  l}  +  ]||(2Ä:  +  3)-IU 


^2  . 


mi  MgiU»! 

(2*+2)(2*+2)=(2i5:+J)(2it+3)  + 1, 

«tm> 

(2*  +  2)  (2A  +  2)  >(2A  + 1)  (2A  +  3), 

daher,  iiimer 

•a  idaaa  «lao,  «ireini  k  io'a  Untndliabe  wSebat,  «iah  haMr  1^  \m 
Wachaati  der  Gr^aae  ^  nfthart . 


Weil 


(2/-H)  (2^4-3) -fl 


iat,  «0  lat: 

und  der  (Joteracbied  Pk-{i — Pk  nimmt  also  «ekr  schnell  ab»  ireU 

TT 

Fft  Diemala  grOaaer  als  ^ 

(Eiii  anderer  Beweifl  nichrteni.) 


Anfrage  und  Aufforderung. 
Van  Herrn  Professor  Dr.  Willeloin  in  Hannovor. 
Dia  Eilbdung  daa  Stereoakopa  bietet  ffir  den  Unterricht  in 
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der  Stereometrie  uihI  desrri|)ttveri  Geometrie  ein  8o  schätzbares 
Hulfsmittel,  dass  dasselbe  heufiires  Ta^c^s  nirgends  mehr  fehleo 
sollte.  Nicht  nur  ersetzt  es  in  vielen  Fällen  eine  Modeüsamm- 
lung,  sondern  für  gewisse  Fälle,  insbesondere  für  Linear -Con- 
•tructionen,  leistet  es  noch  ein  Erhebliches  mehr,  ioh  selbst  habe 
mir  eine  kleine  Gruppe  stereoslcopiscber  Zeichnungen  für  deo 
^enannteD  Zweck  theilc  selbst  angefertigt,  theils  unter  ineiDcr 
Leitong  anfertigen  lassen  und  davon  die  besten  £rfolge  gehabt. 
Da  aber  die  Herstellang  sdcber  Zeiebnungan  sebr  seitraubend 
iatt  eo  ertavibe  ieb.  mir  bierdnreh  die  Anfrage: 

'  Ob  vielleicht  schon  irgendwo  Sammlungen  stereoskopi- 
scher  Zeichnungen  fär  Stereometrie  und  descriptive  tieo- 
metrie  kfiufÜcb  su  baben  sind! 

Ich  zweifele  nicht  daran,  dass  der  Herr  Herausgeber  des 
Archivs  jeder  Mittheilung  hierüber,  bei  dem  allgemeinen  Interesse« 
welches  die  8acbe  ohne  Zweifel  bat,  gern  einen  Raum  vergün- 
neu  wird 

Sollten  aolcbe  kiaflicbe  SaArolangen  nocb  niebt  ezlstiren, 
wie  leb  fast  beifÜrebte,  se  milcbte  leb  die  Aufforderung  an  alle 
Diejenigen,  welche  dazu  geneigt  sind,  hinzufügen,  eine  solche 
Sammlung  der  Oeffentlichkeit  nicht  vorzuenthalten.  Sie  werden 
sich  dadurch  gewiss  von  vielen  Seiten  Dank  erwerben.  Die 
Zeichnungen  müssen  natürlich  streng  nach  den  Regeln  der  Per- 
spective entworfen  werden.  INacli  meinen  Erfahrungen  nehme  ich 
die  Distanz  der  beiden  Augenpunkte  zu  tiO  Millimeter,  so  dass 
jedes  der  beiden  Bilder  durch  ein  Quadrat  von  sjleichfalls  60  IVIm. 
Seite  eingerahmt  wird.  Der  Abstand  des  Auges  vom  Tableau 
kann  gleichfalls  zu  60  Mm.  angenommen  werden.  Die  parallactisebe 
Verschiebung  der  beiden  Bilder  muss  mindestens  5  Mm.  betragea» 
so  dass  die  gleichlautenden  Punkte  der  beiden  Grundrisse  und 
Aufrisse  höchstens  55  Mm.  veo  einander  entfernt  sind.  Dach 
will  icb  durch  diese  Andentungen  anderweitigen»  vlellelcbt  besse« 
ren  Erfabrungen  nicbt  rorgrelfen. 


*)  Verstebt  sich  von  «elbsl.  G. 


Digitized  by  Google 


'  ßrunert:  Reiai,  iMischm  den  Seite»  u.  Bia^m.  Jedes  Vierecks.  ^73 


XXXIII. 

Lieber  die  zwischen  den  Seiten  und  Diagonalen  eines 

,  jeden  Vierecks  Statt  findende  Relatioii. 

■ 

Von 

dem  Heransgeber. 


In  dem  vieles  Schöne  enthaltenden  Ca nibri dg; e  and  Dublin 
niath ematical  Journal  stiess  ich  neulich  in  einer  älteren  Num- 
mer (No.  XVI.  May  1848.  p.  150.)  zufällis;  auf  eine  ganz  kurze 
beiläufige  Notiz  über  eine  von  Herrn  Salmon  herrührende  Ab* 
leitung  der  zwischen  den  Seiten  und  Diagonalen  eines  jeden  Vier- 
ecks Statt  findenden  Relation,  ohne  alle  weitere  Angabe  des  Orts, 
no  dieselbe  sieb  findet  Dadurch  wurde  leh  zu  den  folgenden 
Betrachtungen  und  Rechnungen  veranlasst»  welche  ich  hier  mit- 
tbeile,  weil  icli  den  Gegenstand  für  bemerkenswerth  und  wenn 
luch  allerdings  schon  bekannt  —  doch  weitere  Bekanntwerdung 
im  Interesse  des  Unterrichts  yerdienend  halte,  wobei  es  sich  von 
selbst  versteht,  dass  das  Verdienst  der  Erfindung  ganz  Herrn 
Salmon  gebShrt. 

In  etwas  allgemeinerer  Auffassung  als  die  blosse  Betrachtung 
Hnes  Vierecks  zulSsst,  wollen  wir  uns  ein  beliebiges  Dreieck 
ABC  denken,  und  die  Seiten  BC»  CA,  AB  desselben  wie  ge* 
vSbnllch  respective  durch  a,  6,  c  beseichnen.  Tritt  nun  zu  den 
Irei  Punkten  At  B,  C  ein  beliebiger  vierter  Punkt  D  hinzu,  so 
lollen  dessen  Entfernungen  DA,  DB,  DC  von  den  Punkten 
B,  C  respective  durch  ß,  y  bezeichnet  werden.  Wird  die 
^plf  ABCD  als  ein  Viereck  aufgefasst,  so  sind  a,  e,  y  die 
leiten  und  b,  ß  die  Diagonalen.  Die  Winkel  ADB,  BDC, 
VDA  in  den  eben  so  bezeichneten  Dreiecken  sollen  respective 
Inrch  ac ,      z  bezeichnet  werden. 

l  Ueii  XXXVXU.  » 
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Iß 

Nach  einem  allgemein  bekannten  Satee  findet  zivischen  dre 
beliebigen  Winkeln  oder  Bogen  Xt  ff^  t  immer  die  Gleichnog 

1  —  cos    —  cos y'^  —  cos  2*  -|-  2  cos  x  cos y  cos  % 

s=  4  ein      +  y  +  2)  si  D  i(—  :r  +  y  +  s)  0  i  n  i  (:r  —  y  +  x)  sin  4  (a:  +  y 

Statt;  im  vorliegenden  Falle  ist  aber  offenbar  immer  eine  dei 
Gleichungen 

erfüllt,  also  nach  der  voräteheiHlen  allgemeinen  Kelatioii: 

1 — cos«* — cosy* — cos  s* + ^     ^  cosy  cos«  =  0. 

Weil  nun  nach  einer  bekannten  Grundformel  der  ebenen  Ingo 
nometrie 

a«  +  j32  — j32  +  y2-a«  y*  +  a*-Ä 

ist,  60  erhält  man  aus  dem  Vorhergebeiiden  unmittelbar  die  fd 
gende  Relation; 

(cs^-jga^c^s    (/3«-t-y«~fl«)«    (y«-Ftt»->6y  \ 

*  4y»«*        /  I 

=  0, 

.    +  /U^f^  ) 

oder: 

+(/»*+y*-a»)(y«+««-6«)(««+  /J»^c*) ) 

weiche  sich  auf  verschiedene  Arten  umgestalten  läset.  | 

Mittelst  leichter  Rechnung  leitet  man  aus  dieser  Gifidüf 
die  folgende  ab:  1 

4««j3V-(j3*  +  y*)*«*+2(/J«+ya)«V— ««a* 
-  («»+/S2)V  +  2(«*+ /J2)y2c»— y*c* 

—  (a*  +  j3*^)(/32  +  y2)6« 


Digitized  by  Google 


1 


und  Diagimalen  eines  Jeden  Vierecks,  375 
Süu  ist  aber 4  wie  man  leicht  übersieht: 

lud 

(^+r*)(r»+«^(«'+l»^ 

•"eroer  ist,  wie  man  eben  so  leicht  sogleich  lindet: 

2(«2  -J-  (ß2  ^  ya)(y2  ^  „2^  ^  (y2  _  ^)(^2  _  y2^. 

Indlicb  ist  offenbar: 

lIso  hat  man  die  l'oigende  Relation: 

's^t  man  den  Punkt  /)  mit  dem  Punkte  C  zusammenfallen, 
?  =  6,  ß  =  af  ^  =  0;  inul  tlie  vorstehende  Gleichung  re- 
oh  auf  die  Identität  0  =  0,  ^vie  man  leicht  lindet. 

>  der  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  bescfarle* 

.ises ,  8o  ist ,  wenn  wir  den  Halbmesser  dieses  Kreises 
.   bezeichneil,  im  Obigen  a=:jS  =  y  =  r  zu  setzen,  wodurch 
M  die  Gleichung 

(2a«^426%*-f  2i!*i^— c*  -  A*-  c*)r«— a*Wc*  =  0, 

25* 
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also 

ahc 


oilei  nach  einer  bekaonten  Zerlegung: 

abc 


V(a  +  6  +  cX-  a  +  6  +  6)(tt— 6  +  c)(a  +  b—c) 

wie  aoderwoitig  geongsam  bekaont  ist,  erhäit. 

Wenn  AB  CD  ein  ParaUelogramin  ist,  so  ist: 

BC=za,    CA  =  b,  AB=ic, 

DA=sa=:a,   DB  =  ß,  DC=y=ic; 

und  aus  der  obigen  allgemeinsD  Gleichung  ergiebt  sich  also 
Falle  die  Gleicbaog: 


Der,  Ton  6  nnabhängige  Tbeil  In  dieser  Gleichung  ist: 

+  c4(ya_«8)  _y4(ya_«a) 

Der  von  6  abhängige  Theit  ist,  wie  man  leicht  findet: 

Alse  ist  die  Summe  beider  Theile: 

(y«  —  «2)2 1 _  2  (y* + ««) } 
4.  {(ya_  fl^)«— /5«[/ja-.2(y* + a«)l  1 6*-  ^«6* 

und  folglich: 

|(ya_«a)i_  j8«6*>  |  +  6«  -2(y*  +  u^)  1  =  0, 
welche  Gleichnng  man  auch  unter  der  Form 

( (c*    a*)«    6«^  2  II  ^2  ^  ^  _  2(c«  +  o«)  1  =  0 , 
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oder  unter  der  Form 

flchreibeu  kann. 

Bezeichnen  wir  den  von  den  beulen  Diagonalen  des  Paral- 
lelogramms ein(]^eschlossenei]  Winkel,  welcher  der  Seite  a  gegen- 
nber  liegt,  durch  97;  so  ist  nach  einer  bekannten  trigonometrischen 
Formel : 


aJso: 

oder 

Wäre  nun 
also: 


ibß       '    -C08g>-  j6fr~' 


WHi3*)-(aHc«)  =  0 
2{aa+c*)  =  6a  +  /3«. 


so  wftre  durch  Addition  und  Subtraction; 


oder 


und  es  würde  folglich  offenbar  immer  eine  der  beiden  Gleichungen 

Statt  finden,  welches  dem  Satze  wicflerspricbt,  dass  die  iSumnie 
zweier  leiten  eines  Ureiecics  immer  grösser  als  die  dritte  äeite 
ist  Also  kann  nicht 

(4,2«.  c2)2  = />2jS2    oder    (a«  —  c«)«  -  ^2^2  ^  0 
sein»  ond  ans  der  Glelcbaog 

folgt  also: 

'  6«4.|3*.2(os-fl-c*>^0  oder  Ä*  +  /8«ss:2(ii*+u«), 
worin  d)Br  bekannte  Sats  ansgeaprocben  ist»  das»  die  Somine  der 
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Quadrate  der  vier  Seiten  eines  Parallelogramms  der  Sumiue  der 
Quadrate  seiner  beiden  Diagonalen  gleich  ist» 

Naturlich  massen  sieh  auch  die  bekannten  Relationen  zwi- 
schen den  Seiten  nrui  f)ia<;oiialeii  eines  in  den  Kreis  beschrie- 
benen Vierecks  aus  Uer  obigen  allgemeinen  Gleichung  ableiteo 
lassen,  was  ich  jedoch  der  Kürze  wegen  jetzt  nicht  weiter  unter- 
suchen, sondern  dem  Leser  zu  ermitteln  überlassen  will.  Indes« 
will  ich  beiläufig  bemerken ,  das«  diese  Relationen  mittelst  «ier 
Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  ungemein  leicht  auf  folgende 
Art  erhalten  werden  können.  Wenn  ntolicb  das  Viereck  ABCD 
In  einen  Kreis  beschrieben  Ist,  so  Ist 

also,  wenn  wir  lüe  Wickel  des  Vierecks  der  Kürze  wegen  bloM 
durch  dessen  Ecken,  an  denen  sie  liegen,  bezeichnen: 

cwB -ircosD^Ot  cosil"fl-coBC  =  0; 

folglich  nach  einer  bekannten  Grundlormei  der  ebenen  TrlgoofK 
metrie: 

2ac  Lay  ' 

oder : 

« 

"     ay(o^  +    — 13«)    ac(o*  +    — /J«)  =  0 ; 

* 

und  hieraus: 

»  • 

(oa + cy)(ay  -|- ««)  =  6*(<icH- 
(Ott  +  cyXoc + ay) = /S*(iiy + ea) ; 

woraus  durch  Muitiplication  und  Division,  wenn  man  auOiebt, 
was  sieh  aufbeben  lässt^  die  beiden  Gleichungen: 

oder 

also  die  beiden  bekannten  Gleichungen  s 
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erhalten  werden ,  eine  Oarstellnng »  die  sieb,  wie  ee  mir  scheint, 
dorch  Ihre  Leicbtiglceit  empfiehlt,  und  berm  Unterrichte  zweck- 
mässig als  Uebungs  *  Aufgabe  beuutzt  werden  kann. 


Ueber  Genauigkeit  der  Fonclionen  bedingter  Beob- 
achtungen. 

(Fünfter  Naclitrag  zur  Ausgieichungsrediiiung)*). 

Von 

Herrn  Geheimen  Hofrath  Professor  Dr..  Gerling 

in  Marburg 


Je  weiter  die  Hoffnung  snriicktritt,  dass  ich  selbst  noch  eine 
sweite  verbesserte  Auflage  meines  Buches  über  Ausgleichungs- 
rechnung  liesorgen  haben  wfirde,  am  so  lebhafter  tritt  mir  die 
Pflicht  entgegen,  die  Verbesserungen,  deren  das  Buch  bedarf, 
sar  Benntsang  fQr  meine  Nachfolger  sa  sammeln,  und  die  wesent- 
lichsten derselben  in  NachtrSgen  zu  veröffentlichen. 

Der  leiste  dieser  Machträge  berichtigte  nur  einen  Vortrags- 


*)  Die  liralleren  Nacbtrigc  Hoden  sich  in  dieteoi  Arehiv  Theil  VI. 
S.I41  und  S.875,  so  wie  Theil  X\V.  S.219.  Aach  gehört  hierher  ci- 
ni^ermMtsen  eine  mehr  pelemlache  Ulttheilnng  in  Seh  15 milch  und 
Wiueohele  Zeitechrift  Iii. 


Digitized  by  Google 


380  Gerling:  Ueber  GenauigheH  der  FuncHonen 

fehler,  über  vvel<-her»  ich,  wie  es  zu  geschehen  ptlegt,  wenn  man 
über  seine  eignen  Bücher  liest,  Jahre  lani^  we^fdocirt  hatte,  ehe 
mir  die  Missverständnisse,  zu  ivek-hen  die  Worte  des  Buche« 
einen  Leser  führen  konnten,  vollständig  klar  wurden«  - 

Ein  ähnlicher  FaJl  findet  sich  nun  im  §*7L,  wo  bei  einen 
Leser  allerdings  leicht  das  Missverständniss  entstehen  kano, 
dessen  Andeutung  Ich  dem  Herrn  Professor  Banr  in  Stuttgart 

verdanke ,  als  sei  8.227.  noch  von  den  nach  §.59.  berechneten 

V  der  wirklichen  Beobacbhjugen  die  Rede,  statt  dass  hier  die 

V  der  fin<:rirten  Beobachtungen  gemeint  sind,  virelcbe  zu  den 
mittleren  Fehlern  gehOren. 

Nachdem  ich  nun  während  meiner  lettten  Vorlesung  auch 
noch  aufmerksam  darauf  geworden  blut  dass  sich  durch  eine  Um- 
stellung der  Sätse  auf  S,227.  und  8.228.  der  Vortrag  bedeutend 
fibersichtlicher  machen  lässt,  glaube  Ich  folgende  verbesserte  Re* 
daction  der  betreffenden  Stelle  geben  zu  müssen. 

Zuerst  ist  8. 225.  Z.  15  v.  afiisciien  die  beiden  Sätze: 
,^....zu  einem  Minimum  machen"  und:  y>Um  also  von  dem  mitt* 
leren....''  ein  neuer  Satz  einzuschalten,  welcher  lautet: 

Wir  müiJseri  uns  hierbei  aber  auch  noch  erinnern,  dass 
wir,  nin  zu  dem  Begriff  der  mittleren  Fehler  zu  gelangen, 
nach  §.  15.,  10.,  45.  und  61.  eine  zweite  Reihe  von  gleich 
vielen  Beobachtungen  (ingiren  roussten,  welche  mit  den  wirk- 
lich beobachteten  o  gleiche  Genauigkeit  hätten  und  eben 
um  die  mittleren  Fehler  von  der  Wahrheit  abwichen* 
Diese  flngirten  Beobachtungen  nmssten  dann  auch  neue 
V  und  [eo]  geben,  welche  durch  diesdben  Bedingun- 
gen und  Gleichungen  unter  sich  und  mit  ihren  Beobacbtan* 
gen  verbunden  wären,  durch  welche  die  bisher  betrachteten 
und  endlich  in  Zahlen  dargestellten  w,  k,  v  und  [oe]  mit 
den  wirklich  angestellten  Beobachtungen  verbunden  sind. 

Sodann  bleibt  der  Text  des  Buchs  unverändert  bis  zu  der 
dritten  Zeile  von  unten  auf  8.226.  Von  hier  an  aber  geht  es 
nach  den  Gleichungen  Nr.fiO.  folgendermaassen  fort: 

Offenbar  sind  diesor  (ileichuiii^en  el»en  so  viel  als  O. 
In  ihnen  ist  aber  tiir  alle  diejenigen  O,  welche  in  (16)  und 
(17)  nicht  vorkommen,  /  =  0  zu  setzen. 

Nun  kommt  es  also  nur  noch  darauf  an,  die  r  gehSrig 
zu  bestimmen. 

Dazu  wissen   wir  aber,  dass  auch  für  das  jetzt  zu 
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betrachtende  Systnin  fingirter  Beobachtungen,  welches  die 
mittleren  Fehler  und  seine  neuen  w,  k,  v  und  [vp]  mit  sieh 
bringt,  nur  solche  dO  zuliissi*;  sind,  welche  specialisirt  und 
und  also  den  — t?  der  tingirten  Beobachtungen  gleich  ge- 
setzt, das  [vv]  für  alle  zu  einem  Minimum  machen.  Wir 
haben  also  in  (21)  wieder  zu  differentüren,  indem  wir  du  als 
constant  betrachten,  und  erhalten  eo,  wenn  wir  die  Diffe- 
rential-Gleichung auch  gleich  epecialieiren »  indem  wir 
— ddO  =  de  setzen :  ' 

(22)     0=^Lgdvii'  L^v^  4-  iiftdVi  +  L^dv^-i-. . . . 

Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  unserer  im  §.59.  er- 
füllten, und  auch  bei  den  fiogirteu  Beobachtungen  als  erfüllt 
zu  denkenden«  Gleichung 

(14)     .  0  =  Vidüi  +  v^dv^  +  %dv^  +  v^do^  -|- . . . . , 

80  bemerken  wir  die  wichtige  Eigenschaft  der  L,  dass  sie  » 

den  V  der  üugirten  Beobachtungen  proportional  werden 

müssen.   Setzen  wir  also 
* 

Li  —  s, Vi;   L2  —  X3  —  «.  üs  u.  s.  w. 

(    und  sttbatituiren  für  diese  9  Ihre  Werthe  aus  den  auch  jetzt 
'als  erfiSilt  gedachten  Gleiebungen  Nr. 44.»  so  erhalten  wir 

zunächst 

£fi  =s.(ai^i-i-6iA^  +  Ci^s+»--}» 

as:  1.  («3^1  +  63  A^a  +  CsÄs  +  •  •  •  •)  • 

Multipliciren  wir  sodann  in  diesen  Gleichungen  der  Reihe 
nach  jedes  L  erst  mit  dem  in  ihm  Torkommenden  a  and 
addiren»  so  erhalten  wir 

[aL]  =  t([aa]ki  +  [aöjU^    [«cj/r,  +  .,..) 

und  eben  so  nach  Muitiplication  mit  den  ö,  c  u.  s.  tv.  ^ 
[tL]  =  s.([ab]ki  +  [hb]k^  +  [6c]^8  +,...), 
[cL]  =  s .  {[ac}ki  -I-  [bvjk^  +  [^^^l^s  +  ••••)» 

d.  h.  weil  die  w  auch  für  die  fingirtt^ii  Beobachtungen  als 
durch  die  Ausgleichung  verschwunden  gedacht  werden  müs- 
sen,  vermöge  Nr.  45. 
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(23)  *  0  =  iah\,  ü  =  {bL\,  0  =  [cZ.],  u.  s.  ^^. 

Zu  denselben  (ilei<  tiiini^t'ii  wären  wir  aber  auch  gelangt, 
wenn  wir  aus  den  Gieichunii;en  Nr.  50.  auf  die  oft  angeführte 
Weise  für  \TjL\  ein  Minimum  gesucht  hätten,  indem  wir, 
ohne  weiter  an  die  linp;iiten  Beobachtungen  und  dereo  Zu- 
behör zu  deokeo»  die  r  festgestellt  hätten  mittelfit  der  Glei- 
changen 

Diese  £igenflchaft  omierer      vernOge  deren  die  Feet- 

I 

Stellung  der  r  so  zu  geschehen  hat,  dass  {Llti^-p  cia 

fiiiDimuni  wird,  enthält  nnn  einen  wiehtigen  Lehrsats»  wel- 
chen wir,  ehe  wir  welter  geben,  hier  dech  erst  deotiieli 
aussprechen  wollen.  Es  ist  kein  anderer  als: 

Die  Ausgleichung  der  bedingten  Beobachtungen  bewirk^ 
dass  auch  die  Genauigkeit  alier  mit  ihrer  Hülfe  au  be- 
rechnenden Grossen  so  gross  als  möglich  wird. 

Substituiren  wir  nun  zuletzt  als!0  in  (23)  die  Werth©  der  L 
EHR  iVr.  50  ,  so  erhalten  wir  endlich  zur  numerischen  Bestim- 
mung  der  r  die  Gleichungen: 

Von  hier  an  geht  es  nun  mit  Nr.  51.  fort  wie  im  Ruche  S.  228. 

Vorstehende  verbesserte  Redaetlon  des  §.74.  erfordert  nan 
conseqnenter  Weise  aaeh  Im  folgenden  §.  77.  einige  Zusfitae  und 
Abänderungen,  welche  von  S.238.  hinter  den  Gleiehnngen  (22) 
anfangend,  folgeudermaassen  aoiubringen  sind: 

Diese  erhalten  wir  hier  noch  fortwSbrend.  Dort  aber 
▼erglichen  wir  sie  mit  (14),  weil  dort,  auch  för  die  fingtrten 

Uüobachtungen  und  ihre  neuen  w,  k  und  o,  das  \vv\  ein 
A\liniiuuiu  war.  Hier  aber  müssen  wir,  weil  nicht  mehr  [rc] 
sondern  [j't't^J  durch  unsere  in  §.  70.  gemachten  Arbeiten 
zu  einem  Minimum  gemacht  ist,  und  wir  nur  unter  dieser 
Bedingung  unsere  o-fu  für  die  O  setzen  durften,  dies  Alles 
auch  ganz  eben  so  auf  die  tingirten  Beobachtungen  wuA  die 
neuen  davon  aljliäii[;igen  Werlhe  übertragen  werden  niuss, 
aie  nicht  mehr  mit  (14),  sondern  mit  der  in  §.  70.  erfulltea, 
und  auch  für  die  fingirteo  Beobachtungen  als  erfiiit  su  den- 
kenden, Gieicbnng 
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(15)        0  =  /»i dpi  -i^PtH^v^  +  •  • .  • 

▼ergleicben. 

Dies  zeigt  uns  nXin,  dass  die  L  den  m»,  also  die  LL 

IdJL 

deo  ppup  und  die  —  den  pw  proportional  werden 
müssen. 

Dieselbe  Schlussfolgeroog,  die  uns  ^.  74L  dorcli  die  Glei- 
chungeo  Nr. 44.  und  Nr.  45.  zu  den  Gleicbnogen  (23)  ffiiirte, 
fuhrt  uns  also  jetst  durch  die  Gleichungen  Nr.  47.  und  Nr.  4& 
zu  den  Gleichungen: 

(24) 

cL 


'      u.  s.  w. 

Wir  erlcennen  nun  ebenso  wie  oben  §.  74.,  dass  auch 

rLL~\ 
ein  Minimum  wird,  der  obige  wichtige  Lehrsatz 

also  auch  hier  gilt. 

Von  hier  an  Icaon  es  sodann  im  Text  weiter  gehen  wie  im 
;be  S.  239.  mit  ,,;Setzen  wir..,." 
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Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen. 

Von  ' 

Herrn  Niegemann^ 

Oberlehrer  an  dem  kathoi.  Gj^mnasiuin  an  der  Apostelkircbe  in  Co  In. 


Mehrere  Jahre  spiter«  nachdem  ich  mich  mit  den  Gesetseo 
der  Theiibarlteit  der  Zahlen  etwas  näher  beschSftIgt  hatte  (s.  Ent- 

wickelun^  und  Be^rfindun^  neuer  Gesetze  über  die 
T  h  e  i  1  b  u  r  k  ü  i  t  der  Zahlen,  nebst  A  u  t  e  1 1  u  n  g  von  Ta- 
fein über  die  Gesetze  des  Fortschreitens  derzusam» 
men gesetzten  Zahlen  vom  Gymnasiallehrer  A.  Niege- 
mann.  Pr(j  i^ramm  des  katholischen  Gymnasiums  in  Cöln. 
1848.)  wurde  ich  aufmerksam  auf  die  folgenden,  im  4.  T  heile 
p.  332.  des  Archivs  von  Uerro  Professor  Prosa  in  Stuttgart 
ausgesprochenen  Sätze; 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  10»  +  a  theilbar,  wenn  der 
Unterschied  zwischen  dem  wfachen  der  letzten  Ziffer  und  dem 
afachen  der  übrigen  Ziffern  durch  lOfi^a  theilbar  ist;  sie  ist  durch 
10« — a  theilbar,  wenn  die  Summe  aus  dem  «lachen  der  letzten 
Ziffer  und  dem  fachen  der  übrigen  Ziffern  durch  lOn  —  a  tlieil* 
bar  ist.  (in  beiden  I  allen  bezeichnet  n  jede  beliebige  Zahl  von 
0  au  und  a  die  einfachen  Zifl'ern  von  0  bis  9). 

Weil  beide  Sätze  eine  genauere  Beziehung  haben  zu  meiner 
■  früheren  Arbeit,  unterzog  ich  sie  einer  näheren  Betrachtung,  und 
fand,  dass  sie  einerseits  die  Allgemeinheit  nicht  haben,  in  wel- 
cher sie  ausgesprochen  sind  und  man  ihnen  andererseits  eine  grHs- 
sere  Aligenieinheit  geben  kann.  Dass  sie  nicht  allgemein  richtig 
sind,  zeigt  z.  B.  die  Zahl  32964,  welche  nach  denselben  durch 
24r:=2.10  +  4  theilbar  sein  müsste,  weil  3296  x  4  —  2x4 
=  13184  —  8=13176  durch  24  theilbar  ist,  während  sie  durch  24 
dividirt  den  Rest  12  gibt.  Andere  Beispiele  >  wo  der  Satz  nicht 
satriflTt»  iiesseo  sich  leicht  mehrere  finden. 
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Wenn  auch  seit  Aufstellunpf  der  Sätze  mehrere  Jahre  ver- 
flossen sind,  60  scheint  es  doch  nicht  unzweckmässig,  darauf 
zarfickzukomraeiv»  weil  sie  bisher  noch  keloe  D&here  Erdrtenmg 
gefunden  haben. 

in  wie  weit  di^elben  beschränkt  werden  mflcfsen ,  findet  man, 

wenn  man  zu  den  Beweisen  derselben  ubergeht,  und  bedarf  es 

zu  die»em  Zwecke  der  lietrachtung  nur  eines  derselben. 

£8  ist,  wie  die  Ausfühning;  der  Operationen  leicht  ergibt: 

aN^  (tT^-  «-«^)  •  W + (10« + a)  Ä 

Da  nun  (]On-f-ii)ilf  durch  lOit-f  a  theilbar  ist,  so  ist  auch  oN 
durch  lOn  +  o  theilbar«  wenn  — n^.a—nilf  dadurch  theilbar  ist, 

und  folglieh  auch  iV,  wenn  dazu  noch  lOn  +  a  zu  a  und  10  rela- 
tive Primzalil  ist.  Wenn  aber  10// 4-«  J'-"  relative  Primzahl  ist, 
so  kann  ti  ^^eder  die  Ziffer  2,  noch  5  sein,  und  ist  daher  lOn-fa 
för  sich  schon  zu  10  Primzahl.  Bezeichnet  nun  M  die  letzte 
Ziffer  der  Zahl  IS,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  dureh  eine  andere  von  der  Form 
10»-|-a  theilbar,  wenn  die  Differenz  desnfachen  der  letz- 
ten Ziffer  und  des  «fachen  der  übrigen  Ziffern  durch 
]0it4*u  theilbar  und  lOn-f-n  zu  a  Primzahl  Ist. 

In  der  Umkehrung  heisst  der  Satz: 

Wenn  eine  Zahl  N  durch  eine  andere  Ton  der  Form  lOn-f  a 
theilbar  und  a  nicht  ==0  ist^  so  ist  auch  der  Unterschied 
des  »fachen  der  letzten  Ziffer  und  des  afachen  der  fibrt> 
gen  Ziffern  dureh  10»  -f  a  theilbar. 

Beweis.  Denn  wollte  man  annehmen,  N  wäre  durch  lOn-fa 

theilbar,  aber  |q  a  —  7iM  nicht,  wo  iW  die  letzte  Ziffer  be- 
deutet, SO  hätte  man: 

— ~ -fl— «ilf=(10«  +  fl)2  +  3^;   iVs=:(lO«  +  «)a? 
und  y  nicht  durch  lOn-^u  theilbar, 

folglich : 

oN-^  all— lOuüf  =  10(10»  -f  a)z  +  %, 

a  (lOw  '\^a)x  —  M  (lOn  +  a)  =10(10»  +  a)  2  +  lOjy ; 

mithin  wire  lOjf  durch  10»  + o  theilbar. 
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wSollte  möglich  sein,  dieser  (ileichuni^  zu  genügen,  ohne 
dass  y  durch  lÜ7i -f- «  tbeilhar  wäre,  dann  müsste  \(hi^a  einen 
Faktor  baben,  der  in  y  nichi  vurkäme,  folglich  müsste  dieser  in 
10  vorkommen  und  10» -fa  die  Form  2p  oder  5p  haben. 

Ninnit  man  an:  lOn-f-a  =  eo  iduss  a  cliirch  2  tbeilbar 
«eiD«  mitbin  die  Form  %  baben,  uod  weil  N  dnreb  iOM-|-a=^ 
tbeilbar  Ist»  muas  aucb  die  letzte  Ziffer  M  die  Form  2r  habeo. 
Folglicb  bat  man: 

2<.2p«— 2.r.2p  =  10.2pz 
2p*af  —  2^  =5  lOpz  -f  5y ; 

mitbin  tat  5ty  durch  2p  und  folglich  //  durch  2p  theiibar,  wenn 
nicbt  p  den  Faktor  5  enthält.  Folglich  läset  sich  kein  darcb 
10»  4- a  nicht  tbeilbaree  y  finden,  welcbea  der  Gleichung  Geofige 
leistet^  wenn  nicbt  gerade  p  den  Falttor  5  entb&it>  alao 
•f  0=101  ist  Daeselbe  findet  man  offenbar,  wenn  man  lOn-f-e 
=  5p  setzt. 

Altgemeiner  aasgesprocben  heisst  der  ^atz: 

Eine  dekadische  Zahl  ist  durch  eine  andere  von  der 
Form  ]0"»w-f-a  tbeilbar,  wenn  die  Differenz  des  fachen 
der  m  letzten  Ziffern  und  des  afachen  der  übrigen  Zif* 
fern  durch  10™»  *f  tbeilbar  und  ]0™?2  '\-a  zu.  a  Prim- 
zahl ist. 

Beweis.   Es  ist; 

aIS^(^^^a—nM^  10»»  +  (10"*. n  +  a)M. 

Ist  nun  10»»w-f  ö  zu  u  [^inizahl  .  so  ist  n  weder  die  Ziffer  2  noch 
6,  folglich  10"»«-f  «  zu  10  und  lü"*  Primzahl.  Da  nun  \{)^n^a 
Faktor  ist  von  (10"»n-f  ö)il!l  und  zu  JO'"  relative  Primzahl,  so  ist 
lO^n  +  a  aucb  Faktor  von  aN  oder«  da  lO^it-f  a  za  a  Primzahl 

ist,  von  iV,  wenn  es  Faktor  ist  von     |Qw  woraus  sich 

die  Richtigkeit  des  Satzes  ergibt«  wenn  man  mit  M  die  m  letz- 
ten Ziffern  der  Zahl  N  bezeichnet.  Auch  dieser  Satz  Iftast  sieb 
in  Sbnlicher  Weise  umkehren  wie  der  vorige. 

in  der  eben  ausgespro<^lif neu  Weise  hat  der  Satz  zwar  eine 
grosse  Allgemeinheit,  aber  wenig  praktische  Anwendbarkeit,  die 
man  aber  dadurch  erlangt,  dass  man  a  =  l  setzt  und  10™n-fl  »o 
Faktoren  zerlegt.  Ist  dann  eine  zu  10  relative  Primzahl  {d)  Fak- 
tor von  10*"it  + 1  und  tbeilbar  in  die  Uifferens  des  itfaebea  dar 
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m  letzten  Ziffern  und  der  übrigen  Ziffern  elser  Zahl,  80  tet  aach 
diese  Zahl  selbst  diircb  d  [heilbar;  und  nennt  man  die  Zahl,  wo- 
mit man  die  m  letzten  Ziffern  einer  Zahl  iV  multipliciren  muss, 
um  ans  der  Theilbarkeit  der  Summe  oder  Differenz  dieses  Pro- 
duktes und  der  ubrii^en  Ziffern  durch  eine  Zahl  d  auf  die  T  Ii  eil* 
barkeit  der  Zahl  durch  d  zu  schliesseu,  den  positiven  oder  net^a- 
tiven  Theilun*;»- Koeffizient  des  ?//ten  (irades  für  den  Theiler  d, 
so  ist  in  unserm  Fall  n  der  negative  Theiluiigs* Koeffizient  des 
mten  Grades  fQr  den  Theiler  d. 

So  lässt  sich  nun  ein  inleressanter  Zusammenhang  zwischen 
den  verscliiedenen  positiven  und  negativen  Theilunes-Koelüzien- 
teri  desselben  Graties  und  Theilers,  zn^ischcn  den  verschiedenen 
Thellungs-Koellizienten  verschiedentM-  (irade  und  desselben  Thei- 
lere  und  zwischen  den  verschiedenen  Theitungs-Koelüzienten  des- 
selben Grades  and  der  Theiler,  die  sich  um  10  unterscheiden«  ' 
nachweisen.  Es  ergibt  sich  eine  Menge  mitunter  einfacher  Kenn- 
zeichen für  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  die  Primzahlen. 
Eine  Zahl  ist  z.  B.  durch  7  theilbar  oder  nicht,  je  nachdem  der 
Unterschied  das  (2+7;i)-,  (3  +  7/?).,  (1  +  7^-,  (5+7j»)-,  (4+7p)., 
(6+7p)-,  C2-|'7p)-....fache  der  1,  2,  3,  4»  5,  6,  7  letzten  Ziffern 
und  der  Obrigen  durch  7  theilbar  ist  oder  nicht,  p  kann  jede  Zahl 
bedeuten,  liieser  Zusammenhang  und  die  Art  und  Weise»  wie 
man  die  verschiedenen  Theilungs -Koeffizienten  findet,  ist  in  der 
oben  angefahrten  Schrift  nachgewiesen« 

Wenn  nun  auch  die  dort  entwickelten  Spitze  keinen  hesondern 
praktischen  Nutzen  bieten »  so  kann  man  doch  dadurch  das  Re» 
gelmftssige  des  Fortschreitens  der  zusammengesetzten  Zahlen  mit- 
telst dieser  Thellungs- Koeffizienten  darstellen,  wenn  man  die 

unendliche  Anzahl  der  Zahlen  in  unendliche  Gruppen  theilt,  in- 
dem in  jeder  dieser  Gruppen  die  Zahlen  nach  versehie<lenen  Ge- 
setzen lurtschreiten. 

Nimmt  man  als  Eingänge  einer  Tafel  die  Paktoren  einer  Zabt, 
ond  setzt  da,  wo  diese  Eingänge  zusammen  treffen,  den  betref- 
fenden negativen  Theilungs - KoefBzienten  des  ersten  Grades,  so 
kann  man  alle  zusammengesetzten  Zahlen  in  verscbiedenen  Tafeln, 
worin  das  Fortschreiten  der  Zahlen  sich  leicht  ergibt,  darstellen, 
wenn  man  den  Zahlen  der  Tafeln  uovh  eine  Ziffer  anhängt.  Fol- 
gende drei  T  aleln  enthalten  z.  B.  alle  auf  1  ausfi^ehenden  zusam- 
menort'setzten  Zahlen  mit  Ausschluss  aller  Primzahlen,  und  mit 
ihren  Faktoren,  wenn  drii  Zahlen  der  Tafeln  ii(»ch  eine  1  ange- 
hängt wird.  Die  Zahlen  der  Tafeln  schreiten  nach  rechts  und 
abwärts  in  einfacher  arithnietiseher  Reihe  fort. 
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Die  erste  und  dritte  Tafel  brauchen  nur  bis  zu  DiagooaleD 
fortgesetzt  zu  werden/  dagegen  nius»  die  zweite  nach  beidei 
Riebtongen,  nach  rechts  uod  abwärt«»  immer  weiter  geführt  we^ 
den,  um  alle  auf  1  ausgehenden  susammengeaetzten  Zahlen  n 
erhalten.  In  Shnllcher  Weise  lassen  sich  alle  ansammengesetstei 
Zahlen»  die  auf  9  ausgehen»  In  drei  Tafeln»  und  die  auf  3  und  7 
ausgehen»  in  je  zwei  Tafeln  zusammenstellen. 

Wollte  man  die  negativen  Thelluugs-Koefiizienten  des  zweiten 
Grades  filr  die  Aufstellung  aller  zusammengesetzten  Zahlen  be- 
nutzen» so  wQrde  man  zwar  Tiel  einfachere  Zahlen  in  den  Tafek 
selbst  erhalten»  indem  jede  derselben  zwei  Ziffern  weniger  halt 
als  die  betreffende  zusammengesetzte  Zahl»  dagegen  aber  wfirde 
sich  die  Anzahl  der  Tafeln  auf  100  belaufen»  und  die  Zahlen  h 
den  Tafeln  würden  nach  einer  arithmetischen  Reihe  zweiter  Ord- 
nung fortschreiten. 
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analytischer  Enlwickelung« 

VOD 

dem  Herausgeber. 


Unterden  vielen  verschiedenen  Coordinaten- Systemen,  welche  . 
man  in  neuerer  Zeit  hei  a^eonietrischen  Untersuchungen  in  Aiivven- 
dung  gebracht  hat  ,  scheint  mir  das  sogenannte  System  der  Drei- 
linien-Coordinaten  eifke  besondere  Beachtuns;  zu  verdienen.  Die 
(iiesein  SvHteme  bis  jetzt  zu  Theil  s;e\vordeiie  Bebandluni^  diirlte 
aber  namentlich  in  Küeksicht  aut  völlige  Allt^enieinheit  der  ana- 
lytischen Untersuchung  überhaupt^  so  wie  ganz  besonders  in  Be- 
sag auf  das  Positive  und  Negative  der  betrelfendeD  Coordinaten» 
noch  Manches  zu  wünschen  fibrig  lassen,  weshalb  ich  in  dieser 
Abhandlung  eine  solche  ganz  all^^emeine  analytische  Behandlung^ 
mit  besonderer  Rücksicht  auf  das  Positive  und  Negative  der 
Dreilinien -Coordinaten  9  zn  geben  versuchen  werde«  Wenn  ich 
dabei  von  einigen  an  sich  bekannten  allgemeinen  Betrachtungen 
fiber  die  gerade  Linie  im  Räume  und  in  der  Ebene  ausgebe»  so 
geschieht  dies  nur  grosserer  Deutlichkeit  wegen»  und  um  alles 
cum  Verständnis«  der  spftteren  Entwickehmgen  Erforderliche  an 
diesem  Orte  beisammen  zu  haben;  dabei  h&tte  ich  mich  fillr  den 
nSchsten  Zweck  allerdings  auf  die  gerade  Linie  in  der  Ebene  be- 
schrSnken  kennen  •  habe  jedoch  spftterer  Untersuchungen  wegen, 
liie  den  vorliegenden  sich  vielleicht  anscbliessen  werden  ^  die 
Betrachtuiiii;  souleich  auf  den  Raum  überhaupt  aubgeUehnt,  was 
dicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unteriiegt. 

TiLsil  XXXVIU.  26 
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In  einer  beliebigen  geraden  Linie  im  Räume  denke  man  «ich,  ' 
ein  rechtwinidiges  Coordinaten «System  der  ae^z  zu  Grunde  legend, 
einen  Punkt  (abc)  beliebig  angenommen,  und  bezeichne  flie  tod 
der  einen  der  beiden  von  dem  Punkte  (abc)  nach  eiitgegenge«iefZ' 
ten  Seiten  hin  ausgehenden  Richtungen  dieser  geraden  Linie  mit  . 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  a:,  i/,  z  eingeschlossenen, 
180®  nicht  ubersteigenden  Winkel  durch  a,  ß,  y;  dann  sind  die 
von  der  anderen  der  beiden  in  Kode  Ktehenden  Richtungen  unse> 
rer  geraden  Linie  mit  <lcn  positiven  Theilen  der  Axen  der  j-,  ?/,: 
eingeschlosseTUMi ,  KSO^  nicht  überstellten  den  Wiul^el  IbO^  —  ß, 
180**  —  ß,  lÖÜ^* — y.  Legen  wir  nun  dnrrli  drn  IHinkt  (afjc)  als 
Anfang  ein  dem  priujitiven  Systeme  der  :/?/:  paralleles  Coordina 
ten -System  der  ^'ij/i^i,  und  bezeichnen  die  Coordinaten  eines 
ganz  beliebigen  Puuiites  in  unserer  geraden  Linie  in  diesen  bei- 
den Systemen  lespective  durch  .r,  y,  z  und  JCif^i,  t| ;  «les.spn 
Entfernung  von  dem  Punkte  {abc)  alier  durch  r;  so  ist  offenbar 
in  völliger  Allgemeinheit: 

oder 

j:i=rcos(I80»- a),       =:rcos(180"-p),      =rcos(I8ü"- y)  ; 
aleo: 

^i=jrco8a,   yi=zrcoaßy  ij^rcosy 

oder 

ari  =  — rcos«,  yi=^rcos/5,  2is= — rcoay; 

jenachdeni  der  in  der  Geraden  angenonunene ,  nn  sich  "anz  be* 
liebige  l^unkt  in  der  ersten  oder  zweiten  der  beiden  vorher  näher 
bezeichneten  Richtungen  dieser  Geraden,  tvelche  wir  im  FolgeD- 
den  in  der  Kürze  nur  die  erste  und  zureite  Richtung  nenneo 
wollen,  liegt.   Also  ist: 

a:i  =  +  rcoaa,    t/i  =4:rcosj3,    2j  =  4:rcosy;  j 

wenn  man  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  ! 
nimmt,  jenachdem  der  Punkt  in  der  ersten  oder  zweiten  Riebtang 
der  Geraden  liegt.   Betrachten  trir  von  nun  an  aber  die  fintfer-  i 
Dong  r  nicht  wie  bisher  blose  absolut  oder  als  positiv,  sondern  i 
als  positiv  oder  negativ,  jenachdem  der  Punkt  in  der  ersten  oder  j 
zweiten  Richtung  der  Geraden,  nfimlich  in  der  durch  die  Winkel 
a,  ß,  y  bestimmten  Richtung  oder  In  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung liegt;  so  können  wir  offenbar  in  völliger  Aligemeinheit: 
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)   .   .   «  Xi=^rco&a,  yi^TCOsß,  zi=ireo8f 

zen.  Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordiuaten 
aber  io  völliger  Aligenieinheit: 

t 

o  nacb  1); 

!)   .    •  x  =  a-^rcotici,    ijf=-b-i^rcosß,  z  =  c-^rcoay 
in 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 
(x — fl)  cofiij3  =  rcoscccösß,       —  />)cos  a  =  r  cosacosp ; 
(y ^ ^) cos y issiTC^Bß cosy,  (z  —  e) cos = r cos 0 cosy ; 
(i  —  c)cosa  =  rcosycosof,    (a:  — a)cosy  =rcosy cos«;  . 

•o: 

— a)  cosß  =  (ff  —  ö)coaa, 
(ij  —6)  cosy  =  (t — c)  cos/?, 
V    («  —  c)  cos  a=z(x — a)  cos  y ; 

rch  welche  Gleichungen,  von  denen  natürlich  eine  jede  eine 
mittelbare  Folgerung  aus  den  beiden  anderen  ist,  unsere  Ge- 
le im  Räume  ganz  im  A Mciemeinen  charakterisirt  ^vird,  weil  ja 
r  Punkt  (xyx)  jeden  ganz  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden 
präsentirt. 

Projicirt  man  die  Entfernung  r  auf  die  Ebene  der  ^i^/i  und 
zeichnet  die  als  absolut  auigefasste  Projection  durch  ri,  so  ist 
ch  dem  pythagoraischen  Lehrsätze  o^eubar: 

ri*  =  ari«  +  ^i2  und  r«  =  ri«  +  2i«; 

so: 

» 

Igiicb  nach  1): 

=1  r*(cos  «* + cos    +  cos  y') , 
9lfm  sieb  die  bekannte  wichtige  Gleichiins : 

5)  cos       cos  ß^  -|-  cos  y^ss  1 

giebt. 

J6* 
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Miiltipiicirt  man  die  Gleichungen  3)  nach  der  l^eihe  mit  cos  er, 
cosß,  cosy  lind  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man  nach 
5)  auf  der  «Stelle : 

6)  .    .    r  —  (a:  —  a)cosa       — 6)  co«»^  4- (2  —  c)  cosy.  ^ 

Quadrirt  man  die  Gleichungen  3)  und  addirt  sie  dann  an  ein- 
ander, so  erhfilt  man  nach  S): 

7)  .  .  .   .  r*  =  («-ii)»-|-(y-6)M(i-c)*, 

S)   .   .   .  r==J:  V(a:~o)«  +     -6)«  +  (i-c)>, 

wenn  man  da«  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt»  jenachdem  r 
positiv  oder  negativ  iat. 

Von  dem  Anfange  der  3*yt  mögen  jetzt  zwei  Gerade  aus- 
gehen, welche  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  : 
die  180**  nicht  lihersteicreiiden  Winkel  ciq,  ß^y,  y„  und  Ui,  ft,  yj 
einschliessen.  In  diesen  beiden  Geraden  nehmen  wir  zwei  he- 
liebiire  Punkte  an,  deren  Coordinaten  in  dein  Systeme  der  ap 
wir  durch  .Tq,  t/o»  '0  und  arg ,  yi,  2,,  und  deren  ab<«oiut  genom- 
menen Entfernungen  von  dem  Anfange  der  aeyz  wir  durch  nnd 
Fl  bezeichnen;  dann  ist  völlig  allgemein: 

;r,  sricoso,,  |f|  ssri  cos/li ,  «i=r,cogy,. 

bezeichnet  nun  die  Entfernung  der  beiden  in  Rede  stehen- 
den Puniite  von  einander,  so  ist  nach  7): 

oder 

aher  nach  5): 

V  +  V  +      =  ro^  (cos  «0»  +  coaßoH  cosy©*)  =  To*, 
«1*        +  2i*  =ri«(coscei*+ cosft«  +  cos/j«)  =  r^« 

und  ausserdem: 

^0^1  +  ^0^1  +  «0^1  =  ^o»*i  (cos  «o  cos  «I  +  cos  ^0  cos  ^1  -f-  cos  y*«  cos  y^) ; 
also ! 
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Bezeichnet  aber  Wm  den  von  unseren  beiden  Geraden  eilige- 
8chlossenen^  180^  nicht  ühersteigenden  Winkel;  so  ist  nach  den 
Lehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

£oi'  »ro''+ r,>— 2ror,  cos  W^oi  * 

l'oJi^lich,  \^eriii  man  dief^e  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  ver- 
gleicht,  offenbar: 

9)  .  .  cosIToi  sscoso^cM«! -f  eo8/3ocos/3i -l-cosyocosyi. 

Stehen  die  beiden  Geraden  auf  einander  senkrecht,  so  ist 
11^01  =        cosfFot=0,  aUo: 

10)  .   .  cosöQCosai  +  cosj5oCos/3x +cosyQCosyi  =0. 

» 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  (nete)  im  Räume  l^en  wir  jetst 
eine  auf  unserer  bisher  immer  betrachteten,  durch  die  Gleichun- 
gen 4)  charakterisirten  Geraden  senkreckt  stehende  Gerade  und 
tieseicbnen  die  von  der  einen  der  beiden  Richtungen  dieser  Ge- 
raden  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,  ?/,  z  einge- 
schlossenen, 180"  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  6,  co,  ö; 
isio  haben  nach  4)  die  Gleichungen  liieser  Geraden  die  Form: 

1{x — «)  cos  o  =    — e)  cos  Bf 
(y  ~  ^)        Ö  =  (x  —  w)  €08  OD, 
(z  — w)€0b6  =  (ar— »)  cos  Q ; 

und  nach  5)  und  10)  ist: 

12)  ...  .    cos  6*  -|-  cos  40*  -f-  cos  o*  =  I 
und 

13)  .   .     cosacosd -l"  cosjScos  o -f- cosj'cosQ^O. 

Weil  wegen  der  Gleichung  1f)  einer  der  drei  Cosinus  eos$, 
coso»,  coso  bestimmt  nicht  verschwindet,  so  wollen  wir  an  neb- 
nieii,  dass  etwa  cos  9  dieser  nicht  verschwindende  Cosinus  sei ;  mit 
Hinsufiigung der  folgenden  ersten  identischen  Gleichung  ist  nach  II): 

(or «)  cos « cos  ß  =  (j! — tt)  cos acosd, 

(«— a)cos/Jcos  (0  —  —  v)  cosjScosÖ, 
(x — ii)cos^coscSs  (z  —  I9)cos|rcos0; 

also  durch  Addition : 

(x  —  tt)  (costtcos $  -|-  cos  ßvoa  a  ^  cos y cos S) 

s={{x  —  tf)coso-|-(^ — e)co8/3  -|- (z — t<7)cosyicosd. 
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folglich  nach  13}: 

al«o,  weil  co»6  nicht  vcrt^chHindet : 

14)  .  •         ff) cos «4- (^—9) cos ^  +  (z— u»)co8)r=  0, 

wo  (xifz)  sein  beliebiger  Punkt  des  Perpendikels  ist. 

Bezeichnen  wir  den  Durchschniftspunkt  des  Perpendikels  n 
der  ijeirelienen  Geraden  durch  i^xx)}),  so  hat  man  bternadi  d 
Gleichung: 

Of— t«)cosa4  (i?  — tj)cos/3  +       ic) cosy=zO 

oder : 

iX^a)co^ct  f  0)  — Ä)cos/5+  (j-c)cosy 
3s  («— o)  cos  a -I- (9  ^  6)  cos -f  (to — ü)  cos  y ; 

also: 

Ifr  -'a)cosa  +  (9^6)cos/}-|-(;»c)cos7|cosa 

:={(«—«)  cos  ce-Ki?~  6)  cos  |3  +  («?  — c)cosy!co8a, 

|(r  — 4!i)cosa  +  (9^6)cos/S  +  (f  ^c)cos)r|cos/} 
sr |(tc ^  o) cos »  +  (i> — ^) COS |3    (to — c)  COS y  | COS j3, 

I  (r  — «)  cos  «  +  (1^  —    cos j3  f  (}  —  c)  cos  }^ )  cosy 
j=s|(w— ä)cosc+  (»— Ä)cosj3  +  (kj  —  c)  cosy;  cosy; 

folglich,  weil  nach  4): 

(r  —  fl)cosp=  («  — 6)cosa, 
(i> — 6)  cos  y = (i  —  c)  cos/J, 

Ö  —  c)  cos  a  =  (jr —  o)  cos  y 

ii<it: 

(jr-*ii)(cosa<  I  cos/5*-|-cosy2) 
=^     —  a)  cos  «  +  (o  —  A)  cos  /3  +  (la — c)  cos  y  |  «os  a , 

(V  —  h)  (cos  «2  +  cos /S2  ^.  cos  y2) 
= K« — «)  cos  a  +  iv — b)  CO«  ^ (to— c)  cos  y  I  cos  J?, 

Ö — (co»  «*  4*  cos  /5*  +  COS  y*) 

Ä  l  (tl  —  a)  cos  a  +  (9  —  6)  COS  ^  +  (ic  —  c)  cos  y  \  cosy ; 

daher  nach  5): 
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IT —  a= }  (m— <i)co8a  -f  (ü— 6)  cos  +  (ir  -c)  cosy  I  cos  a, 
9  —  6  =:  i  (tf — a)  co«  er  -|-  (v—O)  cos  /3  4-  (to—c)  C08  y  i  cos  ß , 
j— c=:|(tt— «)cosa  I  (ü-6)cos|3  +  (tü— c)co8y)co8y; 

oraos  sich: 

15*) 

—U  =  —  (W  —  fl)  -fl  (m  —  fl)  CO«a  +  (t? — 6)  €08 /J  +  (tO— C)  C08}^|  C08€r. 

—  9  =  —  (9      6)  -f  I  («— a)  cos  tf  +  (»— Ä)  C08  ß  +  (lO— C)  €08  y  1  €08  ß, 

— io=  — (to — c)  +  — a)co8cr-f(t? — 6)cosjS  -f  (tc — c)cos/}co8y; 
der»  wie  luaa  leicht  übersiebt: 

16**) 

—  KU  —  41)  €08  ß — — 6)  €08  tf  I  €08 

I  — 17  =  {  (u  —  a)COsß  —  (u  —  iß)  cos  a  1  c'«)s  et 

—  — 6)C08]f — (tO  —  C)C08/3)C08/, 

—  tc  •=  i  (o  —  d)€08y  —  (tü  —  c)  coij  ß  1  cos 

—  {(lo — G)co8a^(ii~ii)co8y|co8a 

;r«;iebt ;  und  bezeichnet  nun  P  die  Entfernung  des  Punktes  (uvw) 
'on  der  gegebenen  Geraden,  so  ist  nach  7): 

pa=(jr-.tt)2  f  (0  — p)2  +  (j-tr)», 
dso»  wie  808  vorstehenden  Formeln  eich  leicht  ergiebt: 

10) 

Well  €08  o^-f  €08 €08/^=1  wt,  80  kann  man  die  Grtose 
unter  dem  Wurzelseichen  so  schreiben: 

\  (U  —  O)«  +  (e — 6)»  +  (lO— €)«  I  (€08  «*  +  €08 13>     €08  y») 

—  |(ti  — «)cosa  +  (v  —  O) cos /3     (w  —  c) cosyP, 

ilso  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze: 

1  («  —  a)  co»/3  —  (ü  — 6)co8  tf  I* 
+  {(ü  — 6)co8y — — c)cosj3|* 
+ 1  (itt — c)  cos  tf  —  (II  —  a)  cosy  1^ ; 


üigitized  by  Google 


896       e runer t:  Bom  Sysim  der  üremMm-CoarOimUeH 
daher: 

V{(tt  —äjcoaß  —  (d  — 6)co8«p 
^ )  (v  _  6>  cos  (w^e)eotißf 
+ 1  («» — c)  cos« — (»  ^  a)  cofty  )*. 

LSsst  man  die  Winkel  B,  a^ü  dem  Theile  des  Perpendikels 
entsprechen,  welcher  von  dem  gegebenen  Punkte  (icvtD)  nach  dem 
Pankte  ()nf}),  nftmlich  nach  der  gegebenen  Geraden  hin  gerichtet 
iet*  so  iat  allgeniein: 

also : 

Goe  6  =  p" »  CO»  o  =       f  coao=      - ; 
folglich  nach  dem  Obigen: 

18) 

-     (g  —  u)  —  I  (g — u)  coe  «  +  (6  —  t?)  coe  j?  -|-  (c-->  tc)  cos  y  >  cos  a 

COSO  Ä  -  ^  ^9 

(6 —  r)  —  |(fl  —  «)cosa  +  (b  —  t?)co8i3  -f  (c  —  ir)  cos  y }  cos/J 
cos«»=  ^   p  ^   * 

 (c — <o)  —Uo—k)  cos  g-f  (6— e)cee/l-f-  (c—io)coey>coey, 

wo  man  lur  P  seinen  Ausdruck  aus  dem  V  orbergeiiendeu  einzu- 
führen hat. 


$.3. 

Wenn  die  im  Vorhergebenden  betrachtete  Gerade  gans  in  der 
Ebene  der  liegt,  so  ist  f  ^  90^,  cos  y  =  0,  ferner  c  =  0  nnd 
allgemein  zsO;  also  sind  in  diesem  Falle  die  beiden  lotsten  der 
Gleichungen  §.  2.  4)  identiacbe  Gleichungen ,  nnd  vnaere  Gerade 
wird  also  dttrch  die  eine  Gleichung 

1)  Oe — a)cos^  s  (y— 6)co8a 

charafcterlsirt«  wo  nach     2. 5) 

%  coa«^-|*eo8/l*=  I 

ist 

Nach  §.  2.  15**)  ist  in  diesem  Falle: 
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«der: 

aJso  Dach  2): 

4)   .  .   •  .  f»={{a— w)co8/J--(6— i?)co8öP, 
folglich: 

wenn  man  daa  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenacbdem  die 
Gruaae  « 

(a — ti)  cos/J — — t}  coa« 
positiv  oder  negativ  ist. 

För  unsere  folgeudeii  Untersuchungen  ist  es  aber  von  der 
grünsten  Bedeutung,  das«  wir  uns  \on  dem  doppelten  Vorzeichen 
in  dein  Au.sdriicke  von  P  btilreieii,  was  naturlich  nur  dadurch  er- 
möglicht w(rilen  kann,  dasR  wir  das  Perpendikel  P  nicht  mehr 
wie  bisher  bloss  als  absolut  oder  poi^itiv  au(fas8en,  sondern  das- 
selbe seihst  unter  gewissen  Bedingungen  oder  Voraussetzungen 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachten.  Zu  dem  Ende  wollen 
wir  uns  nach  der  durch  die  Winkel  a>  ß  bestimmten  Richtung 
unserer  Geraden  in  der  Ebene  der  xy,  aufweiche  von  dem  Punkte 
(ur)  aus  das  Perpendikel  gefsllt  worden  ist,  hin  eine  Kraft  wir- 
kend denken,  und  wollen  jederxeit  das  Perpendikel  P  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachten«  jenachdem  diese  Kraft  die  Ebene 
der  um  den  Punkt  (uv),  als  einen  festen  Drehpunkt  gedachts 
nach  der  Richtung »  nach  welcher  man  sich  bewegen  rausst  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  dr  durch  den  rechten  Win- 
kel (xy)  hindurch  au  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  au  ge- 
langen ,  oder  nach  der  entgegengesetsten  Richtung  hin  zu  drehen 
strebt. 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  sind 
f^u»  9 — V  die  Coordinaten  des  Fusspnnictea  (tp)  des  Perpendi- 
kels in  einem  durch  den  Punict  (uv)  als  Anfang  mit  dem 
primitiven  Systeme  der  xy  parallel  gelegten  Coordinatensy- 
steme.  In  Fig.  1.  und  Fig.  2.  sind  die  atürker  als  die  Qbrigen 
gezeichnete  horixontale   nnd    vertikale  Linie  die  erste  und 
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zweite  Axe  des  durch  den  Punkt  (110)  als  Anfang  gelegten ,  dem 
primitiven  Systeme  parallelen  Coordtnatensyatems ;  durch  die 
Pfeile  werden  die  positiven  Theüe  der  beiden  Axen  bezeichnet; 
die  fibrigen  nicht  pnnbtirten  Linien  sind  die  Richtungen  der  Kfaft, 
die  wir  uns  vorher  gedacht  haben «  in  den  verschiedenen  niSgli- 
chen  Füllen,  und  die  Seiten,  nach  denen  diese  Kraft  wirkt,  wer- 
den wiederum  durch  I^feile  an  diesen  I>inien  bezeichnet.  In  dem 
In  Fij?.  1.  dargestellten  Falle  it-t  nach  den  oben  gemachten  Fejst- 
8etziini»ei)  P  posiiiv;  ferner  ist,  wie  auf  der  stelle  aus  der  Figur 
erhellet ,  beziehungsweise : 


Cosa 

cosj? 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

positiv 

positiv ; 

also  lf»t  nach  3*)  offenbar  allgemein 

(ff  — «)C0S/5  —  (6— :t})C08tf 

positiv,  und  folglich  nach  5): 

i*  =  (o  — «)  COS  jj  —  (6 — e)  cos  a. 

In  dem  in  Flg.  2.  dargestellten  Falle  ist  nach  den  oben  geniach- 
teu  Festsetzungen  P  negativ;  ferner  ist,  wie  auf  der  Stelle  aus 
der  Figur  erhellet,  beziehungsweise: 


r— ti 

Cosa 

cos/9 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

positiv 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ 

positiv 

positiv 

negativ 

negativ 

negativ ; 

also  ist  nach  3*)  offenbar  allgemein 

(a — M)cosjS — (6  —  »)  cos« 

negativ,  und  folglich  nach  5)  wiederum: 

P=s  (a — «)  cos  jJ— (A  — e)  cos  «. 

^ach  der  wegen  des  Zeichens  von  P  oben  gegebenen  Bestim- 
mung ist  also  in  völliger  Allgemeinheit: 

6)  .  .  .  .   i's={a-tt)cosj3— (6-p)coa«., 
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unter  welcher  Form  dieser  Aoedruck  de«  Perpeodikels  für  alle 

unsere  weiteren  Untersuchungen  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist. 


In  der  Ebene,  auf"  welche  sich  alle  unsere  folgenden  Betrach- 
tungen lieziehen,  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  O  an,  den 
wir  der  Kürze  wegen  den  t*oI  nennen  wollen.  Dorch  diesen  Punkt 
als  Anfang  denken  wir  uns  zwei  beliebige  auf  einander  senkrecht 
stehende  Gerade  eelegt,  welche  wir  die  a;-Axe  und  die  j^-Aze 
nennen  werden;  jeder  dieser  beiden  Geraden  wird  wie  gewöhn- 
lich ein  positiver  und  ein  negativer  Theil  beigelegt.  Nun  nehmen 
wir.  immer  in  der  Ebene,  auf  welche  sich  alle  unsere  Betrach- 
tiini^en  beziehen,  w  ai«  fernerhin  nir-hf  mehr  besonders  bemerkt 
u erden  soll,  drei  Teste  c;erade  Linier»  an,  die  wir  die  Axen  nen- 
nen werden;  die  erste,  zweite  und  dritte  dieser  Axen  mögen 
respective  «lurcb  die  in  Bezug  auf  die  ^-Axe  und  y-Axe  durch 
die  Coordinaten  <7o,  60;  t  6| ;  a^»  ^2  bestimmten  Punkte  gehen; 
jeder  dieser  drei  Axen  legen  wir«  wie  jeder  geraden  Linie  über» 
haupt^  zwei  Richtungen  bei,  die  wir  fiir  jede  der  drei  Axen  deren 
positive  und  negative  Richtung  nennen  werden,  und  bezeichnen 
di^  von  den  drei  positiven  Richtuniren  mit  den  positiven  Thellen 
der  ^»Axe  und  der  .i^-Axe  eingeschlossenen,  ISO**  nicht  fiberntei* 
genden  Winkel  durch  a^,  or j ,  ßi  :  a^*  ßi-  ^  on  dem  Pol  den- 
ken wir  uns  auf  die  drei  Axen  I^erpondikel  gefällt,  welche  wir, 
mit  ^^liek^icht  auf  die  im  vorhergehenden  ParaiirMjilK  ri  ^^ei^ebenen 
Bestinimun«^en ,  gehörig  als  positiv  und  negativ  lietrachten,  und 
respective  durch  öy,  ,  «.^  bezeichnen,  wo  wir  dann  nach  §,3.  6) 
die  folgenden  ganz  allgemein  göltigen  Formeln  haben: 

t)  \  c»|  =  OiCosj^i— 6iCosa|, 

f  ^2  ^  ^2  cos    — cos  tt^* 

Fallen  wir  aber  von  einen»  ganz  beliebigen  Punkte  unserer  Ebene, 
dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  a:-Axe  und  ^-Axe  durch 
y  bezeichnet  werden  mögen,  auf  die  drei  Axen  Perpendikel, 
und  bezeichnen  diese  Perpendikel  mit  Rücksicht  auf  die  nach 
de«u  vorhergehenden  Paragraphen  ihnen  zukommenden  Zeichen 
durch  Po9fi$PtX  so  Ist  nach  §.3.6)  in  völliger  Allgemeinheit: 

ip^  =  (hq— a?)  co«/3o  —  (^0— i^)  cosflö» 
Pi  =  (fli  —  x)  cos  ßi  —  (/>,  ~  ij)  eos  ßj , 
p^  z=,  {a^ — ;r)  cos  /Sc  (6t — ^)  cos 
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Indem  wir  jetzt  die  erste  und  zweite  Aze  etwas  niber  in'« 
Auge  feseen*  wollen  wir  nne  von  dem  Pol  zwei  Gerade  unil 
X|  aasgesogen  denken ,  deren  Rielitnngen  niit  den  positiven  Rich- 
tungen der  ersten  und  sweiteii  Axe  fibereinstimmen;  die  von  den 
Geraden  und  Li  mit  dem  positiven  Tbelle  der  or-Axe  ein- 
gescblossenen »  von  dem  positiven  Theile  der  «-Axe  an  dnrcli 
den  recbten  Winkel  (xy)  hindorcb  von  0  bis  3d0i>  gezftblten  Win- 
kel bezeichnen  wir  durch  qpo  und  qpi ;  der  von  dm  Geraden 
und  L,  eingeschlossene,  180**  ni<'ht  üher^tteigende  Winkel,  indem 
wir  diesen  Winkel  al»  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenacbdem 
man  sich,  um  von  der  Linie  an  durch  diesen  Winkel  hindurch 
zw  der  Linie  zu  pelanp:en,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne 
mit  der  Hichtung  bewegen  muss,  welche  man  einschlagen  nuiss. 
um  von  denj  positiven  Theile  der  ar-Axe  at»  durch  den  rechten 
Winkel  {a:y)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  y-Axe  zu  ge- 
langen, soll  mit  HOcksicht  hierauf  durch  tOoi  bezeichnet  und  nun 
durch  die  Winkel  9o       'Pi  susgedröckt  werden. 

Die  von  der  ^-Axe  nud  y  Axe  eingejüchlossenen  vier  rechten 
Winkel  sollen,  in  geu ähnlicher  Folge  genommen«  der  ertöte,  zweite, 
dritte^  vierte  rechte  Winkel  genannt  »erden. 

Wenn  Lq  im  ersten  rechten  Winkel  liegt,  so  fiberseugt  man 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  3b  auf  der  Stelle, 

dass  nur 

oder 

oder 
also  nur 

«>oi  =  Vi    9u  «'Ol  =  (91  '^^q) — 3d0^ 

sein  kann. 

Wenn  Lq  im  zweiten  rechten  Winkel  liegt,  so  überzeugt  man 
sich  durch  eine  eintacbe  Betrachtung  von  Fig.  4.  auf  der  Stelle, 
dass  wiederum  nur 

«^01=^1  ^Vo» 

oder 
oder 
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also  nur 

«^oi  =  f)P|"-9'o  öder  fi?oi  =         yo)  — 36ü<* 

sein  kann. 

Wenn  im  dritten  rechten  Winkel  liep^t,  so  überzeugt  man 
sich  durch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  5.  auf  der  Stelle, 
das0  nur 

oder 

oder 

'"•^i  =  9'o  — Vi  ; 

also  nur 

=       ^  oder  i%i  =  (vi— 9»«)-fdQ0(» 

aein  kann. 

Wenn  im  vierten  rechten  Winket  liegt,  ao  überzeugt  man 
afch  dnrch  eine  einfache  Betrachtung  von  Fig.  6.  auf  der  Stelle, 

dasa  wiederum  nur 

'*^ai  "~9ot 

oder 
oder 

— «^01  =  ^0— 9i; 

also  nnr 

«?oi  =  9>i— 9o  oder  Woi  =  (Vi— Vo)  +  36(M> 

sein  kann. 

Folglich  kann  nnr 

»Ol  =  9i  — 9o  oder  w^i  =  (9,  —^j,)  -f  a^iO« 

8^n,  und  es  tat  folglich  gana  aligenieitt: 

co8]u^i=co«(97|— 91b),  aini^i=::sin(^  — 9,^); 

folglich  in  vüUiger  Aligemeinheit: 

cosi^i  s  cos^coa^  4  ain^osin^i , 
ain  Wqi  =  coa     ain  91  —  aio    coa  9)1 . 
Aas  Flg.  7.  erhellet  aber,  dasa  immer 
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oder 

oder 
oder 


also  offenbar  gana  allgemein 

coa    =  coa  00 «       ^0  ^     ßo  * 
nnd  eben  «o  {^anz  allgemein: 

cos  <pi  s  coa  ff] ,  ain  4)Pi  =  coa  ßi 
tat   Alao  lat  nach  dem  Obigen  in  ?Glliger  All|i;enieinbeit : 
t  cos  lOol  =  cos  «o  cos    +  cos    cos  A , 

v)     •     •     •  1 

^  ainiDOl  :=coaffo<^o«A— <i08A»coaai* 

Haben  toi^  und  in  Bezug  auf  die  zweite  und  dritte  Axe 
und  in  Bezog  auf  die  dritte  und.  erste  Axe  ganz  ähnliche  Bedeu- 
tung wie  1001  *■>  Bezug  auf  die  erate  und  zweite  Axe;  ao  lat  nach  3): 

fcos  U7|a  =  COS  «1  cos  «2  -\r  cos  cos  ß^, 
ain  I0t2  =  coa  ffi  coa  ß^— coa  A  coao^ ; 

und 

I  coatc^oSceaffaCoacTo  't'  coaj^tCoaA)« 

'    *      «  sin  1020  =  cos  CK^  cos    —  cos  j?^  cos  a^. 

Hieraua  findet  man  leicht: 
co8ioiseoat0^=    coaffocoaai  coao^^-l-coao^cos  ßt  cosojicos^ 

+  cos  Po  cos  ßi  cos  ß^^  +  cos  j?o  cos  «1  cos  ctj  cos  ßis 

ain         fo^o— — «o     *i      ß^"^  coa  o^  cos  coace^eos/Ki 

—  cos    cos  ßi  cos  o^^  -|~  cos  ^0  cos  «1  cos  «2  cos^ 

und 

sin t0|2 cos u?2o  =:    cos cos ffi  cos o^cosp^'Cosoo cos ßi  cos 

—coa  jS^o  coa  ßi  coa  cr^  coa    -^  ^oa  /^o  coa  coa/^^t 

coa«)kastQ^  SS  -—coa  Ob  coa  Oi  coa  o^coa/?2^  coaffo  coa  ßi  easßt* 

-{■COSßQQOSßi  COSÜ^COS^Q-f  cos^ocosai  cosoj*; 
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♦ 

also,  iveil 

cos  «a*  4-  cos     =  1 

ist: 

CO« t0|2 cosf02o — sin sinio^s    coso^cos tf|  -|-  cos /3o     A  > 

sin  tois  cos  «1720  +  cosfOg^sinti^ss— (coso^cosA— C08A>C08ff|); 
folglich  nach  3): 

cost9oi  =  cos(tri2-f t^so)«  8lDt0öi=— sin(ti7,2  +  w^). 
Daher  ist  überhaupt: 

Icos  =  cos  (wja  +  loao), 
cosfOis  =zcos(ioto  +  «bi)» 
COStC^o  =  cos  (iCoi  f  ttJ^a) 

nnd : 

!&\uwqi        sin  (I0j3  -f  lojft), 
sintOisss— siii(ti^-|-t0^i)^  . 
sin  ti>2o  =  —  sin  (lö^i  -f  «c«). 

Weil 

cos  (a>oi  +      +  wso) = coswoi  cos  (wia+ww,)  -  sin  Wqi  sin  (w,a+to^), 

*in  {wqi  +  w,^  +  W2o)  =  .*»iniüoi  cos  (wi^^w^)  +  cosiCoi  sin(«^a+tt?«o) 
ist;  80  ist  nach  6}  and  7): 

cosiwüi  <f  Wi«-ftO8o)=cost0oi  -fsintooi^ 

sin  {wqx  +  «?! a  +  tuao) = ««'oi  <    «^oz  —  cos  tuoi  sin  tooj ; 
also:  , 

C08(tüü,  +  w,2  +  m^o)  -  l, 
sin  (woi  +  tPj9  +  ti^o)  0; 

»eiche  Formeln  wie  die  früheren  ganz  allgemein  gültig  sind. 

Die  drei  Perpendikel  p^,  p^,  p^  sind  nicht  unabhängig  foo 
Mn^nder,  sondern  es  findet  zwischen  denselben  eine  Gleichung 
itatt.  welche  auf  folgende  Art  leicht  gefunden  werden  kann.  Die 
Irei^  Gleichungen  2)  bringt  man  sogleich  auf  die  folgende  Form : 

Po  —  (ob  cos /?o— ^0  c<>«  «b) =y  cos    — cos /?o* 

Pl  —  (Ol  cos ßf  —  6]  cos «i)  rs^COSCft  —  X COS ft , 

P»  —  («a  cos    —    COS  of^  =zy  cos    — o:  cos/},; 


(  CO 

8)  .   •   .   .  . 
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nach  1)  also  auf  die  Form: 

Ijtf^j  — .       =  y  cos  «0  —  X  C08  ^ö, 
Pi  — ssjfcosai'— «cos/?i, 
p^  —  Q^  =  y  cos  «t — *     ß% ; 
mvltipllcirt  naii  diese  GleicboDgen  nach  der  Reibe  mit 

sin  iO|9  s=  cos  «1  cos  ß%  <—  cos  ßi  cos  » 
sinte^  =  cosikscos|?o  —  cor/^sCosoo» 
sin  ioq!  =  cos  fl^  cos  ßo 
und  addirt  sie  dauti  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

10) 

(po—  öo)  sin      +  (pi  —  öj)  sin  tc^o + (/>t  —  ö»)  sin  fCot  =0 

oder: 

•  11) 

Po«o^«H-Pt  slntOM4-|»j|8iniOM  =2$o«in<0kt*f^i*lnwte4*^«iD% 

Sind  pQ  »  p\  9  p%  die  einem  beliebigen  anderen  Panidtcol 
sprechenden  Perpendikel,  so  ist  eben  so: 

Pq  sinK^i^-fi^i'  sXnwQ/y{^p%  smwQi  =  QosintO|^-i-c5|  8inii^-fcdasio% 

also*  durch  Sobtraetion: 

12) 

Wenn  man  aus  je  xweien  der  Gleichungen  9)  zuerst  jy,  dai 
^  eiiminirt,  so  erhält  man : 

ix  sin  tooi  =  (po — cos    —  (pi — öj)  cos  o^, 
jrsinfrii:=(|»i— €li)cosi%— (ps— 2Ss)cosai,^^  ^ 
a8inw^=^(p^^Qf^coBaf^ — (Po—Ui^coBa^ 

und: 

iy  sin  Wqi  =  (po—  öo)  cosft  —  (pi  cos  /S^,, 
y  sin«Pit  as  (pi  —  (S,)c08  ß%--(p^ — 6^  cosft , 
ysmwtü  =:(p2—  ö^)  cos/?©— (p^—  öo)  cosß^. 


Durch  je  zwei  der  Gr&ssen  po>  p^»  p«  wird  abo  die 
des  Punktes  (xy)  ▼ollkoronien  bestfanmt«  aber  offenbar  nur 
wenn 
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sintToi^   ^vs\vs>Y%i  sinzo^o 

* 

nieht  v«r«eh«riiideD»  wenn  also  die  drei  angeRomiiienen  Axen  sieh 
gegenseitig  seimeiden,  was  wir  demnaeb  im  Folgenden  stets  ▼oraiis- 
aetten  werden. 

Wir  wollen  jetzt  die  geometrisclie  Bedeutnng  der  in  Folge  der 
tileichung  11)  constanten  GriUise 

l^o^in  t0|2 -^ sin  t02o + l's^i'^  <<^oi 

anbuefaen.  Zo  dem  Ende  lieseiciraen  wir  dfe  Dnrelisclinitts- 
pankte  der  Isten  und  2ten,  2ten  und  3ten»  3teo  und  Isten  Axe 
raspective  dnreb  A^^t  A^Qt   and  den  FIfteheninlialt  des 

▼on  den  drei  Axen  begränzten  Dreiecks  A^x  ^12-^20  durch  A,  Jeder 
der  drei  Axen  wird  nach  dem  Obigen  eine  positive  und  eine  ne- 
gative Richtung  beigelegt.  Die  drei  Seiten  -^01^^12»  -^12 ^«o» 
*4o^^i  Dreiecks  -^oi '^^ia'^20  ^vollen  wir  als  positiv  oder  ne- 
gativ betrachten,  jenachdem  sie  von  den  Punkten  ^  ^12»  ^20 
aus  sich  nach  den  positiven  oder  negativen  Richtungen  (]er  Axen, 
in  denen  diese  Seiten  liegen,  bin  erjitrerken,  und  mit  Rücksicht 
hierauf  respective  durch     ,  $%t  ^  bezeichnen.   Weil  die  Grosse 

Po  sin       -f  px  sin  tc^  -f  sin 

constant  Ist,  so  wird  es,  ohne  der  Allgemeinbeit  zu  scbaden,  ver- 
stattet sein^  diesellie  auf  einen  bestimmten  Punkt  au  beziebeo« 
wosu  wir  den  Punlct  w&hlen  wollen«  ftr  welehen  |»o~0, 
jB^ssO,  und  also  der  Werth  .  4er  obigen  Grosse  pssinie^i  ist» 
weleben  wir  daher  von  jetzt  an  nur  ln*s  Auge  fassen  werden. 
Aus  der  gewiss  sogleieb  dnreb  sieb  selbst  verstflndlieben  Fig.  8., 
wo  «2  negativ  und  positiv  ist,  erhellet  auf  der  Stellet  In 
allen  Fällen  . 

9 

also 

K  AA*  =  «0  '1  HPi     ^01 » 

md  folglieb 

i  4A^ 

|t.  Aus  der  eben  so  durch  sich  selbst  verständlichen  Fig.  9., 
^7  12  negativ  und  p^  negativ  ist,  erhellet  auf  der  Stelle «  dass  in 


T 


en  Fällen 

2A  =  «j/ia,        =  «0*1  siiiti>oi ; 


«'hell  XXXVm.  27 
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=  i0#i  82P%  sin  Wqi  , 

und  folglich 

">i  H 

l«t  Daher  i«ut  gaos  aligmew: 

md  di|b«r,  wenn  wir  <ier  KOrse  wegen 

16)   ^  = 

setzen,  auch: 

16)  .  .  .  f^sinieki-f  pi«lii«^-f  |i|tliif^i|  =  «/, 

und  naturlich  auch: 

17)  .   .   .  c3o     ^19    ^1     «^20  -|-  ü'ft  sin  ioqi  = «/. 

Wenn  die  drei  Azen  sich  In  einem  Punkte  echneideo,  iit 
fiSr  diesen  gemeinschaftlichen  Durchechnltteponkt  PqZ=0,  pi=^ 
p^ssO,  al«o: 

und  folgUch»  da  überhaupt  die  G|-$6ae  , 

sin      +  /?i  sin  ic^o  +     sin  tooi 
constant  Ist»  ganx  allgemein : , 

18)  •  •   ,  ff^ainw^^-i-pisinw^'^  p^8inu>fgg=iO» 

Die  drei  Perpendikel  f/^,  pi,  '>clrachtet  man  als  eine  Art 
neuer  Coordinaten  des  Punktes  und  hat  dieselben,  weil  sie 

sich  auf  ein  System  dreier  sich  schneidender  Axeo  beziehen, 
Dreilinien-Coordinateo  genannt« 


S.  5. 

Hauptsächlich  müssen  wir  jetzt  zeigen^  dass  die  Gleicboog 
einer  jeden  geraden  Linie  auf  die  Form 

1)  Lpo    J^Pi  i^P2-0 

gebracht  werden  kann»  we  N  eonsCante  Grdssea  he- 

«elchnen. 
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I 

Iii  Bezuj^  auf  das  Coordmatensyteni  der  xi/  bat  bekauiiüich 
ie  Gleichung  einer  jeden  geraden  Linie  die  Form : 

« 

2)  ily  — Ap+C=0. 

i^eii  aan  Dacb  §•  4.  9)  ' 

Po  =  öo  +  ^cos«^— «cos^ii, 
Pi  SS  0|  4- y  cos    — cos  j^, 

t,  SO  wird  die  GlelciiODg  1)»  wsiin  man  diese  Grüssen  in  die- 
ßlbe  einfUlirt: 

(L  cos  «Q  -|*  jtf  cos  »1  -I-  iV  cos  tf^y  j 

(Leos ßo-^  Neos ßi  +NcoBß^x  [  =0, 

nd  vergleicht  man  nun  diese  Gleichun!;  mit  der  Gleichung  2),  so 
rhält  man  zur  Bestimmung  der  Grössen  L,  N  die  drei  fol» 
eoden  Gleiciiongen : 

Leos  aQ  4^  il/ cos  a| -f  iV  cos  ^4 
Ii eos  §0  -f  ilf  cos  ßi  -I- iVeoe h^fi, 

Lü^f  -|-  ilf  «1  -f  iVö^  =  C. 

Muitiplicirt  man  diese  drei  Gleicliungen  naeli  der  Reilie  mit 
liCos j^— S]  cos C$1  cos  «^-»Q^cos «1 ,  cos  «I  eos /S^-^cos coso^ 

nd  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man,  weil 

eos    (»2  cos  /}} — Ui  eos  /Sg) 
•f  cos  ^0  (cS|  pos  <% — ^2  cos  «1 ) 
+  5o  (cos  ofj  eos  /?3  —  cos    cos  aj) 
^       (cos  «1  cos    —  cos  ^1  cos  c%) 
-f  S}  (cos  Mg  cos  ßo — cos    cos  o^) 

c5g(CÜSCrQCOS/?^~C08j3oCOS«i) 

9    ^QSiuteii    Ol  sio 4  S^sio  10^1 

«t: 

Xf^ögsinioit  *f  c^i  sintcgo  4-  c^^sintf^^) 
=  A  ((52 cos |?i  —  Ol  COS  /S2)  +  ^(öi  cos  «2  —  Ö2 cos«i)  +  Ctlki  wi^' 
Muitiplicirt  man  die  drei  obigen  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

27*  , 
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and  addfart  de  dann  zu  einander,  so  erhiilt  man,  weil 

coa  «1  (Qo     h — ^«  ßo) 

-f-  cos    (ß^  CO»  a,,  ~  öo  c  08  oj) 

=      c3o  (cos      €08/^2  —  COSj^i  COSCfj) 

•I-  Si  (ces(%eeaA»^cea/^co8«ro) 

-f  (02  (cos  Oq  C08  ßi  —  COS  ßo  COS  «i ) 

SS    So«i>^<Oit*f  c^i  ainw^-f  o^ainie^i 

iat: 

ilf  (Üosintois  -f     sintOfo  -l*  ü^ciintcoi) 

fr 

SS  ii(öoCoa/3f -»Stcoaj^) -I- J9(ösCoa«^-— Oo^^-f  ^s>i>%»' 
■MoUiplIcirt  man  die  drei  obigen  Gleichnngen  nacii  der  ReUie  nit 

ÜiCOS/^Q—Ö^oCOSl^i,    Z5oCOSCK|— c5|C0SC^y    COSOqCOS/S^  — CO^PoCO^'^l 

and  addtrt  aie  dann  an  einander,  ao  erbSIt  man,  weil 

eoaes  (Si  cea       Socoa  ßi) 

+  coa  h  (öo  cos  «1  —  öl  cos  «o) 
-|-  %  (coa  «0  coa  ßi    coa  Ai  coa  «i) 

■ 

=  öo  (cos  cKi  COS  — coa  ßi  coa  o^) 
•I-  S|  (coa  Oy  coa — coa  coa  fi^) 
+  »2  (co*  **o  coa  ßi  —  cos  /Jo  cos  «j ) 

=    öo8inii7|9  -f  ^1  -f  Q^aiD  tom 

Iat: 

N(<5QSinwi^  +  ö,  sinwjo  +  ««sintooi) 
=:iil(öiCos/So'~'^oCoa^i)*f  iB(üoCoaa|*-»icosao)  -f  Cainoite. 

Also  ist: 

3) 

^  il(52Cosj3| — CJ|  cosß^)  4  ^(»1  cos  «2  —  52Cosat)  -f-  Csintci; 

c5oSmtO|2-|- c3i  sinto^o'i'^asintooi  ' 

— '^(*SoC08|8a  —  «2  cos  Po)  +  ^(togcosc^  — öpcoai^)  -f  Caintq^ 
~  ain  lOis  -  j-  öl  ain  ö^o + ög  ain  t^oi 

^  («1  cos  g<>  — '  gp coa  ßi )  -f  ^(Opcoatfi     idf  coa cq)  -f  Caiatt^i 
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Diese  Formeln  liefern,  wenn  nur  nicht 

it,  wenn  also  die  drei  Axen  sich  nicht  in  einem  Punkte  schnei- 
en ({.  40»  für  L,  My  N  immer  endliche  völlig  bestimmte  Wertbe» 
oratw  also  zugleich  erhellet»  dass  wir  im  Folgenden  voraussu* 
etzen  gen8tli%t  sind»  dage  die  drei  Axen  eich  nicht  in  eio^m 
'ankte  schneideD»  wie  tod  jetit  an  geechehen  soll. 

Man  kann  die  Au«dr0cke  für  M,  JS  auch  auf  folgende  Art 
chreiben : 

4) 

_^(QiCogft — tofcos/^a) — B(c5aCog«i  —  c5|Ce8<%)  -f  CeiniPi^ 
^  Oo  sin  «Ii  +    sin     <f  ci^  sints^  * 

y_  ^(Qpcosf^a —  5a cos      —  i^C^oCosog  — cSgCosg^  -|-  Csintc^ 
"  öo  sintOit  +  5|  sin  lOao  "l-  ^^sin  * 

^^AjJ^i  coBßo  —  idQCOsßi)  —  B((5i  cosop  — OqCosci)  -f  Ctiinw^^ 

der  auch  auf  folgende  Art; 

6) 

CJt(i?co8Ca  —  Acosß^) —  (Ö2(/?cosC|  — Acotiß^)  -f  Ceinioxa 
' "  ^0  sin  tO|«  -f  ^1  sin  to^o  -f  (S^si  n  tcpi  ' 

y^^g(igcos«o  —  i^cos^o)  —  (3o(gco8  0f2  —  i< cos />a)  -f  Csln 

» _    (^CQg  «1  —  ii cosft  )  —  5|  (^cos 0^    i< cos  Po)  -f-  Csin  w^i 
^  cSpStn  t^ia  +  5i  sin  ti^jo  +  «'s  sin  Wqi 

Sind  a;i,  6;^  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen, 

der  gegebenen  Geraden  liegenden  Punktes»  und  beseichneo 

,  ß^  die  1800  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  eine  der 

*iden  Richtungen  dieser  Geraden,  die  wir  wie  gewöhnlich  ihre 
»sitive  Richtung  nennen  wollen,  mit  den  positiven  Theilen  der 
•Axe  und  der  y-Aze  einscbliesst,  so  ist  nach  3.  1)  die  ^lei- 
Mmg  der  Geraden : 

—  üj)  cos  ßji^rzz       —  bj)  COS  Üj^ 

y  COS    — a:  cos  ß^  -f  (a^  cos  ß^ — öj^  cos  a^)  =  0  » 
id  man  kann  alee  Im  Obigen 
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setseD.   Also  tstt 

ß  cos  ui  —  A  cos  ßi  =  cos    cos  ß^  —  tos  ßi  cos  flfj^» 

Rezeicliiien  wir  das  von  dem  Pol  auf  die  gei?ebene  Gerade 
gefälite,  nach  den  früher  gej^ebenen  Be^tininiunj^en  geburig  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Perpeodikel  durch         so  ist 
'  nacli  §.  3.  6): 

,  0j^s:aj^co6ßji — hj^^coBUj^,  aUo  C=ö;^; 

und  bezeichnen  wir  die  von  der  positiven  Richtung  der  gegebe- 
nen Geraden  mit  den  positiven  Richtungen  der  drei  Axmu  einge- 
dchiossenen,  nicht  ul^ersteigenden  Winkel,  iodeni  wir  diese 
Winkel  als  positiv  oder  negativ  betrachten»  jenachdem  man  sich, 
Nilt  Ton  deti  positiven  Richtungen  der  Axen  an  durch  diese  Win* 
kel  hindurch  su  der*  positiven  Richtung  der  gegebenen  Geraden  sa 
gelangen«  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der  Richtung 
bewegen  mussj  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss«  um  von  den 
positiven  Theile  der  Aze  der  a  an  durch  den  rechten  Winkel  (jpy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen, 
durch  Wf^,  w^^,  Wr^i  «<>  ist. nach  §.4.3),  4),  5): 

Sini0o;i  =  COSdSoCOS  j3;i— COSjSoCO««;;^, 

sin  m;^;^  =  cos  «1  cos     —  cos    cosa;^ , 

sin  102X  =     H^fifix  ~~     ßB  « 
also  nach  dem  Obigen: 

BeoBOo'^AeeBßQ^MWQXf 
B cos  «1  —  A cos  ßi  s=  «In  w^^, 

B  cos  «2  —  ^  = 
HiemiNjfa  hat  man  also  nach  6}  för  die  Grossen  L,  M,  Ii  die 
folgenden  merkwürdigen  Ausdricke: 

öosin  toi^  -f     sinto^  +  (^iSinw^i  ' 
toasiotfloA— Spsinnwu  -f  toAsintc^ 
cSq  sintois  +        *980  -I-  ^9in  lOoi ' 
Of^  BinvnX  —  5i  sin  togA  -f  QAsIntc^i , 
Oo  sin  wia  +  »1  sin  w^q  +  ö^^in  tcoi 
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ler  naeb  $.  4. 17) : 

1  *^ 

iV=  j      :  ; 

0  J  seioo  «QB  }.  4»  bdcaiMto  BeilenlimS  iMt 

Zwischen  deo  Winkeio 

«?oA,  «JiA,         and  »Ol»   «^it,  i^ao 

Kien  gewisse  Relationen  Statt,  su  denen  man  leicht  auf  folgende 
rt  gelaof^.  Nadi  fL  4  d),  4),  <0  int  «talieli: 

cos  WQ)i.  =  COS  fl^  COS    -i-  cos  ^  cos  ß),t 
^        cos  €01 A  =  cos  «1  cos  1XX  4-  cos  ßicosßx, 
cos  coa;i  =  cos    cos  «a  -i-  cos  /^^  cos 

id,  wie  wir  «choo  vorher  beiaerktea: 

• 

sin  «HU  s  cosM^cos^A  cos /^oCoeftA, 
si  n  toiA  =  cos  cos  ßx-^coa  ßi  cos  aA  * 
sin  t03A  =  cosa^cos  ßx    cos  jS^  cos  ax ; 

so: 

costfjQA  COSI01A  =    cos cos«^  cos  €tx*  +  cos  ß^cwtti  cos orAces  /üa 

-|-  cos/?(^cos/?|  cosßx^  +  cosoqCosPi  cosaAcos^A» 

liow^a  sinwiA  =    cos o^eostti  eoaßx*  —  cos^o^^'^i  eos«AcoB/?A 

+  cos  ^0      j3|  cos  «A*  —  cos  «0  cos  ßi  cos  «A  cos  ßx ; 

Igjicb  offenbar: 

cos  (wQX — ^ix)  ^  cos  ci^  cos  tt|  4-  cos  /3o  cos  ßi , 

so: 

cos  (mX  —  mx)  =  cos  ; 

sfoer  ist: 

•intoiMt  cos ivi/. ~     cos    cos cos  a;),  cos  ß^.  —  coü cos    cos  a-;* 

~  cos    cos  ßi  cos  «A  cos  /?A  -f  cos  «0  cos  ^1  cos  ßx^, 

€eeio(A8lni0iAs=s    cosaocosori  cos«;,  cos  /Sa+  cos|8ocAsai  cos^;.* 

— cosj3oCOs/3|CosaAco8/3A— cesc^cee/?!  coseiA*; 
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folglich  offeDbar: 
aUo: 

sin  («wi»-»«!^}  =s  0tii  i0öi* 
Daher  ist  überhaupt: 

!co8  (tooA— Ute) = cos  tcoi  *  ' "  wu) = sin  f^oi , 
co8(«ou— 4osA)8ecos«is«  sin(«u— fM)s:siotO|«» 
cos  (u'Ä/.— icoa)  —  cos  tt^ao '        («»«A — wjoa) = sin  «0(0 ; 

wo  nach  §.  4.  6)>  7)  ein  jede«  dieaer  dfsi  Syateme  sweier  Relatis* 
non  sine  Folge  aus  den  beiden  anderen  Systemen  ist 

Wenn  man  die  Grossen  N  als  »egeben  anmninit,  so 

kanu  man  daraus  die  Grüsseo  und  tcoA*  Wik,  tosA.  finden,  wie 
wir  jet^t  zeigen  wollen. 

Nach  7)  haben  wir  die  folgenden  Gieicbungeu : 
Xkl -*l5AaintS|9= Qi  sinf0sA— cStsin«piA» 

NJ  —  i^A  sin  tooi  s        <0AJt~~  ^1  > 

welche,  Tiach  der  Reihe  mit  (3o,  6)2  nmitiplicirt  und  dann  zu 
einander  addirt«  sogleich  zu  der  Gleichung 

LQo  +  JlfSi  +  A^cS,— ÖA  =  0 
fahren  ^  woraus  sich 

9)  ÖA  =  LQq  +        +  iYö» 

ergieht 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

A  =  IfCOfrOo  4-  üfcos  aj  -|-  iVcos  a^, 
B  —  Lcosß^    ilf  cos^i  -1^  Ncoah 

und 

ils=eosc(;^,  Bscos/?;^; 

also: 

COSa;^  =  XrCOS<ilo-f-  iUeostfi  -|-iVcos«i, 

<  cos  ßj^  =  L  cos f^o  +  ^ cos  pj  4-  Nco6  ßf, ; 

w^aas  sich  sehr  Meht: 
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und : 


11)  ...  .    {    9\nwix=z  Neintoif  —  Lsidwqi, 

ainwBk=^L  sin w^-^ Iii siüwi^; 


uUo  auch : 


12) 


taDg«HU=T-T— a — ^  ,  ,T     — , 

'^"8  «WA = fiSS^j^irsiSiirf  Ä 


ergiebt. 


(.  6. 

Wir  woU«n  jetzt  die  Gleichung  einer  Geraden  suchen,  welche 
doieb  swei  gegebene  Punkte  geht. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  gegebenen  Punkte  durch  (p^'f^'P») 
(Po^Pi^P*")»       Gleichung  der  gesuchten  Geraden  durch 

so  haben  ivir  zur  Bestimmung  von  L,  AI,  N  die  beiden  Glei- 
chungen : 

l^o'  ^Aipi'  ^Np^  =zQ, 

aas  denen  eich,  ivenn  G  einen  gewisaen  Factor  bezeichnet,  die 
folgenden  Auedrflcke  ergeben: 

altfo  ist 

ge«iidite  Gleichang. 
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§.  7. 

Wenn  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  jetzt  L,  M ,  N  drei 
beliebige»  nicht  zusjleich  verschwindende  constante  Grössen  be- 
zeichnen, die  (iiö8se/>Q  sich  stetiji:  verändern  lassen,  und  för  jeden 
Werth  von  die  Grc»ssen  pi  und  p^  ao  bestimmen,  dass  den 
beiden  Gleichungen  des  ersten  Grades: 

PQ6\ntOi2  4-  /»i sin  1(720  "f  p%s\nwQi  =  J 

genügt  wird;  go  erhalten  wir  olKenbar  eine  «ietige  Folge  von 
Punicten,  die  In  einer  gewissen  Curre  liegen  werden,  weiche  wir 

nun  näher  discutiren  wollen« 

Zu  dem  Ende  nehme  man  in  dieser  Curve  zwei  beliebige 
Punkte  iPoPifft)  und  (po^Pi^p^')  Mi,  deren  Coordinateo  also 
den  Gleichnngen 

Pq'  sin +  Pi '  sin  1^20  +  P%      "^oi  =^  ^% 

Lpo''^»Pi^'¥Np^''^ii, 

pj'  sin      4-  pi^'sinir.ift  +  /?a"sin«oi  =  J 

genügen,  und  lege  durch  diese  beiden  Punicte  eine  gerade  Linie, 
welche  folglich  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  durch  die 
Gleichung 

{pi'Pi-Pa!Pi')PoHPf!po'-PoP^'')Pi  +  (PoPi'~PiW)P%^0, 
wo  natflrlieh  immer 

Pq  sintoift  H-  Pi  ^u  *(^eo  +  i^astn     =  / 
ist,  charakterisirt  wird. 

Ist  pnn  ^t)  ein  anderer  ganz  beliebiger  Punkt  in  unse- 
rer zn  discutirenden  obigen  Curve,  so  i6t: 

Po8ini0|9  -f  Pi  Binw^  +  Psainie^i  =  J ; 

und  wir  haben  al^o  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

Lpo^^Mpi^'-^Np^'^^O, 
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Moltipliciren  wir  diese  drei  GleiclimigeB  naeb  der  Reihe  zuerst  mit 

fh!'P^-Pt'Px^  PtP^^P^Pi',  Pi'pt''-n^'Pi''i 

dann  mit 

P%P^-P^^P^^  P%p^'-jP^pi.  PtIpo"  ~-pJp%''\ 
endlich  mit                                .  '  ' 

Po^Pi-pi'Po^    PoPi-PiPo'>  PQPi"-Pi'Po''; 

und  addiren  sie  in  jedem  Falle  au  einander»  so  erhalten  wir  die 
folgenden  Gleichungen; 

^  t  (Pi '  P,'-Pt'Pi")  n + IPm'p»'-Po'  P%)Pi  +  iPo'Pi  "-Pi'tkT)  Pt\ 

m  (p,  'Pt''-Pa'Px'')PoMp±'Po'-Po'p»")  P,  +  (Pi>'Pi"-Pi'Po")  P,  i 

^^1  iPi  'P»"-P^'PI ")  ^« + (Pi'  Po"-Pi,'p»")  Pi  +  (Po'  Pi "  -p,  'Po  ")P»  I . 

=  0; 

alao,  w«il  L,  JU,  jEf  nicht  «ugleieli  verwehwinden: 

(Pi'P*-Pt'lH")Po+(p»'Po"~Po'P%'')Pt^(P9'Pi''-PiW)P»=0. 

WO  nach  dem  Obigen  zugleich 

Po     «18+  Pi  81«  tt»ao  +  P»sin  wqi  =  J 

ist. 

Vergleicht  man  nun  diese  Gleichungen  mit  den  obigen  Glei- 
chiino^eTi  für  die  durch  die  Punkte  {po  P\' p^')  und  {p^' p^" p^') 
gelegte  gerade  Linie,  so  ist  klar,  dass  der  Punkt  {Py.P^P^  in 
dieser  geraden  Linie  liegt,  und  da  der  Punkt  iP^P^P^  jeden 
Punkt  der  zu  discutirenden  CurTe  repräsientirt,  so  ist  diese  Cur?e> 
welche  aus  deo  tilcichungen 

construirt  wird,  jederzeit  selbst  eine  Gerade. 

Für  diese  Gerade  wollen  wir  nun  die  Grossen,  welche  in 
{.  6.  ffir  die  dort  betrachtete  Gerade  durch  X»  N  beseicbnet 
worden,  jetst  durch  IT,  M,  U  heseiobnen,  indem  wir  fihrigens 
alle  dort  gebrauchten  Bezeichnungen  auch  hier  far  die  durch  die 
Gleichungen  1)  charakterisirte  Gerade  beibehalten.  Daher  haben 
wir  nach  §.  5.  iBr  diese  Gerade  auch  die  Gleichungen ; 
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Aus  den  beiden  Gleichungen: 
folgt: 

Weil  die  drei  Azen  sich  nicht  in  einem  Punkte  sclineiden  dfir- 
fen,  so  kSnnen  po^Pi,  p%  nie  «nglcich  versefa winden,  und  da 
immer  eine  der  drei  Axen  nothwendig  von  unserer  Geraden  ge* 
schnitten  tverden  muss,  so  wollen  wir  annehmen,  dass  dies  die 
erste  Axe  sei.  Dann  kJ'mnen  wir  pQ=:0  setzen  und  erhaiten  da- 
her aus  den  drei  obigen  Gleichungen  die  beiden  folgenden: 

also/  weil,  da  po=0  gesetzt  worden  ist»  pi  und  p%  nicht  zu- 
gleich verschwinden  l^önnen: 

MU  -  Nm  =  0, 
und  folglich  nach  dem  Obigen  für  jedes  pot 

also,  weil  po  nicht  allgemein  verschwindet»  da  die  erste  Aze  von 
der  Geraden  geschnitten  wird: 

so  dass  wir  also  die  drei  folgenden  Gleichungen  haben: 

Da  eine  der  drei  GrSssen  L,  M,  N  jedenfalls  nicht  verschwin- 
det, so  wollen  wir  etwa  annehmen,  dass  dies  die  Gritese  L  sei,  nod 

setzen;  dann  ist  wegen  der  obigen  Gleichungen: 

also,  weil  L  nicht  verschwindet; 
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so  dass  wir  also  die  drei  folfrenden  GleichoDj^en  haben : 

tzsiGL,  m=^GM,  U^GN, 
Nach  §.5.  10),  U)  ist  nun: 

C08I9U  =£coatO|||  -Mlf  *|-tteo8tP|s» 

CO«  tm^  Ccos  tüso  -f  ntcostoia  -f  tt 

und 

sin  WM  =  Äfsln  looi  —  Äsinicjy , 
si  n  toijl = H  sin      —  £  sin  w^n , 
sin  W2l  =  f  sin  fi^  —  msintoi, ; 

also  nach  dem  Vorhergehenden ; 

eoBtm  5=  G(L  +  Meoswoi  Neosw^t^), 
cos wi).  =  G(Lcoswoii^  M-t  Neos w^^, 

C99Wik=  GiLcOSW^  +  ilf  COStO], 

und: 

sin  «HU  =  (if  sin  ti^i  -»iVsio  t«^) , 
sinfoix  s=  €r(iV8in  ir,2  —  X  sin  too] ) , 

Weil  nun  offenbar 

■ 

(L^M  cos  tc^i  +  iVcos  w^*  +  (iir  siofc^i  — JVslnfcito)* 
=  Ir«  +  ^«+ür«+2Lil/cos  icoi  +        cos  (wao+w'oi)  +  ^iViLcos«»^ 
i»+ ilf  H  iVH2Zrilf  cosie^oi +2ilfiVcosii>„  +  ^Nleonw» 

und 

cos  tüoA*  +  sin  WQK^  =  1 

ist;  80  ist  offenbar: 

3) 

C= ±  (i»+il#»+iVH2iiilco8«Vtt+2JfiV0os  »i,+2M;,cos 

und  folglicii  nach  dem  Obigen: 


418        Cruntrt:  Da*  SgiUm  der  OreUMe»-€oertUmUen 

4) 

und : 

8) 

■ 

8111  losA — J:  y^^H^WHiVHi/^^^^  ' 
also: 

X/  8in         ^  sin  Wh 
Nach  S.  6.  9)  iai: 

also  nach  dem  V^orhergebenden :  I 

=  Cr  (ZrQ^  +  Jlf  Öl  +  I 

und  folglich  nach  3): 


^X*4^itf^+iV*+2i.ilfco8Woi+2AfiVco8fO|t+2iVi.co«fc» 

Das  Erscheinen  der  doppelten  Vorzeichen  in  allen  dieses 
Formeln  liegt  ganz  in  der  Nator  der  Sache,  weil  jede  der  biiides 
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EUcbtiiDgen  unserer  Geraden  als  die  poattive  Kicbtung  derselben 
logeseben  werden  kann. 

Wir  [»emerken  aucli  uocli,  dass  nach  5.,  uenn  u/.  und  ßx 
iie  von  cin(  r  drr  beiden  irichtungen  unserer  (^eradeu  mit  flen 
positiven  T heilen  der  a;-Axe  und  ^-Axe  eingescblossenen,  IbO" 
licht  übersteigenden  Winkel  bexeicbnen» 

cos  a)^=zÄ~t  cos  Uq  \  IM  cos  ct^  f  U  cos  , 

eos/9x=B:=:fco8/?o  +  2ncos/?i  +1tcos/?2; 
ilso  nacb  dem  Obigen: 

cos oA,=:  G(L cos «0  -f  üf  cos    -f  iVcos  oj) ,       .  . 

€08/7^=  Cr  (Leos /^o  4  iifcos  |3|  -K  ilTcos  /^j)  ; 
folglich  nach  3): 

_   ^  Leesa^-f  jlfcoaig|  -l-  iVcosc^  

_   l^coa    -j-  Afcos  /?!  -f  iV  cos  /8g  

CO«       -  ± 

ist 

Von  jetzt  an  sollen  im  Fol<^endoT»,  wie  hier,  alle  Symbole 
wie  L,  My  N;  JL',  ,  N' ;  u.  s.  w.  immer  drei  ganz  helieluge, 
nicht  zugleich  verschwindende  constante  tirtissen  bezeichnen. 

m 

§.  8. 

Om  die  Bedingung  der  Parallelität  der  beiden  durch  die 
Gleichungen 

!harakterisjrten  Geraden  zu  finden»  be^^eichnc  man  deren  tileicbun* 
;en  im  System  der       respective  durch 

dann  ist  bekanntlich  die  Bedingung  der  ParallelitSt : 

nd  folglich  5  weil  nacb  §.  5. 
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42Q       Cruneri:  Das  Syilem  äer  üreUtaicH-CimainaUH 
und 

A'  =  L'  cos  «o  +  jW'  cos  «I  +  N'  cos  a,, 
L'  €08^1+     '  CO«  j3|  -^-N'  COS 

ist; 

(Lcosao+^cosefj+iVcosajXL'  cosjSe+iüf'cos  jSj+iV'cos/y  i 
-  (L  cool^o-l-ilf  C08  ßi-^N^osß^  {U  cos  (To+Af'  COBOlk+'^COSai)  i 
welcbe  Gletcbudg  roan  leicht  auf  die  folgende  Form  briogt: 
(L —  ML' )  (cos  tto cos  ßx  —  cos  jJ^  cos  ir|)  \ 

-f-  (2V"L'  —  ItJS')  (cos  «2  cos    — cos jS^cos  a^)  J 
Also  ist  nach  den  ans     4.  bekannten  Formeln 

iLM'—MD&into.^^  {MJS'—JSM')  sin  »4,+ (NL'--LIS')um  10^ =0 
die  gesachte  Bediogungsgleicbung. 

> 

§.  9. 

sei  {pQ  Pi  p^')  ein  gegebener  Punkt,  durch  welchen  eine 
mit  der  durch  die  Gleichung 

i 

cbaraicterisirten  Geraden  parallele  Gerade  gelegt  werden  «oH* 

Bezeichnen  wir  die  Gleichung  dieser  gesuchten  Geradeu  dve^ 

so  haben  wir  aar  ßestimmung  von  JJ^  M\  offenbar  die  bei- 
den Gleichungen: 

{LM*^MV)  sin  woi + ( «»12+ (iV-L'-riV')  sin  wio^tf 
oder : 

(ilf sin  «0^1  ^  N  sin  fO|o)  X«'  v 

+  (iVsin«i.2  ^  J^*>"«'oi)^'  1=0. 

-f  (i>  sin      —  -Msin  etJij)  iV'  ) 
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Also  ist,  wenn  G'  einen  gewissen  Factor  beseichnst; 
L'^G*\pi'(L  «inicjo— ^/8inlc,8)-;?^'(^8in^Cl,-/.sin•0ol)l, 

N'siG'  \po'  (i^  6in  toi, — X  8in  tToj ) — ;i, '  (4f  sin  tcoi  -  iVsin  toj«)  1 ; 
>der: 

L'  =  (?'  { L  (pq'  »mWi^-ipi'B'mWftf  -^p^*  sin  Wo,) 

—  (1^' +  ilf|i| '  4  iVpa')  sin  t«,  a  I, 
If = I  M(po'  Bin  to,s -f    'sin  «?to + f»»  «in  Woi) 

V'  =  G'{N  (po'  sin  iW|s4;h'  sin  lo^-f  II,'  sin  w,,,) 

Äf'=  G'{MJ^(Lp^'i.Mp^'^Np^')B\nnft^U 

nd  die  gesqchte  Gleichung  ist  fol^ich : 

\LJ^(Lpo'-k^JHpt'i^Np^')9tnwt^\p^  » 

+  |jr/— {Lpo'  +  iW>,'  +  iV>>2')sinit2o}/?,  [  =0, 

der,  weil  aucli 

p0tnnwi2 -j- pi  sinw^o  p%8\nwoi=zJ 

t: 

ier : 

I 

§.  10. 

Um  den  Üurcbecliniüspunlct  der  beiden  durch  die  Gleicbongen 
Lpo  ^  Mpi  4  Np2=0,   L'po  +  jW'jöj  +  iV>a  =  0 

laraktcrisirten  Geraden  finden,  wollen  wir  diesen  Dorehschnitts* 
inkt  durch  (poPtPt}  beseichnen;  dann  haben  wir  zor  Bestim- 
nog  der  Coordinaten  Po,  pi,  p^  die  drei  folgenden  Gleichungen: 
i  heil  XXXVIII.  oa 
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422        Grunert:  Bas  Spsiem  der  Ur eiiimeH' amäiuaten 
wo  bekanntlich 

£}osiDiO|t-|- ^i^intcsd -|- QssiottVii  | 

ist.  Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt,  wenn  G  einen  ge-  j 
wissen  Factor  bezeicliiiel:  I 

p^  —  G{NL'-LJS'). 

also,  wenn  uian  diese  Ausdrücke  in  die  dritte  Gleichung  eiufübrt; | 

c_  l  I 

und  t'oigüch  nach  dem  Vorhergehenden: 

 (i\l?i'-^NM')J  

^^^(LM'-ML')s\uwqiV(M^--ISM')  sin  v>^^-\'i,NL'^LIS')%\mu^ 

  (NL'^LN'yJ   

 (LM'^ML')J  

'^•-(Lilf'-JirJL')wnwoi  +  (üfA'-^Ail#08i"«Oi2  +  (AX'— L2V)«in«c» 

Wenn  der  gemeinschaftliche  Nenner  verschwindet  und  nach 
§•8.  also  die  beiden  gegebenen  Geraden  einander  parallel  mni 
so  iBhren  die  vor  hergehenden  Auadräcke  auf  daa  Symbol  6tf 
Unendlichen.  j 

§•  IL  I 

Wir  wollen  jetzt  zunächst  die  Entfernuni^  E  der  beiden  j 
gebenen  Punkte  (poPiP%)  und  ipo'Pi"p%)  von  einander  b^! 
stimmen. 

Bezeichnen  wir  za  dem  Ende  die  rechtvrinkligen  Coordinatec 
dieser  beiden  Punkte  durch  x' ^  y*  und  x" ,  y" ,  so  ist  bekanotlieb 

jpö' SS  (Oo — ^  COS /9o — (^o— yO  c<»%» 

p^' = (a^  —  x')  cos  ßi  —  (6|  —  y')  cos  , 

und 

I 
j 

I 
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IIa'' =  (ii»—ar")  cos/?»— (6t—y)co8fl*; 

Pi ' — "  =  C^* — a?')  cos  ft  -  (y"  —  y')  cos «, , 
- P%'  =  («"  - C08 /?,  -  (.V -^') COS «, ; 

d  iölglicb: 

(Po'-;>o")* 

(ar'-a:")*co«ßÄ»+  (y'— y'')*co««2*~2(a:W)(y'-y'')co8ö^cos/S,. 
Blaltiplicirt  man  diese  Gleichoagso  nach  der  Reibe  mit: 

cos  «1  cos  o^(cosiri  cos    — cos    cos  f%)  =  cos  ui  coso^sin  Wi^, 

co8a2CosaQ(co8a2Cos/?0  —  f^osß^QQ^ciQ)  coäcc^cosorQsintt^o? 
COS  oq  cos  «I  (cos  Ob     ßi  —     ßo     «1 )  =      ^  <:o8  «1  sin  lOoi 

id  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erh&lt  man: 

(^'o'— J«o*)*«o««i  cos««sin«n» 

+  (/^ '  —  Pi  ")*  cos  cos  cfo  *»n  «790 
-I-  (ps' — p^^)^  OOS  o^  cos  «1  sin  »Ol 

!cos      cos  «1  cos  «2  sin  w^jj 
-f  cos  ßi^eoa  o^  cos  «dSinisio 
V  Hh  cub  jjg"^  cos  oq  cos  «1  sin  icoi 

MaltipUcirt  man  dagegen  die  drei  obigen  Gleicbungen  nach  der 
eihe  mit: 

cos^t  co8/Sa(co8a|  co»ß^ — eoBßi  cosas)=cos/3|  eo8ß^6iüWi%, 
cos  ßf  cos  ßo  (cos  «9  cos  A>  —  cos    cos  Oo) = cos  ß^  cos  /So  9 

cos  ^0  cos    (cosoocos/^ii  — cos /^o  cos  a|)=cosj30cosj?^sinto^ 

a8* 
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4^       Bruner t:  Dob  SpUm  4er  Dretihaen-Coordinaien 
ttod  addirt  sie  daim  so  einander,  so  erhält  mao: 

+  (pi'— f»i*)*cosi?aco8|3o»i»«oto 

IlcosiKo^öosAces/XssIntPi«  i 

Sehr  leicht  erbellet  aber,  das« 

cos  /So^  coö  öl  CO«  «4 (cos  Hfl  cos  jS^  —  coeft  cos 

-I-  cos  ft*COe  O^COS  «^(COS  «»CO»      —  CO»  ^COS  Oq) 

-f  cos  fij*  cos  Co  cos  «1  (cos  Co  cos  jJ,  —  cos  /So      «1 ) 
=    COSO^^COS  jjj  cos  i^t  (coSÄA  CO«    -  cosßi  cos  a,) 
+  cos  «i^  cos  jSg  cos  /3y  (cos         l^o  —  «o^fc  cos^^) 

-I-  COBI%*COS|}oC08/3i  (cos O^ cos —  C08/?o  COSO, ), 

also  auch,  weno  man  diese  beiden  gleichen  Griissen  darch 
beselcboet : 

es    cosoö^cos  ßi  COS  j3t 'sio  U>x% 
■{•  cos  «1  *cos    cos  |3o 

-|-  co8      cos  |3o      |3|  sin 

^  cos/3o^cosa4cosas®i"*<'ia 
cos/?i^cos  c^cos  sitti0te 

-f  cosj^s^cosoocosaj  sinwoi 
ist«  und  dass  man  daher  nach  dem  Obigen  setzen  Icann : 

(»*—;»'')»  5=  {po  — Po'')*cosai  cosotaintOia 
^{p^* — pi")*coso»coso^sinf09o 
+  {p%  —  /?a")^cosoi,  cos«!  sin  ti^ « 

(y'  — s=    (K  -  l^to")*«««  A  cos/S,sin  to^» 

+  (pi'  — Pl'')*CO8/?4C0Sfc8lD«0,0 

+  (l?a'  -~ P%)^  i^*     "'Ol  i 

also  offenbar  durch  Addition: 

&S  « (ini'— jio'')*»»n«la«<»<«i» + (ä'  — l'i'')*  wöu>,o  cos«« 

+  (p»'  — Pa")*sin  fooi  cos  t^oi 

oder 


i 
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Ntm  Ist.  aber 

■ 

-|- OM  (it|*(eo«     — €00   CO«     «in  «M» 

* 

-f  cos     (cos  to^i  —  cos    cos  «1 )  sio  lom 
=co«a^*«in  Wt«ro8C{?i2  +  coso(i*s!iiici|oeostc^-|-c<)8<ya'<*intr<vi  cost«^ 
»  cos  fl^eo«  «1  cos  fl%  (cos  o^  sin  tpi^-fcos  «i  sin  «%o4>co8  «i  sin  fSm) » 

5=  cos/3^*(cos«Sit^cosAcos/Si)stnt0^« 

-|-  cos     (cos  «7^0  —  C08    COS     8in  tc^ 
•f  cos  ^'(cos  tSot  —     A>  A)*in«i^i 
8  COS  A)*sio«»|«costO|«-i-cos  j3|'8iotcitecosto^^cos/9^*siii«i^  ^^m^i 

c o s  /^o  c OS    c OS  ^2 ^'^ ^0  ^ ^ "  ^1 9 ^ i^i  ^ i'*  ^20  f  coj?  ^ si n w^y ) ; 
also,  weil 

cos  Oq  8in  Wi%  4-  ^iii  ^to  ~l-  cos  sio  =  0« 
cos  A)S!n  W|t  -|-  cos/?|  sintoio  +  cos/31|siniii^i  s  0 

ist; 

2/$= cos«^*sin2iO|«  -f  cos  «i^sin  2«^  +  cosfl%*siD  Sn^i  » 

2iS=  cos  ^„-sin  iwx%  +  cos  jS,2sin2w2o  +  cos  ß^sm  2tOoi  > 
onil  folglich  durch  Addition: 

4^     8in2t0toi  4-  8in2t0|t  -f  sin  2«)^. 
Also  ist  nach  dem  Obigen: 

sinSw^i  +  sin^it  +  i>in2fl0^ 
Für  jede  drei  Winkel  Xt  y,  z  ist  bekanntlirb: 

sin^r  +  sin^i^-f-sint 
ssin(«  f  y-l-z)  +  48i«i(;r  J-^)8iiii(y  f  »)8ini(z  +  ar), 

itso: 

sin'itcToi  f  sin2«oi2  f  8iD2u^ 
78in2(wot-l-«^isl*«nM)  +  4»ln(woi  -ftOis)sinKftf  «te)«in(i0^ffByii); 


i 

aber 

und  folglich  nach     4.  8): 

Bio  2(ffliat  +  Vit + toto)  s=  0; 

also: 

=  4atii (tooi  +  toit)6iu(tois-|-t0^)fiiii(i0te  4-  ti^)»  ' 
und  daher  nach  {,4  7): 

aintam  -f  8ifi2tris-|-sin^ite^  =  — 46lil«ai>tainii?,2Sinicjo- 
Folglich  iat  nach  dem  Obigen: 

2  sin  topi  81  n  10]  9  sin  WfQ 

oder: 

I    sinioolsifitoul        sinioijiainiooi        aiiiu^aintcis  ^ 

Denken  «vir  uns  uro  den  Pol,  der  natürlich  jeder  beliebift 

Punkt  sein  kann,  mit  dent  Halbmesser  r  einen  Kreis  be«clirie> 
ben,  so  ist  die  Gleichung  dieses  Kreises: 

sintToisiDtCso         aintoissintroi  ainitf^o^ini^t 


§.  12. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  die  Punkte  (poPiPi^ 
und  {Piy"pi'pi'*)  mit  einander  verbindenden  Geraden  seien  pofPi*h 
Um  diese  Coordinaten  zu  finden,  wollen  wir  die  rechtwinkli<r«i 
Coordinaten  der  Punkte  {poPi'p^')  und  ipd' P\" P^")  durch«', Jf' 
und  x^*,  yl"  bezeicbneo.  Daoti  iat  nach     4.  13),  14} : 

X*  ain  tPoi  =  ip^' — ö«)  cos  — (pi' — öj)  coa  Oq  , 
«^8ini0|t=(p]' — c5|)cosa2  —  (p%' —  m^^)  cos«,  , 
X*  ain  tcto = (j»»'  ~  ö^)  cos  oq  — (po'  ~-  Öq)  coa  o^ ; 

jf*  ain  looi  =  (;?o' — ö©)  coa  —  (;?,'— ö| )  cos  /S©» 
y'alDw„s=(|ii'— c»,)co8/Sfe--(|^'-Ss)eo6A , 

y'  sin  tC2o  =  (l^a'  ^  ^a)  «os  /S©  —  (j?©'  —  Öo)  coa 
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ind : 

;r"«into,s  =(Pj"  —  ö,)coS4%— (|>^"— öj)co«i)f|, 
s"  sin      =  (p^"--  5,)  cos  €in  —  ( —  5o)  cos  ; 

y'sinio^i,  =(;>o"— öo)co8ft  —  (pi"— öi)coß/3o, 
af'*  9in  10,,  r::  (pi"—  cS| ) CO«  j»,  ^  (j»,''— cS,) cos  ßt , 

y"  sin  fi?2o  =  {p%'  —  ö»)  cos  ß^,  —        -  o>o)  cos  ^3^ ; 

l«o  durcii  Addition; 

(ar'+a:")8inwi«=li(f»i'+;'i")  —  öl  |cos«a-  {^C/^«'  I  /^2")-ö«lcosa„ 
(ar* + ar'O  «in«^ = <  idJ^'+Z^*")  —     i  cos  e««    1  i(Po'^P^")-^o\eM«ii 

(y' +y")  »5n  «o,  =  { Upo'^Po")  —  «0 1  cos  ft  -  J      Hft         I  cos/9o, 

(y  +y ")  sin  iTao  =  { 4(;V+/?a  0  —     j  cosj^o  -  [  Hpo-iPo") -     I  cos  ß^. 

Veil  nun  hokanntlich  4(^'  +  ^")'         +        die  rechtwinkligen 
oordinaten  des  Punktes  (PoPiP^  sind,  so  ist  nach  §.4.  9): 

Po  — «0  =l(y  +  y")cosflfo  — |{a?'  +  ar")co8j5o, 
-  ö,  =      +  y ")  cos  «I  —  4(0;'  +  a?")  cos  , 
Pa  —  «2  =  4(y'  +  y'O cos -  i(af'  +  a*')C08ß^i 

(»Iglleh  nach  dem  Vorhergehenden; 

A»— £)o)®^»)«cts=    I     —  Hp%  +  P*")  I  (coso^  cos  ßg  —  cos  l^oCOStfi ) 

+ 1 5i  - Kpi'  +  Pi'O I  (coso^cos/?o  —  cos /Stcosob)» 

Pi--4$i)siiiie^=    (    — 4(po'  -f  Po'O  I  (cos  «1  cos    —  cos  /3|  cosfl%) 

+  IS*— 4(Pi'  +  P«")l(cosa^cosft  —  cos  jSSo  Cosa, ), 

45^sint0«)t       l«i  —  4(pi'  +  Pi")Ucosa,cosj3o  — cos/^coso^) 
+ 1  So— i(po' +  f^")  Uco»«i  cosfc  —  cosft  co8%) ; 

iso: 

P6-öo)  sin  10]  2 = i  ög— 4(;V+Pt'0 1  eintooi  + 1    — 4(pi  '+Pi  ")\  sintoso, 
S,)sinic^=  { öo— 4(Po'+Po")  J  «»•nwia+  { «a— 4(p4'+p4")  j  sinuj^,!, 
^»1-  cS^  sitttoai  =t  öl-  4(pi'+pi   UiniP4o+ 1  ^o-Up(t'irpo")\ sin»« ; 
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428       ßrumeri:  ßoi  Spsiem  der  UreiÜrtien'Owrähmim 
und  hieraus  offenbar: 

oder 

Po  «10  Via 

J  (|>o'fiWw,i+Pi'ainfüto+l»a'«»»«w)| 
=^f4(/^o'+Po>ioti;|.-i{  \, 

^  i^iPo  '«»0  «'la+Ä  i^l^a' '  *» i n  i%)  i 

(  (po'wntt'i«+A'«Jn»2o  +  />a8>«>«^oi)) 
^  +(f»o"»io«i4+Pi"ainwgo+Pa"»in«ta)» 

psaittfu^i 

=  */i4(Paf|'i>"»«^»i-H  .  ,       .  . 
fofglicb  offenbar: 

Durch  eiue  ganz  eiüiaciie  {^geometrische  tietrachtuiig  überzeust 
man  sich  sogleich  von  der  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke ;  es  kam 
aher  hier  darauf  an,  ilieselben  i^anz  allgemein  analytisch  xu  be 
weisen»  wie  alle  Formeln«  auf  die  uns  diese  Untersucbuogeo 
IlBbren  werden. 

j.  13. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Betitimmung  der  von  den  beiden 
durch  die  Gleichungen 

charakteriairten  Geraden  eingeacbloaaenen  Winkel  Ober. 

Bezeichnen  wir  die  180**  nicht  iiber8teigenden  Winkel,  welefc* 
die  eine  der  beiden  Richtungen  einer  jeden  dieser  beiden  (ier** 
den  mit  den  positiven  Theilen  der  .r-Axe  und  tf-Axe  eintscLlies 
«et,   renpective  durch  cp.  il>  mx!  rp\  i/;';  so  ist  nach  §.  7. 8) 
türlich  ohne  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  <i«" 
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Formeln  Cur  cos^,  co8^  und  co«<)[>',  cos^',  wohl  aber  mit  Be- 
ziehung der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  d«n  Formeln  für 
co8^,  eoi»^  und  eben  so  in  den  Formeln  fdr  cos^',  coe^  auf 
einander: 

coai  9  =  ±  


f»ä  ^  =  i 


V  LHilfHiV«+2//üf  cos woi+2Af/V  cos  eo«  w^' 
 L  teon    -f  iW  coe  ft  -l-  cos   


und: 

L'cosao  +     coe«!  -f  jV^cogcr^  

V7.'*+ilf 'HxY'H:i/^'iM '  cos  woi  +2ilf 'xV^^ia+2iV'L'  costt;^»' 

cosif^' 

_  ^    _    _  _     L^eosft,  4^  M'cosßi  -f  iV^cosjS^  . 

also ; 

cos  <p  cos  qp'  -|-  cos  i^  cos  ^' 
1  (L  cos      itf  cos  «I  -fiVco0fi%)  ( U  cosa^-k-M'eoBtti  -f-iV^costta)  i 

'     (L*+"y>/24  m  f2Li}l  cos  woi  +2/ViVcos t©ia+2A'L  cos to»«) 
>C(Xr'2i^ir'2+iy'2+i^i«'il'co8io^i42JfW'cosi9(,4.2i^X'coa^^ 


Bezeichnen  irir  nun  die  von  den  beiden  ^ecehenen  Geraden 
eingeschlossenen,  180^  nittbt  llberafeigenden  Winkel  Im  AUgemei* 
nen  durch       so  ist  bekanntlich: 

eoa  1^  =  i:  (cos  9  cos  9'  -f-  cos  cos  ^0 , 

« 

also  nach  dem  \  orhergeheoden  : 

cos  W 

I  (L  €08  a^-|-^cos  «1  -|-iVcos     (£'co8  o^-hilf 'gosdti  <f iV'eoscr^ % 
_  ^  I-Kl^co» jgp-l-^cosft-l-iVcop/ggXL^cos/go-f  .y^cos/^, ^N'eoBß^)\ 
~"  a/      (L«  f  2  <Coi  + -^^ViVrosi^2ATcöri^^ 

^  ><(X'«+if'*+iV'«f2X'if'cosw«i+2irW'cosip,»+2iV'I,'cosu«,o) 


Leicht  ergieiit  sich  aber,  dass 
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(Lcosm^+ifGos«!  'fiVoo8iiit)(Ir'eoacro'|-ilf' 00001  -f-iVeos^) 

+  (Lcos/5Q  +  ;ifcoß/Sj +  iVco8|S2)(JL'cüsi3o  +  H  A'co.s^^) 

+  {LM'  +  .Vir')  (cos  0^  cos  «1  +  C06A)C08j9|) 

-f  (JliV'  4^  iViH')  (cos  «1  coso^  -f  COS/?i  COS/?s) 
-I-  (iVIi'  +  LiV'XcososCosoo  f  cos/7s€os/}o) 

+  ihM' MV)co%Hi^x  -f  (4r^'  4- NM') cos»i,f  (iVL'-f  l./\r')cosi0|o 
ist;  also  ist: 

cos  W 

^  LL'  +  MM'  +  iViV'  i 

^  ^  M-(Xjy*-fAfL0co8Woi  -i-(jry+iwr)costi^<-KM'+xiy)  costp^s 

X(X'*+ir'HiV'*  f^'i^'cosiooi  f  2if  Acosic^af  2JV'L'cosio») 
woraus  sich  aucli  zugleich  ergiebt,  dass 

LL'  +  MM'  +  J^iV' 

+  {LM' + üf  LO  cos  löoi  +  (itfiV  +  A  y>y')  cos  w^^  +  (iVL'  +  /.A '  j  cos  u>^ 

=  0 

die  bedinguugsgleichuiig  der  t'erpeudicuiarität  der  beiden  durch 
die  Gleichungen: 

charakterisirten  Geradeo  ist.  Ms«  kann  diese  Gleichung  aocfa  sof 
'  folgende  Art  aasdrücken: 

(L  +  Jlcos  woi -i-iVco8«)j0)L'  ] 
4-  (i/cosiooi  +  ^ + iVcostOit)  M*  \  =0 

+  (Lcoswjö  + ^cosicijj-f  A)iV'  ) 

Wir  suchen  jetzt  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  darek 
einen  gegebenen  Punkt  gebt  uod  auf  einer  gegebenen  Gerades 
senkrecht  steht)  und  bestimmen  zugleich  die  Entfernung  des  gege- 
benen Punkts  von  der  gegebenen  Geraden. 


9  — n^*i 


in  allgemeiner  analpiUcMer  Eniwickelun§*  43] 

Der  gegebene  Punkt  eei  {p^'pip^),  die  Gleichung  der  gege- 
benen Geraden  sei 

und  die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden  sei 

so  haben  wir,  weil  der  gegebene  Punkt  in  der  ge8üohten  Gera- 
den liegen  soll,  und  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickel- 
ten ßedingungsgleichung  der  PerpenHicularitSt  zweier  Geraden« 
zur  Bestimmung  von  L' ,  M\  iV'  die  folgenden  Gleichungen: 

(L-|-illcOSfO^l-|-iVcO8f0^)L'  ^ 

-f  (Leostc2o+^ce8ti;,2-f-iV)iV'  3 
aus  denen  aicb»  wenn  Cr'  einen  gewissen  Factor  beseichnet,  sogleich : 

-/i^'(Xcostt^  -I-  iV-f  iVcostPks)  i  ' 

«  — /»o'C^t-costt^  +  ifcosÄi^  +  iV^)  }  ' 

ergf^bt,  wo  es  aber  offenbar  genügt, 

L'  =l>i'(Lco8w^  +  illcosiC4.+iV)-|ti8'(JLcos«^,  +ir+iVcosii>iJ, 

Jir* S=       (I,  +  jlf  COSfCoi  +  iVcOS  Wjo)  -  /?o'      cos  tC2o  +  i¥c08fU,  a  +  2V) , 

zu  setsen. 

Hieraus  findet  man  mittelst  leichter  Rechnung: 

LM*  —  ML* 

=  +      +  i^s-t-SLüTcoe  «Vit  +  Sifi^eoefo,,  +  SiVLcoe  w^) 

-  (Xj>o'  +       '  +  iVj^aO     cos  «i?ao  +  i*^  <^os    2  +  i\ ) , 

=  />o       +       f  2V«  +  '2L7>/coswoi  +  2üfiVcostC|,  +  2  NLcobw^ 
-(Lpo*  +  iVft'  +  Npt")  (L  +  üfcosti!^  +  iVcoe;»^, 
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ISL'  —  Li¥' 

—  (L|>o'  +  Mpv  +       )  (lico«iüoi  +  M  +  iV^C08ii>i«); 
al0O»  well  bekann tlicb 

tot: 

*  (L+iücotitCüi+^cost02o)s«n«?i« 

^      I/[8intCi»+siii(«^2o+«»oi)]  \ 
'   |-iV[biowoi  +  siii(tCia  +  M>2o)] 

und  folglich  nach  §.  4.  7) : 

(Lilf'-JlfLOrfniooi  +  (JlfiV'-iVilf  0«in«i«  +  (^^'-  ^0 
5=  J(L*  +  iW^  +  2V*  +  'iZiil/  cos  M?oi  +  2ilfif  coniTia  +  2iVXrcos  «  ju). 

Bezeichnen  wir  nnn  den  Fusspnokt  de«  von  dem  g«S«bea«n 

Punkte  (po'piPi)  ai^"  gegebene  Gerade  geOlllten  Perpeodl- 
kels  durch  ipopiP^>      •«*  h»««'»««'»  *•  offenbar: 

( Lpo^-h  Mpi  *  -f  iVpa )     cos  Wpi-i^M^  Neos  tp,  ^) 
Pi  =Pi      2?-|. itf HiV* + 2li Af  CO«  10^1  +2 Jfjy CO« iOi^^WL cos i©»' 

(L^o'  +  Mpi '  +  iV>>20 ( ^ cos i<;2o  t  itfcostg|2-HiV) 
P%=P%  X?Hj^SHiV*+2i^iWco8iooi+2iWiVcostOi«+2i^^ 

üez<  ii  hnen  wir  das  von  dem  Punkte  {PqPiP%)  »»f  die  gege- 
bene Gerade  getäUte  Perpendikel  durch  P,  so  tot  nach  §.  IL: 

~|   sintDoisinw'ao        elniCiasintroi        sin«M8>n«^  * 
Führt  man  b  diesen  AusdrociK  ans  den  vorhergehenden  Formeln 
die  Wertbe  von 
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(Po-poT.   (Pi-PiT,  (p^-ptT 

ein,  m  ist  io  dem  draitheiligeo  Factor  de«  dadurch  sich  erge 
banden  Auadrucks  dar  Factor  van  Jßi 

GC8«0is      .  coat0oi*caatO|o  ■  coaiOgo^caaiPoi 

+  ,.t  — irm  r 


ainto^iainto^     «in  lo^,  ein  10^  ain«^aintO|ji 

B\RWi^C08Wi2  -\-  COStCm  COS  tC^o  81»  (W^  -|-  Wqi) 

 ain  tO|  a  (coa  tO|  ^  —  coa  te^g  coa  tcgp) 

ain  fOoi  ni n  tO]  ^  sin 

_  ainioit {coa  (»m>+«V>i)  --coatc^i  coatc^l  ^ 
^  aint0«its>nf9|tainfl0^  ' 

ttod  der  Factor  von  S/^Af  ist: 

coaiciin  coaiPta    coa  i^t  coa  la^  .  coa  topi  coa  tO|a  coatc^ 
ain  10^1*^11*^      aintnaaintB^i  aintp^aintoif 

sio  tois  coK  tO|s+^in  tTjo  cos  tr2o-f  «i»  w^g  coa  tou^coato^ 

SS  COStCni  "  '  ~        "~         .  — 

aintpiacos  toi^-i-aintiiigiicoa«^ —  ain  (tOi^-Ftoao)co6W|  ^cosu?^ 

g'"  «g|  a     «?2o  sin  (tO|a-hoao)  _ 

= coatOoi  — 15  !  s  ~  —  cos  tTot . 

ainfo^iainiO|«ainfe^ 

Anf  dieae  Art  findet  man  leicht,  daaa  der  in  Rede  atehende  Factor 

—  (jL« + iM  * + iV2  +  2Z.  üf  coa     +  2  Jf ^  cos  fC|,+  2iVI.  cos  w^) , 
und  daaa  folglich 

p,^   ^  (^Pd±Si2x:±jNp^ 


2,24.  jtf     iV>^2£iiircoai0oi +2Ari\rcoai0^s  +2/^i'Coa»w 


ist 


{.  14. 

Die  Bediogungsgleichung»  daaa  drei  Punicte 

iPo'Pi'P%%  {PiTpi^pJ!^ 

in  einer  geraden  Linie  liei^^en,  findet  fflau  auf  bekannte  Weise, 
wenn  niao  aua  den  drei  Gleichungen 
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I 


Lp^'  \Mp^'  \Np^  =-0, 

Lp^"' \  Mp,!"  \  Np^"*  =  ^ 

<lie  drei  Grössen  L,  M,  N  eliminirt;   man  erhält  dadarcb  leidit 

die  Gleichung : 

die  man  noch  auf  verschiedene  andere,  »ich  leicht  von  seihet  er- 
gebende Arten  auedrOcken  kann. 

Die  Bedingungsgleichung»  dasis  die  drei  durch  die  tileicbuogen 

Vpo  +  iW^i  +  lS*p^  =  0. 

L''poi^M'"pi-^JS'"piZ=^0 

chaiakterisirten  Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  erhält 

man  durch  Eliiuinatiou  von  pQy  pi,  p^  aus  diesen  drei  Gleichun- 
gen, wodurch  man  die  Gleichung: 

erhäit,  die  sich  auch  noch  auf  verschiedene  andere  Arten  aus- 
drücken lassen  ivürde. 

§.  15. 

Wir  vvoll(  II  jetzt  zu  einigen  Anwendungen  der  im  VorhergehcD- 
den  entwickelteti  Fürn»eln  {iberjjehen,  und  wählen  (lazu  zuerst  die 
Betrachtung  des  gemeinschattlicheo  Durchschnittspuukts  der  drei 
Höhen  des  ebenen  Dreiecks. 

Za  dem  Ende  beseiebneo  wir  die  drei  Spitieo  eder  Ecken 
dee  Dreiecke  durch 

(ä'Pi'I».'),   (F."f»i*A«).  (PfTthTp*") 

und  setzen  der  Kürze  wegen: 


I 
I 

^  kj ui^uo  Google 


in  ungemeiner  aualyUscher  Enttcickeiung.  4d5 

'«'=/'iV."'-p«"#»r.  Po"=prpt'-p*y,'.  n"=i»i'A"-p.'ft". 

•  — Po  Pi  "^Pi      ,f        —Pq  Pi^Pi  Po*        -^PqPi  PiPo 

ul: 

Qo'  —  Po'  +  P| '  cos  Wqi  +  Pa'  cos  t©20, 
Ol ' = Po'  costooi-l-  ^1+  Pj'  costoi,, 
02'=/^'costD2o  +  /\'co6tri2+  Pa'J 

=  P/+ />,  ^  C08fP„,  +  iV  CO«f»„  . 

0/'  =  P/  costoo ,  +  Pi "  +  Pa''  C08    , , , 
Öa»  =      cosio,^  +  P/cost0,.  -I-  W; 
e/'  =  P««'  +  P/"  ciis«,^,  +  A"'cosw,o, 

'  =  P/'  cosic„  +  P,"' cos  10,.  +  Pa"'; 
ann  sind  nach  §.6.  und  §.  l4.  die  fiicichungen  der  von  den  Ecken 

(Po'Pl'Pt").    (Po"Pi'Pl'*)*  (Pfpi^pj") 

es  Dreiecks  auf  die  gegenüberstehenden  Selten  gefällten  Perpen- 
iikel  reepective: 

1) 

PiQ%'-t»!Qy-)p,-\^(pz-Q«-p»'Q*')Pi  +  (p,'ft'-ft'«„'J/»=0, 
P,''0."-)».''<?,")P„+(/«"Q„"-p„"<?2")p,+(p„"Q,"-p,"<?„>8=0. 

pi"e."'-p«"«i>-+(A"'e."'-P."<it")i»i+(p»"'e,"-i»,««„-)p, 

»0. 

Dl    pt    Dl.    Ii"   P'i    pi'.    p  m    am  Dm 

Qo'.  Qt'.  «»';  e«".  Ol",  e«";  Öo",  Öi".  0.* 

finden  gevvtst^e  leiclit  zu  beweisende  Relationen  Statt,  welche  wir 
im  Folgenden  zusammenstellen  wollen. 

Der  Kflrae  wegen  eetien  wir: 

^^po\pi'P2'''P^yi"npo\pr^^^ 
='pAPi:'pi''Piyj'np^''{Po"'pi:'^^^ 
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dauu  ist,  wie.maa  leiqbt  findet: 


Pi  Pfi  -rpi  Po  +  ^1 

=  0, 

Pt       -rpt  ^tt  -Tp% 

s=U; 

PuPl-^P<,'f*>"  +  PoPi 

=  0, 

=  n. 

=  0; 

=a, ' 

Pt'pi'\}h'l',"-\^1h"'pi' 

=  0, 

p^p.t\p%pt"^pi'p*' 

«voraus  sieb  ferner  leicht  ergiebt: 

pi'Qo'^Pl"Qo"-^P,"'Qo'"  =  ilCMtOo,  . 

/?»^o  i  =  ^costr,,; 

|»o'Ö«'+Po"^?."  +  Po"'C?a'^=  neos«,,.,, 

p^'Q^'^^P^''Q^  "  ^p/'Q^'"  = 

Hieraus  ergiebt  sich  onniittelbar ,  das«  die  Summe  der  drei 
lileichungen  1)  verschwindet,  so  dass  also,  wenn  durch  gewisse 
Werthe  von  Poi  pi^pi  zwei  dieser  Gleichungen  erfüllt  werden, 
durch  (lieselheu  Werthe  von  Po^Pu  Pi  immer  auch  die  dritte 
Gleichung  erfüllt  wird.  Bestimmt  man  daher  mittelst  der  Gleichong 

Po^in^ts  +  P\  rfo»»o  +  p««inw,i  =  ^ 

iiDil  sw«i6r  der  Glefcbangen  1)  die  GrSssen  po  i  Pi*  P%>  ^ 
darch  die  erhalteneo  Werthe  dieser  GrOssen  immer  aoch  die 
dritte  der- Gleiebvngen  l)'erflBllt,  worauf  «leb  ergiebt,  des«  die 

durch  die  Gleichungen  1)  cbaralcterieirten  Geraden,  also  die  vea 

den  Spitzefi  oder  Ecken  des  Dreieclcs  auf  die  «gegenüberstehen» 
den  Seiten  desselben  geföliten  l^erpendikel ,  sich  immer  in  einem 
und  demselben  Punkte  schneiden. 


^  kj  o^uo  i.y  Google 


tu  iMgemeimer  muU9ü9€k9r  BiUißiekHun^  4|I7 

nun  die  Coordinaten  p^,  p^,  p^  d4#  gemoinscbaiftllch^ii 
)urch8chnitt8pankts  der  drei  w  Red»  «Meilde»  Pn^miHM» 
iSmlieh  der  drei  flohen  de«  Dreiecke«  eelbet  zu  ImtimineD»  mfle- 
:en  wir  von  der  folgenden  allgemeinen  Betraditung  Aber  drei 
vleicbnngen  dee  ersten  Grades  Ton  der  Form: 

msgehen.  Beitanntlich  ist  in  einem  eoicben  Falle  immer»«  wenn 
jr  einen  gewiesen  Factor  beselcbnet: 

vobel  die  beiden  ersten  Gleichungen  des  obigen  Systems  dreier 
Sleiehnngen  benntat  werden  sind.  Finden  nuo  aber  die  Glei- 
chungen f 

>tatt,  so  Ut: 

fl^s=~(flj -f-o^),   6os=  — Co  =  — (cj -f  Ca) 

ind 

ho,  wie  man  sogleich  ubersieht: 

boPi    eo6|  =  6i  Ca  —  <?i    =r  Ä^c©  —  CjÄ^  , 

«4  folglich  ft|ieh  depi  Obigen: 

^TsGicoOi  —  0bCi)8s  <r,<^)  =  €?(csjeo— ''«Co) , 

z  =  6?(Vi  -  Vi)  =  ^,0a)=  -  Vo); 

immer  denselben  Factor  bezeichnet. 

Dass  bei  den  Gleichungen  1)  die  hier  gemach ee  Voraussetzung 
srfilllt  ist,  braucht  nach  dem  Obiger»  kaum  noch  besonder«  be- 

Theil  XXXVIU.  oo 
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merkt  n  w«td«ii.  md  wir  kOnnen  «ho  tmf  dieaa  GleiohBiHE«>  <lie 
'  vorlra^jelMBdcii  «IlgenieinM  ForMehi  anwenden. 

Zuvörderst  lint  man  sich  aber  noch  die  folgenden  leicht  a 
beweisenden  Uelatiouen  zu  merken: 

Po' Po  +pi'Pi'  iP;''V  =n. 

Po''Po+Pi''P,'+P^"Pi=^' 

Po" Po  ^Pt''Pt  +!»•"' P«' =0: 

PfTPf,'  +Pi'Pi"  -^PtP*  = 

Po''Po''+Pi''Pi''  +  p/P,'  =  0! 

Po'PJ'+Pi'  Pt^  +  P»'  P*  '=  0. 

Po'  Po^-^Pi'Pr  +  P*'P*'  =  0. 

Po"'Pfr-^Px"Px''-^Pt'Pt''=  n. 

Naeb  d«o  GleicbaMRen  1)  a>d  dem  VerheilsdMndea  iit: 

-  (P»'ft'~Pi'eo')(i»i*«.--Ä'A'ii' 

p,=G[(po"Qi''-Pt'Qo''HPi'"-(h"'-P»°'Qt'') 

ft=  Gi(pi''Q»''-pt'Qi')  (p,"'Qo''-Po"Qn 

-  iP»'Q»  -Po'QtHpi'"Q»'" -Pi'di'ii 

md  felgttcb,  wie  man  leiefat  aberaieht: 

G-HP^'Po  +  Pi'Pt  +  P»'P^ 

=  t  W  Qo"+PiQi''+ P*  Q»)p%-(P<!'P«'  +p. "''.'+ /  /  ''.')*'■ 

x(«."'ei"'-piV) 

+  ( WOo'  +A'«i"+''.'^»")Po"'-(Pü"'P«'+Pi''A'+i'»">^< 

x(j»i''0.''-ft'Ä''l 

♦  I 

also  ufifeiibar:  ' 
Feroer  ist: 


Digitized  by  Google 


I 


/Ii  itUgcmeiner  analytischer  Enlt^ickelutig.  439 

<o-G\  (Pn'iW-th^Q/')  (Po'Qi'  -Pi'Qo') 

-  iPt^Q*"  -p^^Qi")  (Po' Qi' -Pi'Qo')  I. 

»=  ti\(.Px'"Qt'"-p^"Qn  (Pii'Qo-i'o'Qi) 

-  (p»'"Qo'"-Po''Q*''\(Pä '  Q»'        ')  I ; 

>lglicb,  wie  leicht  erhellet:  ' 

G-HPo'po  +  Pi'pi  +  P»'p^ 

=  ((^o"«»"+i'."«i'"+/'.''e.")i«." 

-  (Po"n"  +Pi"P,''  +p»''P*")Q»''i(PoQ,'-pi'<Jo) 

-  (/^."Po"  +Pi'"Pi''  i-p»'"P»"WiUh'Q»-p»Ui') 

-  (Po"'/'«"  +  Pi  '"Pi "  +  P^"P»")Qi"'  I  Qo'-Po'Q»'). 

Ibo  offenbar: 

P«Vo  +  P,>i  +  P»"pt 

Endlich  ist: 

-wei'--ft'ei»')(i»."o»''-ft,"e,'')i.  ■ 
-(pi'e,'~P.'ö,')(w,''ft'-ft'Oo')t 

-  (p.'eo'  -po'Qil)  (pt  ■'Q%"-Pt"Qi  ")\ ; 

•iglicb  offenbar: 

6'-'(P»'"p»  +  Pi">i+P«"'pi) 

-  (Po'Po'"  +Pi  'Pi'" +P.'P.'")  Q*'Hpo'Qi  "-Pt"Q»") 

^  i(Po'«o'  +  prQ.'  +  p^^Q.'ypo' 

-  (Po'p«"' +p.'P," +p.'p."')  e«'  t  (pi"Q«"-p,"«,") 

+ 1  UVQo  +  pro.'  +  Pi'Q-,')/', ' 

-  (Po  Po"  +  Pi'Pr  +  PtP»"')  Qt-HPt"Qo-Po"Q2"). 
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« 

also : 

= e(Po"<?«'  +  Px'"Qx  +  Pt'Qt'HWo"  +  P^Qt'^P/dty 

IMm  babM  wir  J«(it  die  4rei  folgeadcD  merkwIIrdiKeilU- 

cbuageo : 

2) 

Po  Po  +  Pi'pi  +  PtP% 

=  CCne."  +  Pi'Ui"  +  P^Q^){Po'Q^''^PiQi'^P%^'i 

Po"Po  +  Pi"Px^Pt"Pi. 

= G  (Po"«»'  +  ''j '"«i'  +  Pt^)  iPo'Qo" +Pi''Qt"^Pt'^1 

Man  setze  der  Kürze  wegen: 

3) 

Au=Po'Qo"  +  Pi'Qt  '+P»  Qt  ".  Jn=Po"Qo'  +  Pi'  Qi  +  W 

Au=Po'Qo'"■i^Pl'Ql'■^PtQt"^  ^»=Po"'Qo"+Pl"Ql  '+ V^r 
SO  ist: 

4)  {  Po''P6i^Pi'iHi^^%*'P%—OAn^f 

ttod  folglich,  wenn  noch 

6)        Bi  =  Ai^Ai^ ,       =      ilti  1   i^s  5=  -^aa 
und 

6) 

=  Pt'(P^'P^^  -  Z'o"/'/)  +  Pi''(Pm^Po'  -  P."'P%') 
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gesetzt  wird:  , 

7) 


rüttelst  leichter  Recbouug  findet  mau  «iWr: 
ilso  nach  7): 

GH 

GJl 


und  vreU  mid 
und 

/>o'*>intt?|a  -{^Pi'sXnto^Q  -f     siu «(^«i 

p^"a\n  1011  -f*  Pi  '"9m  i%o  "1-  P^'''  «iDtCbi  ^  ^ 

i«t,  so  ust  Bach  ^: 

Cr  17 

TT  <*'t  + 
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also 

Gn_  1  

4  w 

und  fo^ficli  imcb  8)' 

0^  ;  „  -B,Pi'  +  BtPi"  +  li,pr 

_  Bipt' +  B^Pi"  +  Btp^"' , 
P*-  B^+BtViit 

oder  nach  dem  Obigen: 

_  '4\t^i3Po'  +  ^ti^tl  Po"  +  ''hl  ^3iPn"' 


10) 


Für  die  Grossen 

4 

Ai%t  ^n»  -^8«»  -^81»  ^18 

findet  man  oacb  dem  Obigen  aacb  leicbt  die  folgeuden  Ausdrucke. 

11) 

^  =  Po' V  +  Z^'A^H-i*«  ^2'+ WA''  +  '*l'^o'')C08«oi 

+  (JP, 'T^^'H-P^'T, costc, a  +  (P^  To  '  1  io"i2'")co^^'% 
+(Pi'T/''+Pa'Ti''Ocosti)ia+.(P2'To'''+Po'T2''')cofi%5 
+  (/\''Ta'+Pa'''P,0costc,a+(P2'''/*o'+io"'/20c« 

+  ( A  '"P-l  +  ^2        ')  cos      2  +  (Pi"To'+Po'"P2')C0«^' 
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oraas  also  aach  erhallet^  daaa  immar: 

I>ie  <lrei  unser  Dreieck  bildencfen  (ieraden  wollen  wir  jetzt 
.»Ibat  als  Axeu  annehmen  und  die  den  Ecken  oder  Spitzen 

{po'*Pi"P^n.    iPoPi'P2),  iPo'Pi'P^n 

egeuäberataheDden  Seiten  des  Dreiecks  reapective  dorch  0^9^1,0^ 
Bzeichaen;  die  erste,  aweite  >  dritte  Axe  sollen  besiohungsweise 
en  Seiten  Oo,  ot»  a%  entsprechen.  Bestimmen  wir  nun  fiber  die 
oaitiven  Richtungen  der  drei  Axen  so ,  wie  aus  Fig.  10*  von  aelbat 

rsichtlich  ist,  und  nehmen,  ivie  es  offenbar  verstattet  ist,  die 
Vinkel  /r^j  ,  ^^12,  1^20  ^ümmtlich  positiv;  so  ist,  viie  man  sich 
US  Fig.  10.  auf  der  Stelle  überzeugt: 

Po'**ö»  pi*  =aasintr,2,  =0; 

p^**  =  0,  pi  '*  =  0,  p.i"  —  aosin«Q^ 

=  a|sinfi;|^; 
f 

=a2siiiu72o 

ilso  nach  dem  Obigen: 

P^'  =0,  P,'=<ii«siBt9oi«>ntOi2,  P2'=0; 
V=0,  /\"=0,  P,"  =  o^«  sin  10)1, sintriM; 
/»^'''ssao^eintD^sintDoi.  Pi'"=0,  ^»'"=0; 

emer : 

Oo'  =ffi*«inf»oi  ooswoisin«<ji2^ 
Qi'  =aj*8infüoi  sinM'12» 

Oi'siniT^i  siotoiscost0|9; 

=a2^sintC7]2  8inti72oCOStr2o» 
Qi*  =aa^sinio|3cosioi,siaa0^« 
s=aiHlo<0|«coaf0^; 

Qo'"=«o*»»»««io  sioffl^, , 
Qi^'=ao*o^^«'ni0^,  eosin^ , 

Q^*"  =2  Oq^  a\  n  Wfff  cos      sin  tOm ; 

folglich : 


Digitized  by  Google 


444        Gruner t:  Ihn  SpsUm  der  üreiUnien* tooräinaien 
und  hi«raQ«: 
Fanier  Ist: 

=  tt«o«i «toi  «1»«*»)*  •         2fir„ sin 2fflta» .  J  ^j, 

AUo  ist  nach  10): 

13) 

i sin  fr  12 
  flosintopi  

ioosinto^ 

^==<io*8in2fCj(,8in'itCoi  +  *yi^«iliwWoi  ««»«»n-^^"«^^!««»^ 

Dnrcb  eine  einfache  Belrachtmig  wird  man  bei  dem  gleich 
seitigen  nnd  rechMnkllRett  Dreieek  6\m  Rfclitigkeit  dieser  For 

mein  sogleich  bestStigt  finden. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  auch: 


* 

sin  «II 
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i 

lo: 

0»  =11,00  «II  ti>j|4>*  cos  iTia; 

d  toiglicb : 
K»: 

4 


o^sioto^ 

■  t 

99* 
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Bezeichoen  wir  nun  die  den  Seiten  »q,  Oi,  ^ntsprecbeuuei^ 
Hohen  de»  Dreiecks  durch  Hq^  hi,  k%9  so  Ut: 

==  Pq  "  =.     ^xu  wi^i  —      '^^ "  "  20» 

also  offenhar  nach  dem  YorhergcheDden : 

U) 

.  k^h^  C08  tgy  COS  tOpi  

^  "  AD^^^i^M^'f'^ÄtCOSie^cosfo^i  -t-As^cosflii^cMtiks 
 Aq^i  h%  COS  tctoi  coMOta  

^  '~Äo^^^<^S^^^'l'^ÄtCO8l0MCO8l9oi  +  ^AoCOSffl^GMIIki 

A^A^y^  COS  fü|9  COS  fOfO 
^      AqAi  cos  lOit  cos  <<%0  "FAi^  cos  t«)^  COS  tl^i  -f  COS Woi  C06  «iu 


§.  la. 

Um  noeb  ein  andere«  fieiepiel  se  geben«  wollen  irir 


Schwerpunkt  des  Dreiecks  A^Al'JIF  '  betrachten,  indem  wir 

Coordinateo  der  Ecken  A\  A" ,  A"*  respecti^e  durch 

Pto'.  Pi*  P%i  Po"»  Pi^f  P%i  Po^^  Pi"f  P% 


1 


beseichneo. 

Nach  g.  12.  stod  die  Coordinate«  der  Mittelpunkte  der  Seita 


A'A",  A^A^,  A'"A' 

respeetive : 

*(Po''+Po%  *(Pi'+Pi*),  «ft'+ft*);' 

i(Po'"+l^)'),   iCPi'^+Pi'),  iC/^s^'+Pt'); 

und  die  (Gleichungen  der  durch 

A*  und  den  Mittelpunkt  von  A^A*"^ 

■**        99         *9  9» 

gehenden  Geraden  sind  folglich  nach  §.  6. : 
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+  iPiXPo" +Po"') - PoW +K"J i/'i  I  =0, 

tftw+»')-p»''(#»,"+l»l')l«. ) 

+  lp«''(Po''+Pb')-K'(;>2"'+/>.,)lp,  [=0, 

+  (J%>''(/»i'"+>»i') ) 

1) 

+ 1  po''(pi'i^Pi"+pn  -  />ir(/?o' +Po"}  I  J 

+  {Po''(Pl'^Pl"-^pr)'-pt"'(po'-\-po'''^Po'')\p2  ] 

Hierauh  crgit  ht  sich  unmittelbar,  dass  die  Summe  dieser  drei 
leichungen  verschwindrt ,  so  das8  also,  wenn  für  geivisse  Warthe 

Poy  Pi»  P2  (lieser  Gleichungen  erföllt  werden,  für  die* 

.'Iben  Werthe  von  po,  Pi , immer  auch  die  dritte^  Gleiobuilg 
füllt  ist.   Beatimmt  »an  daher  mittelst  der  Gieichung 

ttd  tweierder  Gleichungen  1)  die  GrSssen  Pq,  pi,  p^\  so  wird 
mh  die  erhaltenen  V^erthe  dieser  Grössen  immer  aucli  die  dritte 
Bf  Gleichungen  1)  erfCIllt,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  durch 
ie  Gleichungen  1)  charakterisirten  Geraden,  also  die  von  den 
pitzen  oder  Ecken  des  Dreiecks  nach  den  Mittelpunkten  der 
egenseiten  gezogenen  Geraden,  sich  immer  in  einem  und  dem- 
-Iben  Punkte  schneiden. 
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Mao  übeneigt  «ich  Mhr  WkMy  du«  die  drei-Gleiebongen  1), 
indM  G  einin  geiriMM  Factor  bcseichnel,  erCttUt werden,  wenniBii 

setzt,  wo  es  also  nar  noch  d?trauf  ankommt*  daa  Factor  (^n 
bestimmea,  wozu  man  aehr  leicht  gelanp^t,  wenn  maa  die  Fo^ 
atehaaden  Wertbe       p^^  pt»  GblabaDg 

«»ia  %g  -f-    sin      'irp%snk  troi  =  / 
;  dean  dadttfclr  erhstt  nian  auf  der  Stelle: 
(j»o'  +Po'  +  P^) «int©,,  X 

oder: 

+  (Po"  «iotoia  +  a''  «la«te        alo«j^)  I  G^J, 

also  ZJG^J»  «ad  fbiglich: 

3)  

daher  nach  2): 

tPo^Hpo-tpo'i^Po^'h 
|H=J(Pi'+J»i"+ft*'). 
=  +Pt^). 

ä.  17. 

Wir  wollen  nqn  noch  dea  FIftebealnbalt  F  des  Oraiecb 
A'A^A'"  betrachten,  indem  wir  wiederum  die  Coordinatea  ^ 
Ecken  A',  A",  A'"  respective  durch 

Po>Pi'*P%  l  Po",Pi''>P%';  l»b"»  |»t*. 
beseichnen. 

Beaeiebaea  wir  die  reobtwiakllgen  Coordkiaten  der  Edü 

A',  A'\  A"*  durch  x",y"\  af\f',  so  ist  nach  einer  s«*r 

bekannten  Formel: 
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indem  man  das  ohere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jeoachdein 
man  sich,  um  den  Umfang  des  Dreiecks  nach  der  Ordnung  der 
locken  zu  durchlaufen,  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit 
der  Bewegung  von  dem  positiven  Theile  der  Ax«  der  ar  tedi 
den  Coordinatenwinkel  (4^)  hindurcb  nach  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  y  hin  bewegen  rouaa.  Nun  ist  nach  §.  4. 13),  14): 

X'  ain<ooi=(i0^'  ~öo)cos«i  — (j»,'  ^<5i)cosab» 

y  sioMJoi  =  (^o'  ~öo)co8ft— (pi'  ^Öi)co8j5p; 

x"  sin  looi  =       — öo)  cos «4 — (p^  -  cd,)eos 
jr*  fi»«p«l=:(Pa'-^So)oosA'^(p4''— Ö4)co8A; 
jrsin«^  =  (po  — So)cosfti— (pj^'-öjcostto, 

also : 

Cf'— 3^'')sin«>oi  =  (;?o"-Jt?o''0cosA  -(a"— pDcos fo, 
(jr^-y)  «in«©!  ä(|j^,'^-;^')co8 A  -(/ii«'^;.^') cos/?o,  s 

-y')»in«aoi  =(Po' COSA  -(ft'-ft*)cosA; 
und  folglich:  '  * 

db^FsiniD^« 

-(Pl'-®i)(«i'-pte*)cosaöcosft  '-5,)(^t/-;?,«')cosaocosiSo 
+(?'to''-5o)(/>o'^-poOcos«|CosA-(|»b''-öa)(ft«»~ft 
*  — (p/'-öi)  (;?o'*-|'60cos«^cosA+(/>i''~öJ(|>,'*-pj')cosoi>cosA 
+(|^*'-5o)(po'-Po>o««i'co8A-(/^''-Oo)(a'-|»/)c^^^^^ 
--K|>i'*-^i)(po'-|\>Ocos«i,cosA+(Pi'*-Si)(^>i--|>i>^^ 
voraus  sich  sogleich: 

±  SFsin  woi* 

=  •^Pi'iPo'-lh')  +Ä*'(|»^'-^o*)J  cw«oCosA 

-l/^o'(/^"-7^")  -|-po''(Pi''-|i|')  +  l»o"(Fi'-Pi'')|casAcas«i, 
also: 
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±2^8101001* 

X  (cos  €tQ  COS  ßi  —  cos^o  cos  Ol), 

« 

folgUcb  nach  ^.  4.  3): 
«rgiebt. 

Aul  <lie8e  Weise  erhalten  wir  nan  aus  den  Formeln  41% 
14)  überhaupt: 

i:2Prili«oi  =Pto'(Pi"-Pi"')+Po"(Pi"'-Pi')  +  Po"'(Pi'-Pi")' 

±2F.iB«„ =fn'(p,''-thn+pt''(t»»'"-p,')  +  Ptripi'-h')' 

Aii'  sin  w«,  =|»,'(po"  +P»"(«»"'-J»o')  +Pi"'(po'  -ft")- 

Multiplicirt  man  aber  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  roit;)t', 
Pfi  »  Pi  "'^^^  addirt  sie  dann  zu  einander^  so  erhält  man,  neil 

Po*8inwi^'^pi'Btnwfo'^Pts\owox  =sJ 
ist»  nach  sehr  leichter  Rechnuni»  die  folgende  Formel: 

±2JF=  Po'(Pi"pr-'PrPt'') 
^Po'(Pi'"P^-Pi'P^") 

'  welche  sich  noch  auf  verschiedene  Arten  würde  umgestalten  las- 
senj  indem  man  zugleich  iiir  J  jeden  seiner  bekannten  Ausdnicke 
setzen  kann.  Es  ist  z.  B. : 


^  2  ((Do  sin      -|-  G)^  sin  tc;^  -|  Gi^sin  %Dqi) 

IMese  Betrachtung  auf  jede«  beliebige  Vieleck  an  erireHw>i 
hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  wenn  man  nnr^  In  IbnUe' 
Weise  wie  vorher  b'el  dem  Dreieck»  von  dem  iiekannten  allg«*>' 

nen  Ausdrucke  für  den  Flacheninhalt  eines  jeden  Vielecks  donli 
rechtwinklige  Coordinaten  ausgeht» 


V, 
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Note  über  die  Integration  der  partiellen  DiiBerentiai 

gleichong 

tt^z  d  X  fix 

Von 

Herrn  Simon  Sftitzer^ 
Profettdr  an  der  ÜAniiei«- Akademie  in  Wien. 


Wir  setzen ^  luu  diese  Gleichung  zu  iotegriren^ 

'     x=:(a::\-y)^Z  (2) 
und  erhalten  hiednrcb: 

(3) 

s 

-I- [AH  («H + IM + «1^ = 0. 

Diese  üieicbung  vereiofacht  sich  für  solche  Werthe  von  ^  welche 
au8  der  Gleichung 

{»'1  +  mj—  I) A  4-  n  Ä  0  (4) 
hervoigeheD»  und  nimmt  dann  die  Oeetalt  an: 

d^Z    *  dZ  dZ 

Da»  Integral  dle«er  Gleichung  ist:  , 
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•  m 

(6) 

woselbst  <jp{x)  eine  willköhrliche  Function  von  \p{y)  eine  wiil- 
kührliche  Function  von  y  bedeutet,  und  A-f-nii  und  X-\-m^  ganze 
positive  Zahlen  sind.   Es  ist  somit: 

(7) 

<  das  voUstÖndige  Integral  der  GleiqliiiQg  (]).    (iSiebe  hierüber  im 
33.  Bande  des  Archivs  S.  476.) 

Euler  integrirt  die  Gleichung  (1)  im  speciellen  Falle  m]=ms 
durch  Keibeu.   Ist  die  Gleichung  (1)  von  der  Gestalt: 

(8) 

dr^z  dz  d^ 

(;r+3r)22^+  w(ar+y)gj.i+m{a;  +^)^^  +  (in+Ä)(m— *— 1>=0. 

80  brechen  die  Reiben  ab  im  Falle  k  irauz  und  positiv  ist,  (siebe 
Euler's  vollst.  Anleitung  zur  integrairechnung,  deutsch 
von  S  a  i  0  m  o  n.  3.  i3d.  S.  224).  Nach  der  von  uns  gegebeoeu 
Formel  (7)  hat  mau  aber«  da 

ist,  folgende  Gleiehnog  für  A: 

;ca  +  (2 «  —  I )  ^  +  (//i  -I-  Ä)  (m  -  Ä  - 1 )  =  0 , 

wonuw  die  Wertbe: 

Xb  — m— und  A=  — 

hervorgehen.  Wir  lindcti  daher  mittelst  unserer  Formel  folgende 
integrale  der  Gleichung  (8): 

i  =  (ar  +  i,)-»—  J Silier»  L^jtpypJ  +i5=i=»L(,^:,7^J{  • 

(10) 


4 
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«  ;  ■  ' 

Das  Integral  (9)  gilt  für  gaoze  und  negative  Wertbe  von  k,  das 
Integral  (10)  hingegen  fSt  ganae  nnd  positive  Wotfba  von  k,  und 
aoeh  mtk^O. 

Auch  die  Gleichung 

4  ■ 

integrirt  Euler  mittelst  Reihen,  die  Ar  ganie  Werthe  von  m  ab- 
brechen. Wti  findeil  mittebt  der  Foraieln  (9)  und  (10),  wf«ia  mir 

in  selbe  k-=- — m  setzen,  folgende  Integrale  der  Gleichung  (11) t 

,  -  d— ^  r  -1 .  r  »fa»  1 .  ,,2) 
*— da— »L(iP+»)*J+dy»-*L(*+»)"J'    ^  ' 

(")  .  :  .  . 

Das  erste  dieser  Integrale  ist  giltig  für  ganze  und  positive 
Werthe  von  m\  ^  zweite  hiDgegen  tilr  ganze  intd  ifegdtive 
Werthe  von  m.  Werden  die  Differentiationen  wirklich  ausgeführt, 
ao  kömmt  ma»  naMrüdi  a#  den  Reihen,  weielie  Ett^er  als  Inte* 
grale  aufstellte. 

•     *  .    /  *  -  -tr  I    -Iii  I        *         '    V      .       .  * 


» 


Ea  Ist  uaa  geglflekt,  das  vollständige  Integral  der  Gleiebong 

auch  in  den  Fällen  aufzustellen,  wo  bloss  eine  der  beiden  Zahlen 
mi ,  m<2  ganz  ist.  —  Sei  etwa  ganz  und  positiv,  «ij  beliebig, 
sodann  ist  das  Integral  der  Gleicbung  (14): 


Die  Richtigkeit  die«ea  Inlegrylf/B  ,Ula«t,  ainh  leiebt  d«rthnn*  Um 
aua  (}5)  Cbigjt: 

dii-  ".  =  J^r^J    + y)^- V(y)djr .  (16) 
and  differenzirt  man         Gleichung  nach      so  erhalt  man: 

Thcil  XXXYUI.  30 


» 


^  kjai^uo  i.y  Google 


hianos  folgt: 

und  weoo  mao  die  Glmhaiig  (16)  berücköicbtiget: 


Wird  diese  Gleicbnog  m^mtX  nach  j;  differeozirt,  so  erbält  au.. 

was  zu  beweisen  war.  —  Ea  folgt  daher  ia  der  Thal  ftr  £e 
Gleicbung 

folla  ml  eine  ganae  poaitiTe  Zahl  ist,  folgeodea  Integral: 

Ist  bier  eine  wilikübrUcbe  Function  von  and  wird  die  bicf 
angeieigte  Integration  von 

nach  y  darcbgeftihrt ,  so  erscheint  ab  IntegrationscoDstaDte  m 
willkabrliche  FunctioD  von  demnach  läaat  sich  das  lotegral 
(15)  auch  so  schreiben: 

(Xt) 

Eben  80  lässt  sich  aoch  leigen,  daaa,  falle      gana  und  poiillv, 
ganz  beliebig  ist^  das  Integral  der  Gleichung  (14)  die  <h- 
stait  bat: 

(18) 

*     dy"!-! L(a:+^)'"*  ^ (a?+^)'»*  J  ^^^^^  -VW»»J 


■ 
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Mzt  man  lu  (14) 

»=(a?+y)*-«iH-«iZ,  (19) 

io  erhält  man: 

Oieser  Gleieliiing  gentigt  aber  aadi  dma  ao  eben  Bewieaanen, 
Ufr  game  und  negative  Wertbe  Ton  mi»  oder  aneb  für  ai|  =0: 

lod  lür  ganze  und  negative  Wertbe  von  1%,  oder  auch  für  fi%=0: 

+»)--V<ar)+ (»+ jr)--»/(^Jgll]  $ 

folgUcb  erscheint  daa  Integral  dei  Gleichung 

in  folgeodeo  vier  verschiedenen  Formen: 
Erstena: 

waa  giltig  tat  Ab  ganse  und  poaitive  Wertbe  von  m%. 
Zw«it«n«t 


waa  giltig  iat  für  ganaa  ,und  negative  Werthe  von  »%•  oder  aiaeh 
fiir  «a  =  0. 

Drittens: 


s 


waa  gütig  Iat  filr  game  and  poaitive  Wertbe  von  mi. 

Vierteoa: 
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t = J^"^  [(»Hf)-*-^*)  +  (*+^^ 

W18  giltig  ist  Ar  gai»#  und  n6gttlv*  Werth«  too  mi  oderwl 
filr  m|  =0. 

Note  dbor  di^  Integration  dar  INjIbreittcfi-CrIeid»u{ 

in  welcher  n  eine  ganze  positive  Zabl^  und  ^{x)  eiie 

gegebene  Function  von  a;  ist. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer^ 
Professor  an       Uaodel« - Al^ademie  in  Wien. 


Ich  habe  im  32teD  fiande  dieses  Archivs  S^eiUSM 
eine  neue  Methode  Air  die  Auflösung  solcher  Differenzen-CrM* 

chongen  gegeben,  deren  Coefücieaten  rationale  algebraische  Fobc* 
tionen  von  sind.  Gleichungen  der  Form  (1)  gestatteo  th«' 
eine  viel  einfachere  Auflosungsweise,  und  zwar  selbst  in  solckö' 
Fiäeo«  wo  fp{x)  keine  algebrabcbe  t  uoetion  von  x  ist. 

Wir  «rolien  diese  ia  mehrten  spedeUen  Pillen  seigen. 
Sei  vorerst: 

/lJ^^l)9  9(«)/t^):  fli 

so  ist  betcanotlich : 
deon  hieraus  folgt: 
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fix  +  1)  =  9(1)9(2M3).-9(j:-1)9(j?).A1). 

folglich  findet  wirklich  »wischen  /Xx)  und  f{x-^l)  die  Gletchnng  (2) 
mUM.  Hnt  ninn  die  Gleichung: 

/(af  +  2)=9(;r)/(j?),  (4) 

so  ist  auf  ganz  äbolicbe  Weise : 

A*)=  9(1)9(3)9(5).... 9(*-2)./tl).  (5) 

Denn  hieraus  folgt: 

und  swiechif  fl^Y  und  /(«i>2)  findet  wl^Alch  die  GleMong  (4) 
statt. 

Ganz  eben  so  ist  aber  auch 

Aar)  =  9(2)9(4)9(6) . . .  .g>(a;  -2)  ./(i),  (6) 
folglich  genfigt  der  Oleicfaiing  (4) 

9(l)9(3)9(5)....9(a:-2).Al) 
+  9(2)9(4)9(6) ....         2) . /P) ; 

das  erste  dieser  beiden  partikulären  Integrale  gilt  ßlr  ungerade» 
das  zweite  {lartikuläre  Integral  fiir  gerade  Werthe  ven 

Ganz  so. bat  qiao  ^s^uQb  für  die  C^leichuu||  dritter  Ordnung: 

/(a?+3)=9(^)A«) 

die  Auflösung: 

f{a:)=z    9(1)9(4)9(7)... •9(^— 3). /(I)  ^  *  - 

4'9(3)9$l)9(9>..«.9»(«-^./9)  ^ 

'         +9(3)9(6)y(fl)....9(ar— 3)./(3). 

Das  Iste  partikuläre Jntegral  gilt,  falls  x  die  Form  3}i  +  ], 
ff    2te        ff  ff       ff      ff  ff  ff      ff    3ft  +2, 

-  »   3te       M  *f       1  >     ff  ff  f»     M    3ii  *1*  3 

•  •  •  •  I  .  I 

bat)  unter  n  eine  gauae  positiv a  Zalil  vefätaodeii.  .  ^  .  • 
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Note  Aber  IHfferentialglddiangeii  der  Form: 

SS     (Axt'  ^  Bt).  (i) 
Voo 

Herrn  Simon  Spitzer ^ 
ProfcMor  ao  der  HandeU- Akademie  io  Wien. 


Wir  erlauben  uns  hier  xwei  Sfttse  Aber  lineare  DiffeteDfial- 
glelebiiiigeD  der  Form  (1)  aufiuwteUee  «od  au  beweisen. 

Der  erste  Satz  lautet:  Weno  daa  Integral  der  Gleichuog  (1) 
bekanot  iat,  es  aei 

«=^(«);  (2) 

80  Üa^t  eich  daa  Integral  der  Gleiehimg. 

aafatellee;  ea  iat  otalidi  in  folgender  Pom  enthalten: 


woaelbat  F  eine  Function  von  und  «it  t%  conatante  Zahlen 
bedepten*  Um  F  und  aodaan  %  au  beetiniam,  seinen  wir 
den  in  (4)  aufgestellten  Werth  von  y  in  die  Gldchung  (3),  wir 
erhalten  sodann: 


/ 
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der  Form:  »(•)  =  ar»(i;p»'-f-Ä»).  459 
E«  iat  aber::  <  ' 

fotgiicii 

Daher  hat  mao; 

(6) 

MIttokt  der  Methode  des  theilweieen  lotegrirens  Uieet  eich 

Ä^^^x^(ux)  Vdu 

in  folgeodeo  Auedruck  umgestalteo: 

Durch  diess  geht  die  Gleichung  (6)  Gber  in: 

Setzt  naD  den  Theil,  (1er  unter  dem  lategraiaeiehen  ateht»  gleich 
Nall»  so  erhllt  man  die  Gieichuog: 

ana  welcher  folgeoder  Werth  flir  F  folgt: 

a  * 


r»«2T«-^*^*^(nH4i)»-HH^^  (9) 
und  setzt  man  dieas  in  die  Gleichung 

so  erhält  man: 


ii^€^l«»+«)«'"+>(t«)  =  0.    •  (10) 
aus  welcher  Gleichung  u  zu  suchen  ist.   Ergebsa  sich  aus  (10) 


46U  Spittfn  liftlr  |»cr  DtffraifkrigSekikungen 

für  »  xwei  eoDstaote  Zahleo  if|  und  %  aU  WaraelD^  M  «iliiB 
man»  selbe  als  lotegratienei^feDaen  ge^eUt,  fjlr  «  folgenden  Wertb: 


und  diess  ist  richtig,  iveno  das  Jntegral  weder  unbestimmt  oocb 
unendlich  ist. 


x 


|>er  zweite  Sats  lantet:  Wenn  das  Integral  der  Glekhang 

2C")=a^(i4a;x'  +  B2)  (12) 


bekannt  ist,  es  sei 


*=it'(ar);  (13) 

so  lässt  sich  dss  Integrai  der  Gleichung 

yW=-fi(^,«^  +  Biy)  (14) 

I 

aufstellen,  e«L  ist  nämlich : 

y= if(fix)Vd^,  (15) 

woselbst  V  wieder  eioe  Function  von  u,  und  u^,  eonstante 
Zahlen  bedeuten,  —  Um  zuerst  V,  und  sodann  tii,  u.^^  zu  bestim- 
men, setzen  wir  den  in  (15)  autgestellten  Werth  von  iy  in  die 
Gleifdiuag  (14)^  kiedafeb  ethalten  ww:^ 


(16) 

Nmi  ist  aber: 

tf;(«)(ar)  =1  ««[^ijy^W  +  £^i^itarJJ , 

folglich  hat  man:  .       ,  ^ 

(17) 


/ 


«1 
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äer  Form:  %^)^s^{Ax%*'^B%y  4i|j[ 

Ifitlelftt  der  Methode  de#  ttN^weisen  Integrire^is  lässt  sieh  ah^ 
der  Ausdruck 

ungMtaltoii;      ist  oiaili^b  denelb«  gMcb 

ttndl  «etst  mao  df«M     dl»  CMdtatfg  (17)«  so  erhält  mao : 

m 

»1 

Setst  man  nun 

F(Ä^— ^i)        FC4ig»H+i  -  ^i«)]  =  0,  (19) 

80  ergibt  sich  hieraus  folgender  Werth  tür  Vi  - 

Fss««-i(^i^«— (20) 
f^o  der  Kllne  halber 

gesetzt  wurde;  und  setzt  man  diesen  Werth  von  F  in  die  Glei-' 
chuDg 

(Jj^m+n+i  «  Fl|;(ttÄ)  =  0, 

so  erhilt  man: 

Jg^«  ^Aifß^iux)  SS  0,  (21) 

aas  weicher  Gleichung  ti  zu  suchen  ist  Ergeben  sich  aus  (21) 
für  ti  zwei  constante  Zahlen  u^,  als  Wurzeln,  so  erhält  man, 
seliie  al»  Int^gratieDsgrenze»  setaend,  fut  y  folgeadeii^  Weitb: 


462       8pit%er:  ßfoie  Ü6er  die  IntegraUtm  der  Unearen 

und  diess  ist  richtig,  weoo  das  Integral  weder  unbestimmt  aocb 
UDeodlich  ist.  ^ 


Aus  den  beiden  so  eben  aufgesteilteo  Sätzen  sieht  man ,  wie 
zweckmässig  es  ist,  Integrale  ?on  Differentialgleichungen  der  Form 
(1)  zu  kennen.  Wir  erlauben  uns  daher  hier  eine  bestimmte  Dif- 
ferentialgleichung der  Form  (1)  besonders  vorznfiShren.  £s  bat 
Dümlicb  die  lineare  Differentialgleichung 

^     a;m-i(4a?2'  +  iwi)  (23) 

da^  Integral  * 

vorausgesetzt,  dass  Cj,  C^,  C3  willkührliche  Constante  und  y  = 
sowohl,  als  ^  =         particuläre  Integrale  der  Differentialglei- 
chung 

sind. 


Note  über  die  Integration  der  linearen  Differential- 

gleichung 

«2^"+(«i+M)y'+(flo+*o^)y=='0.        '  (l) 

Tos 

Herrn  Simo?i  Spitzer ^ 
Pirofettor  an  dar  HaodeU- Akademie  ia  Wien. 


Alle  Dlffeientlalgl^6hntogett  der  Form  (1)  kSnnen,  wie  immer 
auch  die  constaaten  Zahlen  112  >  Oi,  Qq,  bi,  Öq  beschaffen  siod, 
wenn  nur  6^  von  Null  verschieden  ist»  auf  folgende  Form  ge- 
bracht werden: 


^  kj  0^  .0  i.y  Google 


* 

w^^(— ««-fm^ar)y+[^— SS  0,  (2) 

id  dieae  DifferentialpleScbung  wolleo  wir  nrni  integrim  in  den 
»Iden  Fällen,  wo  A  eine  gaoze  posithre  oder  eioe  gaiue  neintive 
Ahl  ist  ^ 

tntegration  der  Glelehong  (2)  im  Falle  A  eine  ganz» 

positive  Zahl  ist. 

Wir  setzen  in  (2):  .  . 

y (3) 

»ter  z  eine  neue  Variable  verefanden«  and  erhalten  hiedareb: 

«»''+(i»+«+««)«'+iJlzs=0.  (4) 

ie^e  Gleicbang  differenziren  wir  non  ^^mal  nacb  hiedareh 
halten  wir: 

(8) 

+  (M + «  +nuixf^-^  =iCi+C^+         ....  C^-». 

iter  C'i ,  C^,  Cj....  «nUkObrUcbe  Constante  verateadan.  Aw 
»  Gleicbang  (5)  folgt: 

m 

(6)  . 
^-^  =  iie  /«       1.    ite  +  Xa  +  1^3r+....  +  i,^^^-2^ 

oaelbet  Xi,  14»  ^....Xr^  constante  Zahlen  sind,  die  von  den 
'dlkQhrlicfaen  CoDstanten  ,  ,  Cg . . . .  abhängen,  und  somit 
>lbst  niilkührlich  sind.  Aus  (0)  gebt  hervor  folgender  Werth 
ir  «:  , 

*  =  /«"^  rfar];  (7) 

•iglicb  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (2)  liir  den 
all  ganzer  und  positiver  Werthe  von  Ai  • 

/e^     ^~dx\.  (8) 
a<l  diese  Itot  eich  auch  eo  daiatellen : 
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4M  Spi£»fr:  Ufoiß  ulfer  die  IffUHfMm  der  IHuarm 
woselbst  £|  and      wiUkflbrlicbe  Constante  bedeuten. 


Integration  der  Gleicbnng  (2)  im  Faiie  A  Null  ist  oder 

eine  ganse  negative  8nl|l* 


■t  ^ 


Wir  setien  in  (9): 

y=:e  (iO) 

wieder  unter  x  eine  neue  Variable  ▼erstanden»  ood  erhalteo,  da 

n 


ist«  statt  der  Gleichung  (2)  foigeode  Gleicimn^; 

m»— (n«+m +       1)*  «a  (19) 
WM  dieae  GfoiebiiBg  (il— l)iiwl  diff«reiuirt>  so  wbalteo  wii: 

(13) 

unter  C^,  Ci,  Ca.-^-Hi  f^Ulküh?licbe  Constante  verstaoden. 
Aus  dieser  Gieicbnog  folgt: 

(14) 

woselbst  /.i,  /v2,  X8...-I/-.*+i  coDStante  ZaUen  sind,  dito  M 
den  wiUkiihrlichöa  Constanten  Q....  C_^+i  abhängen,  nod 

somit  selbst  willkuhrlich  sind.  Aus  (14)  geht  nun  liervor  folgeo. 
der  Werth  m 

,  =  /•      -    «tel;  (15) 


Google 


DifferetUialifieUhuttg  ö»y"-f-(«iH-<>i^>^'  +  (öo+^q;c>y  =  0.  4ö5 

somit  ist  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  (2)  für  den  Fall 
ganzer  und  negativer  Wertbe  von  A  oder  auch  für  ^  =  0: 

f  ««"^ap3i«^  -  (16) 

und  dioas  Utewt  «ich  aoeh  ao^daratellea; 

,  =  Ar.e-T^^^[«+^r-3  (17) 

aiiter      und      wilUailirügbe  Conataote  veratanden« 


Berichtigungen. 

Archiv  ThI.  XXXVllL  .S.??.  soll  die  ietate  der  Gleichungen 
(2)  atatt 

lauten: 

Seite  134  soll  statt 

stehen : 

»=A*"SJ2ri[(i,r+^y(«+«)«7'«<«-«'d-]- 
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lieber  einen  Satz,  von  welchem  der  die  ZaU  «  be- 
treffende Satz  ¥on  Wallis  ein  besonderer  Fall  ist 

Von 

,        dem  Herausgeber. 


Wenn  wir  der.  Kdne  wegea 

seUen,  so  Uit  nach  einer  beinnnten  Formel  der  lotegrairechDaDg; 

1     '  Ii  —  1 

2)  .  .  .     Xi=  siiij«-ico«»+-— Ä-i. 

Nehmen  wfa*  nun  inerst  an,  das«  n  eine  gerade  Zahl  sei«  mid 
setzen  demmfolge  n=s2(»»  so  erhalten  wir  aiu  der  yorstehenden 
Gleichung  die  folgenden  Gleichnngens 

1  2a— l  „ 

Xtß  = — 2ji  ^'"^ o:^*  eos  ar  +  Aa^-«, 

ß/- 3)  (2^-1)  sin^^^cas^r 
(2fi— 2)2|i  *  (2j*-4)(2|*-2)2<* 

{2f*-4)  (2^4-2)2(4  * 


u«  w. 
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betreffende  Sal%  von  Wallis  ein  besonderer  Fall  ist,  4dT 

6.8.IQ....2ffc  ^         4.6.8....2f*  ■  4.6.8....2ft  ^ 

3.5.7....(2ft-l)  „        3.5.7.... (2fi^l)  1 .3.6....(2ft~l) 

~^.6,8..,.2|*  2-4.6....2f*  V^"^""^^  2.4.6..,.2f* 

K 

also,  wenn  man  diese  Gleichungeo  zu  eEnaaiier  addirt; 

(1.3.5.. sin£,  o.5.7....(2(n— 1)  sinaf* 

3)         j  2.4.ü..7:TfiT*T~^"47ü:b:.;.2ir  ~ 


3 

^5.7....(2fi— I)  sinj?» 

6.8»..2fi       5  >coajr 
u.  s.  w. 


.  1.3.5,7....(2ft— 1) 
+     2.4.6. 8....2f* 

Pehmen  wir  ferner  an»  data  n  eine  ungerade  Zahl  sei,  und 
aelien  denunfolge  «•=2f»-f-l,  so  erhalten  wir  nafch  der  Gleichung 
2)  die  folgenden  Gleichungen: 

1  ''^ii 
X%f»^\  =  —       2  sino:^  cos  a?  +  , 

(2ft— ^)2ft  (2^—2)2^ 
(2/*-l)(2,t+I)-*^^  =  -  (2ft-3)(2<»-.iy(2f»  +  l)'''"'*^  * 

(2^ -4)  (2^ -2)2^ 

U.  i».  IV. 

6»8*»««2fi    d.8....2ft     .    ^  4.6.8....2/Ü  ^ 

7.9....(2/t+l)"^--'^5.7....(2ft+l)®*"*  •*****+5.7.9....(2,i+l)^' 

4»6>..«2^    y   4.6.»>2(*     .    2  2.4>6....2fi 

*.t....(2i*+l)^^— '^3.5 (2/i+ 1)  + 3.5.7....(2;*+l)  ^» » 

woraus  sl^h»  wenn  man  bedenkt,  dass 


4M  Crumtrl:  ü^€r  tiam  Suis^,  Pim  weUätm  4tr  äit  ZaAi  % 

toi,  dnreb  AMÜon  4lto  folgeade  Gleidrang  eigtobls 

4) 

^7. 9. 11...  (-2^-1-1)'  6 

o.  fr. 

+  2|*+1*  2fi 


^  3.6.7.9...*(2(A-|-i) 
Setseo  wir»  weon  ife  eine  Miabig^  posittve  gftoie  Zahl  beieic^i 

mit 

Det,  ^  =  {'»  so  l«t  nack  de»  Fnidamenlftbatse  der  Theorie^ 
beetimniteD  Integrale  £ür  ehr  in'e  Oneodliche  wacheendee  h  \ 

»  I 

Jf«  =  Lim . t (smt^  -f  sm 21"  -f  sind^  4*  ••••  4-  ^ii*  ^^)>  | 

und  neteen  wir  nmi  an,  daae    iwiaehen  0  und     li^e;  »«^ 

« 

sämmtlieh  positiv,  und  es  ist  offenbar  im  Allgemeinen: 

mn0^<tM^i  eiii2t^  <  slnSt^S .....sinri^  <  mnidr^i  , 

also  nach  dem  Vorbergebeadee  offenluir: 

Jfü^J^fi.i,  vndf  daber  X^ß^ X^^-i-i,  JTiyt^a  <  ^a^f i. 

Also  tot  naeb  3)  mid  4^  efienbott 

1.3.5  ■...(2^.--l)         2.4.d....2^t  . 
•  •  *  "^4.6...-2f*  3.5.7^.  (2fi  +  l)  -^*'°'*^ 

l^a.g.^(2^— 1)  sinar  .  3.g>,7.>^(2y~l)  sin«» 

2.4.6 -..2^;     T"^  4,«^..^2^i  — r'+-- 

••  +  1jr'  2>i— I  •"3,&.7.*..(2iH^^*  2 

'  4.6.8....2jit     sinjB*  2ft  sina^ 

5 . 7 . 9....C2<4+ 1)  *    4       "•""2ft  + 1 '  2ft 
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ä^^ffmäär  sota  wm  WmiiiM  «e»  HamiOir^r  FtM  4m 


]L3^....(LV-f  1)  2.4.6.... 

l>3.6..»(2fi-|-l)  sinjp  3.5.7....  (-ijü^- 1)  sina:» 
3.4.6....(2,*+2)  •  "T"  +  4.6.8....(2^*  +  2) '  ~3~" 


(2fi— l)(2ft-f-l)  sinar^/^-i  .  2|ü  +  1  sinar^H-i 

» 

 2.4.6....2fi_  sin^       4.6.8....i>.a  siiia;* 

3.5:7....(2ft+l)'    2       5.7.9....  (2^+1) '^T" 

2ft  sinor^/* 

•""2^i+r 

Weil  ' 

2ft— 1      1         I        2ft      1  1^ 
2i»    '21*— 1— 2f»'   2f»+l*2^»""  VH 

2f»^  2f*  +  l 

,  sa  ist; 

1      1  2ft  1 

2|ii    *2;t-^1^2fi  +  )*2/** 

Nun  ist: 

(2ft~3)(2ft~l)  _1  2^-1  9^^i      1  - 

(2,t-2)2(»  •2<i~3-2fi-2"2r"^^=T 
(2ft-2)2^  1     _    2/i     J>a  1 

(2^  -  lX(2|tt  +  1)  •  2,t  -  2  —  2^*  -  1  >  V  1  ■  2u ' 
dem  Vorhergehenden  ist: 

2ft— j     1       2^i_  r 

i  auasefdem  oiEenbar: 

2f*— 2^  2<A— 1 

(o  augeoscheiniich: 

(2^-3)  (2^-1)      I  (2^-^2)2^  1 

(2ft  -  2)  2f4     •  2ft —3  >  (2^4-1)  i2ffT) '  * 


cosx. 


•)  Weil  Dämlich  ««>««.«i,  »»>(«-i)(«^.i)  ut,  10  lit 


TWl  XXXVIII. 
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470  Grunert:  L  eder  Mntn  Smi%,  pm  weickem  der  die  Zahl  t 

•  •• 

Feruer  ist: 

(2f*  -  3) (2f» - 1)  (2^4  + 1)  •  2|i*  -4  -  2/1  ^3'  + 1) >-t 

nach  dem  Vorhergehenden  ist; 

(2fi-3)(2ft-l)      i  (2ft-2)2|ii  1__ 

(2/i  -2)2/4    •  2m— 3  ^  (2fA— 1)  (2(*  + 1) '  2f*— 2  * 

und  aaeserdem  oieobar: 

2/1—4  ^  2/*— 3' 

alao  aagenacheinlich : 

(2jii  — 5)C2|it  — 3)  1_        (2^~-4)(J/x-2j  2(0^  1 

Wie  man  anf  diese -Art  welter  gehen  kann,  Ist  iSar,  «od« 

iät  aUo  auch : 

1.3.5....  (2<[i--l)  1        2.4.g....2/i  I 
2.4.6....2/I     1^3.Ö.7..^(2fi  +  l)*2'  ' 

■>* 

Die  Potenzen  von  sinj;  sind  stamtlieh  positiv,  nnd  a  ii 

slttx>sin;p*,  sina:*>sin4:*,....,slna;%«-*>  eln«%»; 

und  da  nun  unter  der  gemachten  Voraussetsung,  dassxi^i^^ 
0  nnd  ^  liegt,  auch  cosd;  positiv  Ist»  so  Ist  nach  5)  ofeobtr: 

^  1.3.5....(2|t — 1)  2.4.6 ...  2|Lt  ,  ' 
^  2. 4.6.... 2/*   ^"■3.6.7....(2/i+I)  **"** 

oder: 

^.        1.3.5.... (2u — 1)   .      2.4.6....2tt        .  ,  . 
^>         2.4.6....2fi  ^> 

Weil 

2ft  +  l      1   _2^i      1^  1 

2^  +  2  2ft  +  l"'2/t  +  2'  2/t  +  l*2/i""2/*-4:l 

und 


^+2  ^2|»  +  1 
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,  so  Ut: 

a^-f  1    1    .  l 

Nun  ist: 

(2f*—l)(2^t+l)       1_  1  2^^l  1 

2)2|*        1^         2^       2^  2 
(2^4-1)  (2,4+1)  •  2,»-^2  -  2fi- r  3^*  +  r  2,1  * 

eh  dem  Vorhergeb«iKkii  iat:' 

2f*-|-2'2f*  +  l  ^  2f*+  1'2,»' 
d  ausserdem  offenbar: 

2f»    ^2|»— 1* 

Bo  augenseheinlich : 

(2ft-l)(2fi-H)  (2|^~2)2fi  I 

2^(2^4  +  2)    '2<4—l  ^(2(4— l)(2f4+l)*2,4-2* 

Ferner  Ut: 

1,4-3)  (2|it-i)  qy-f  1)  _i  (Lv-i)(2f4-f  1)  _i_ 

(2<»- 2)  2,4  (2,4 +2)     '2^— 3~2f4— 2*    2,4(2,4+2)  ^^—l' 

(2<x  — 4)(2ji4~2)2f4      ^  2,4—2      (2|i4— 2)2|L4         1  . 

fi-  3X2,»— 1)  (2^ + 1)  •  2^-4  -  2|»-^3  •  (2f*—  1)  (2^  + 1)  'i^^i ' 

kch  dem  V orhergebeodeu  Ut: 

(2,4-1)  (2|^  +  1)     I  (2,4-2)2<i4  

2,4  (2,4  +  2)    •  2|i* — 1    (2,4  —  1)  (2,4  H- 1) '  2,4 — 2  * 

nd  «ooserdem  olbalNir: 

2(1-2  2^—3' 

Iso  augeoscheUlich : 

V-3)  (2,4-1)  (2(^  +  1)      I  (aft-4)(2ft--2)2,4  1 

(2|i4 — 2)  2,4  (2,4  +  2)    *  2,4—3  ^  (2,4 — 3)  (2,4 — J)  (2,4  + 1)  *  5,*^* 

Wia  MS  a«f  diaae  AH  waMergaban  kaan,  iat  kUr,  und  es 
it  alao  auch: 

81* 
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3.5.7....  (2ft  +  l)  2.4.6....2iti  

Weil  nun  alle  Potenzen  von  sind?  positiv  sind  und 

sin«» <  sin;r«,  8ina;'<sin^  ,  »ina:%H-i  <  sin;rV 

ist^  weii  ferner  auch  cos^i:  positiv  ist;  so  ist  uacli  6)  ofleobar: 

9)  ' 

1.3. 5....  (2^+1)         2. 4. 6. ...2^  , 
ä .  4 .6».. 3-6 .7 .... <af»+ 1) •  '* 

'  ,   1.3.6....  (2(t  +  l)  . 
<  2.4.6.. ..(2^ ■«■2)""'^'°'* 

oder: 

10) 

2.4.6.... (2ft 2;^  '  ^  J.o./ ....(2|ü -f  1) 

Nach  8)  und  10)  ist  also: 

11) 

1.3.5...(2^+l),      .         ,  ^  2.4.6....2(i.  .  ,  ,  .  ,l.a6....(2(t-l). 

Wir  wollen  der  Kurse  wegen 

1.3.5....  (2|it— 1) 


12)  ...  . 


2.4.6....2ffc 


_  1.3.5....C2([i  +  l) 
'^^~"2.4.Ü..„(2ft  +  2; 


setzen«  so  ist:  >  • 

2.4.6....2fA  2.4.6.... 2ft         1  1 

3 . 5 . 7 ....  (2fi  + 1)  ~  1 . 3 . 5  ....  (2f*—  1)  *  2^  +  1  ~"  (2f*  +  1)  Ja 

2.4.6....(2|ii4-2)      1  1 

—  1.3.5....(2fi+l)*2i»+2""(2|*+2)ii;H4' 

auch 


A        -.2ft  +  l  , 


und  man  kann  also  die  Relationen  11)  auf  verschiedene  Arten 
schreiben»  unter  denen  wir  för  jetzt  jedoch  nur  die  folgenden  be* 
merken  wollen: 


^  kjai^uo  i.y  Google 


i€tF0ffende  Satz  von  WaUis  ein  öewnderer  FaU  UL  47s 

wonuis  man  ieicbt: 

14)  (2ft + 2)  A^^t"     -  äio  'Ix)  <  (28in  ^a;)«  <  (2ft  + 1)  J^^^ .  2a: 
erhiüt. 

Aus  12)  ergiebt  sieb : 


also: 
15) 


(2|»+ 1)      <  ^  <  (2|»  +  2)J^+? + sin«  cosar. 

Ob  und  welche  fruchtbaren  Folgerungen  aus  diesen  allgemei- 
nen Sätzen  sieb  zieben  lassen,  will  ich  jetzt  ausföbrlicher  nicht 
untersuchen,  sondern  nur  so  viel  bemerken,  dass  unter  densel- 
ben der  berfibnite  Satz  von  Wallis  als  ein  besonderer  Fall  ent* 
halten  ist.  Setzt  man  o&mlich,  was  nach  dem  Obigen  noch  ver- 
stattet  ist»  «:=sl9r,  so  Ist  2sinld:*=I  und  8ittd;co8«=0;  also 
nach  15):       '  ^ 

•  •  •  (V ^\)a;?<^< (vF^^"? ' 

folgiicb  nach  12): 

17) 

1       j     2.4.6»..2ft  .  ^     A_   ^2.4.6....(2|ti  +  2)r 

ii.3.ö.,..(2,i-i)i  ^''''^2ft+2  JiXö:...72MT)l  • 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

_1  2£^+2  J_ 

ist,  so  Ist: 

1  1  2|ti  +  2  1 

 1_  1  

~  2f*  +  l*(2f4  +  l)^p«' 
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und  da  nuo  nach  16) 

7 


ist;  SO  ist: 

1  \  % 


woraus  man  siebt,  dass  die  Differenz  zwisclien  den  beiden  Grfinzfls 

1  1 

von  \n  der  iSJull  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  «genähert  werden 
kann,  wenn  man  /x  in's  Unendliche  wachsen  iässt,  welches  da* 
notbwendige  Erforderniss  ist,  wenn  eine  solche  Gr-inzen •BestiiD- 
muDg  überbaupt  wirklieben  praktischen  Werth  haben  soll. 

Die  Differenz  zwischen  den  beiden  in  14)  angegebenen  Gran- 

zen  von  ist: 

2sinjar*  Ism^x^     .  . 

+4)^;.+?-  (2^ + 1)  + 

28inia;«    i2ft+2        ,  .  1       2sin|x*    .  . 

und  folglich,  weil  nach  14) 

2sin^a:» 
(2^+1) 

ist: 

i     2  sin  ja:«      ^    .  i        28iDia:«    ^    ^     .  . 

l(2,i  +  2)^Hi^  +  ^»"^^^^^l     C2,*  + 1) < 2jr+I  +  ^^^'^^ 

woraus  man  «ieht,  dass  sich  nicht  im  Allgemeinen  behaupten 
lä^st,  dass  diese  Differenz  der  ho'uien  GrMnzen  von  x  der  Nill 
l)eliebi<;  nahe  gebracht  werden  kann,  wenn  man  jit  in's?  Unend- 
liche wachsen  lässt,  indem  eine  solche  Behauptung  nur  dann 
richtig  und  zulässig  ist,  wenn  das  Glied  sin;ii;cos.T  verschwindet 
aise»  wie  wir  gesehen  haben,  fttr  xz=\n,  Hiedurch  ▼erlieren  die 
eiligen  altgemeinen  Betrachtungen,  wie  ich  gern  eioräume,  wesesl* 
lieh  an  ihrem  Werthe ;  jedoch  haben  sie  mir  ans.  verschiedenen 
Rucksichten  interessant  genug  geschienen,  um  sie,  weitere  Üe* 
tersodilingeli  mir  vorbehaltend  und  viell^iebt  zn  denaelbeii  Aadere 
anregend,  hier  mitzutbeilen. 


^  kj      i.y  Google 
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Xlill. 

1J«ber  eine  Äii^abe  au8  der  Lehre  vom  Gritostea  und 

Klefnetoa. 

4 

Von 

dem  Herausgeber* 


Bei  der  Aufiüsuni^  der  Aufgaben  vom  GhrSsäteß  und  Kleinsten, 
welche  die  Bestimmung  mehrerer  unbekannten  Grüssen  verlangen, 
unterliegt  zwar  die  Ansetzung  der  Gleichungen,  mittelst  welcher 
die  unbekannten  Grössen  zu  bestimmen  sind,  besonderen  Scbwia* 
rigkeiteD  meistens  nicht,  da  hiezu  nur  die  £iitwickeluDg  gewisser 
erster  partieller  Differentialquotienten  nuthig  ist,  die  dann  säromt- 
lich  der  Null  gleich  su  setzen  sind.  Die  Anwendung  der  allge- 
»eiBen  KriterieB«  wekhe  In  der  Differeotialivchming  aar  Unter* 
acheidung  des  Maximums  und  ffinimwns  entwickelt  weiden, 
nur  zwei  unbekannten  Grossen  zwar  noch  siemlich  leicht«  flihrt 
aber  bei  einer  grosseren  Anzahl  unbekannter  GrOssen  oft  in  Wel^ 
linliglEeHen,  weshalb  ^iese  Unterscheidung  sehr  hSufig  ganz  bei 
Sehe  gesetzt  wird»  was  natOrllcb  ans  dem  Gesichtspunkte  der 
strengen  Theorie  nicht  gebilligt  werden  kann.  Oefters  kann  man 
sich  aber  zweckmässig  specieller,  zum  Theil  ganz  elementarer 
Betrachtungen  bedienen,  um  zu  der  in  Rede  stehendeii  Lnter- 
scheidung  zu  gelangen,  v\as  beider  folgenden  bekannten  Aufgabe 
zu  zeigen  der  Zweck  dieses  Aufsatzes  ist.  Auf  die  grosse  prak- 
tische Wichtigkeit  dieser  Aufgabe  brauche  ich  wohl  nicht  noch 
besonders  hinzuweisen,  bemerke  jedoch,  dass  eben  diese  prak- 
tische Wichtigkeit  der  Aufgabe  mir  eine  völlig  strenge  Behand- 
lung derselben,  auch  in  der  augedeutetOQ  Beziehung»  als  win- 
schenswerth  erscheinen  liess. 

Aufgabe. 

Die  Werths  einer  Reihe  von  Grossen,  welche  theo- 
retisch eine  gewisse  bestimmte,  also  als  gegeben  zu 
betrachtende  Summe  s  haben,  seien  durch  Messungen, 
Beobachtunge»  oder  Versuche  bestimmt  worden«  un4 
man  habe  dadurch  f0r  diese  GrOssen  die  Werthe 

flu  «3»     «4»  •  "« 

erhalten.  Weil  diese  Werthe,  als  auf  dem  angegebenen 
Wege  gefunden,  nothwendig  mit  Fehlern  behaftet  sein 
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müssen;  so  werden  sie  im  Allgemeinen  nicht  die  Summe 
s,  sondern  die  von  s  verschiedene  Summe 

geben,  und  man  soll  nun  fflr  die  durch  Messungen,  Be- 
obachtungen oder  Versuche  bestimmten  Werthe 

Ol,    Otf    Oft»    ff«»*««*»  On 

solche  Correctionen  berechnen«  dass,  wenn  wir  diese 
Correctionen  besiehungsweise  durch 

bezeichnen,  und  also 

«i+^ii   öa  +  ^a»    «3+^»»    «4*f^4»  •••• »  0«  +  ^ 
die  corrigirten  Werthe  sind»  genau 

«  • 

und  ausserdem  die  Summe  der  Quadrate  der  Correctio- 
nen, nämlich,  die  Grosse 

«1*  f  «a* -I- -f  «4*  + ....  -f  a:n*f 

welche  wir  Im  Folgenden  durch  u  beseicbnenj  also 

petzen  wollen,  ein  Minimum  ist. 

AuflSsang. 

Aus  der  Gleichung 

(ff»        +  +  (ff»+«8)  + ..  +  (flu  +  a:«)  =  * 

folgte  wenn  wir  der  Kflrze  wegen 

2f  s  «  —  (Ol  4- 41^  f  ff, -f- <h  . . . .  -f  ur) 

setxen : 

also : 

folglich,  wenn  man  u  nach 
partiell  differentlirt: 


^  kj  o^uo  i.y  Google 


du 
du 


tom  Grössten  und  KMmUu*  4tll 
=  4arj   Sars-f  2473  +Är4  -|-...,  i-^tn^i-^^^B 

= 2a:|  +  2a^ + 4;r, + 2ar4.+ +  2ar«-i  —  2^^ , 

•  U.  8*  W. 

.   5^=2*1 +23:«+2ara+....+2a?«_*+4a:«-i— 2^. 

e  dem  Maximum  und  Minimum  gemeinschaltlicJien  liediogungs- 
Mcbungeo  sind  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung: 

—=0    — =0    —=0  ^*^=0' 

lo»  nach  Vorstehenden»  wenn  man  die  eämmtüchen  Gleichun- 
n  durch  2  diTidirt: 

u.  s.  vv. 

orau8  sich  durch  Subtraction 

of,    «-a?«    =0,  flf,  =:rt, 

^»    — ^4  alao:  ^x^, 
n.  8.  w.  u.  a.  w. 

der 

Xf  SS  4%  SS  SS  • . , ,  S  , 

nd  folglich  wegen  der  ersten  der  obigen  Gleichungen: 

^     ,  A  A  ^  A 

ari=^/,   o:,         also;  arj=        *a=i»   ^»'^tt* ^*^*~» 

rgiebt.    Weil  aber  nach  dem  Obigen 
Jt,  80  ist: 


R  n 


iso; 
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oder: 


 ' 

•  Ii 

n 

WXreD  z.  B.  a^,  a,,  die  durch  MaMung  besHmnitoii  Wb- 
kel  eines  ebenen  Dreiecks,  für  welche  bekftfliitlich  die  Üiaiii' 

tische  Sunmie  5  —  180^  ist;  so  wäre 

und  die  Correctlonen  der  clurcb  AfeaeuDg  bestimmten  Wiokri 
wären  also  nach  dem  Obigen: 

=  3  , 

^a— 3  -  3  ' 

■  _^_IW-(gt-t-ga  +  «3). 

 3"^  » 

folglicb  die  corrigirten  ITViolrel  selbst: 

Dass  nun  die  hier  gegebene  Aoflusung  f&r  die  GrSsse 

wie  es  sein  soll,  wirklich  ein  Minimum,  liefert,  kann  anCftlg«"' 
Art  gezeigt  werden 


**)  Die  Anwendung  der  DiffcrcnUairechiinng  in  dem  Felle  Ss9i>< 
in  Till.  XXXI.  S.  479.  Xr.  III. 
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v0m  6rdntm  und  äieHMen»    ^  4W 

ZnvSrderst  bemerke  ich,  dtu»  es  verstattet  ist,  im  Folgenden 
ansonehmeD,  dass  die  Grösse 

^  =  Ä  —  («1  +  %  +  «3   +  fl«) 

nicht  verschwindet;  denn  verschwäode  ^»  so  würden  die  Correc- 
tionen 

A  A  A 

al«o  auch  die  Summe  ihrer  Quadrate 

verschwinden,  folglich  letztere  natürlich  ein  Minimum  sein,  was 
also  in  diesem  Falle  eines  weiteren  Beweises  nicht  bedürfen  wurde. 

Bezeichnen  wir  nun  gewisse,  von 

3C\t  *^%%         •  •  •  •  >  "S^w 

beliebig  veittchMene  Correeflönen  der  durch  Messungen,  Beob- 
achtottgen  oder  Versuche  besttmmten  Wertbe 

fli ,  n^,  II),  n^, 

unserer  Grossen,  welche  letzteren  die  theoretlsehe  Summe  t  haben, 
beziehungsweise  durch 

U%  t  «a'» 

die  entsprechenden  corrigirten  Wertbe  dieser  Grossen  also  durch 

so  werden  wir,  werni  otj ,  «2 ,  f 3 ,  «4»..»«,0i»  beliebige  Factoreu 
bezeichnen,  offenbar  im  AilgemeineO' 

«•  n  w  |i 

setzen  kennen,  und  haben  also,  weil 

(«1  +  ^1 ')  -Koe + )  +  ....  +  (a«  -I-  o:,')  =  % 

sein  musSf  die  Gleichung: 

«I  +  at+«a+    + «• + («i  +  «a+o^  -1- .... +«^)  ^  =  t, 
folglich : 


also: 
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(l  _  % -^-^a^- 0; 

ti 

folglich,  weil  nach  dem  Obigen  ä  als  nicht  verachwiadcDd 
Dommen  werden  kann: 

NuD  ist  nach  dem  Obigen:^ 

und 

also: 

Offenbar  ist  aber: 

(or,  4*«»+«»+  •••• 

+  («1  -  «a)*  +  («1  —  «3)*+  («1  —  «4)® +.-..  +  («i  —««•)• 
+  («a — «s)''  +  («a  -  «4)  ^  +  ■  •  •  •  +  («8  — 

+ (o^  — <r4)*-f . . .  -  4- («» — «»)* 
o.  a.  w, 

+  («„_!— «»)* 

folglich : 

n 


(«I— «^•+(«1  -«s)*+(«|  — «4)*+— + 

+  («a  -  «s)^  +  («i  -  «4)* +••••+ («2  — 

i  11.  8.  W. 

und  sind  nun  die  Grössen  ,  cfj,  ft^:^,  «4,  a«  nicht  sämotli'* 
unter  einander  gleich,  ao  ist  hiernach  offenbar: 
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vom  Grösstt  n  imä  hleinsUn.  4Öl 


10  nach  dem  Obigen : 


>1; 


her  nach  dem  Obigen; 

Man  also   zu   dem   Schlüsse    hereciiti^it  sein,  dasfi 

^8^"^  +^n^  wirklich  ein  Minimum  ist,  wenn  'man 

ir  annelimen  darf,  dass  die  Grossen  «i^  o^»  «4» 

eht  simmtlich  einander  gleich  aind.  Wollte  man  nnn  aber  an- 

ibmen»  dass  «i ssaj|:=ii% 950:4=. wftre,  so  wfirde  «regen 

ir  ans  dem  Obigen  bekannten  Gleichung  —  ^  ^ ^ = l 
[enbar  «1  =  «2= «3  =  «4  =  . . . .  s=  ««  =  1 ,  also  nach  dem  Obigen : 

-—-^        ^-^        .-^  .  — ^ 

id  folglich  a:i=.Xiy  a;^*=^üc^,  arg' =  , a*n' =  ^«  sein;  es 
ürde  also  zwischen  den  Correctioiien  x^,  x*i,  ac^,....,  Xn  ""d 

i',         ^3',  Xn  gar  keine  Verschiedenheit  Statt  tinden,  iii- 

MH  t^s  j  i  (loch  eben  in  der  INatiir  unserer  ganzen  vorstehenden 

flrachtunir  lasj,   anzunehmen,  dass  Xx\  x<i' ,  .T3',  x^'  Xn 

in  den  Correctionen  Xy,  x^f  0:4, — .  .r„  verschiedene 
orrectionen  sind.  Die  Summe  .ri*4'^2^+^8*+' •  ^^^^ 
irklieb  ein  Minimum,  wie  behauptet  wurde. 


Xlilll« 

M  i  s  c  e  1  1  e  n. 


Ulgemeiner  Satas  vom  Viereck  uiid  Satz  vom  umschriebenen 

Viereck. 

Von  i1  c  in  H  t' r  11  ti  sg  e  b e r. 

Wenn  abcd  (Taf.  IX.  Fig.  3.)  ein  Viereck  ist  und  der 
'unkt  o  eine  solche  Lage  hat,  dass,  wenn  man  oa,  ob, 
»c,oc2  zieht,  ^oab-\-  ^ocd^i^obc-^  i\oad  ist;  so  liegtder 
^unkt  o  Immer  In  der  durch  die  Mittelpunkte  der  bel- 
len Diagonalen  oc»  bd  des  Vierecks  gehenden  Geraden. 
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4»%  mteeUen. 

Beweis.  Aas  der  Gleicliniig 

^oab^\ocd=  ^obc-{^^oad  folgt:  l^oab— ^obc=^ ^oad — \ocd. 

Ist  nun  m  der  Mittelpunkt  der  Diagonale  ac  und  man  denkt  sich  ' 
▼on  a,  m  auf  06  die  Perpendikel  aa* ,  ce',  mi'  gefiÜU,  ee  ift  | 
offenbar:  1 

mmf  Ä  i(aa'— e€')f 

und  folglich: 

^  oa6 — A  obe = i.  e6 .  (ea' — = 116*  mm' , 

aieo: 

A  e«ft — A      = 2 .  A  o6f». 

Denkt  man  sich  ferner  too  e,  m  anf  oci  die  Perpendikel  | 
ae">        nm"  gefällt»  so  ist  offenbar: 

und  folglich: 

oüd  —  A  oc«^  ==  i»    •  («ö" — «c")  =  orf .  min" , 
also:  i^oad^ iSiOcd^'ln^odm*   Daher  ist: 

Die  beiden  gleichen  Dreiecke  obm  und  odm  haben  aber  die 
geiueinschaftllcbe  Grundlinie  om»  und  mOsaen  also  in  Bezug  auf 
dieselbe  gleiche  Huben  haben ,  oder  ihre  Spitzen  b  und  d  müssen 
von  om  gleich  weit  entfernt  sein,  woraus  sieb  durch  eine  ein- 
fache Betrachtung  rechtwinkliger  congruenter  Dreiecke  auf  tier 
Stelle  orgiebt,  dass  die  Linie  om,  gehörig  verlängert,  die  Dia- 
gonale bd  in  ihrem  Mittelpunkte  n  treffen  niuss,  womit  der  Sats 
bewiesen  ist. 

Ist  nun  aöed  ein  um  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  o  ist, 
beschriebenes  Viereck»  so  ist  der  Puokt  o  Ton  den  vier  Seilea 
ab,  bCf  cd,  da  gleich  weit  entfernt,  und  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  des  um  den  Kreis  beschriebenen  Vierecks  ist 

ab-^cd^bc-irad,  also  offenbar:  />^oab-^/i^ocd=/^obc-k'^aaid» 

Also  ergiebt  sich  aus  dem  vorher  bewiesenen  Satze  anmtttel* 

bar  die  merkwürdige  Eigenschaft  des  um  den  Kreis  beschriebenen 
Vierecks,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  immer  auf 
der  durch  die  Mittelpunkte  seiner  beiden  üiagonalCB 
t        gebenden  Geraden  liegt. 

(Dem  Wesentlichen  nach  entlehnt  aus:  Oes  methodes  ea 
Gdomdtrie,  par  Paul  Serret  Paris.  1855.  p.  9.  Der  letzt«, 
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•ine  ElgeMcbaft  des  um  eitten  Kreis  tteicbriebeiieii  Vierecks  ans- 
spreoiieDde  Satz  wird  Fon  Seiret  als  oTh^ordme  de  New- 
ton*' beseichnet) 


Einige  SäMse  der  Elementar  *€reonietrie. 

Von  dem  Hcraoagebei; 

lo  demselben  interessanten  Bucbe  fifibrt  Herr  Paul  Sertet 
p.  14;  anf  als:  VenTlAme  m^ttede.  Par  les  lignes,  les 
alres.  on  les  v  ein  nies  anxiliaires»  und  erlSntert  diese  Me-  ' 
tbode,  wie  er  bei  allen  Metboden  meistens  in  sebr  instrnctim 
Weise  tbnt»  dnrcb  die  folgenden  Elementarsfttse«  von  denen  we- 
nigstens die  beiden  ersten  natflriicb  allgemein  bekannt  sind,  hier 
es  jedoch  nur  auf  die  Ton  Herrn  S.  zur  ErlSutemng  der  Methode 
gegebenen  Beweise  ankommt,  die  vielleicht  nicht  so  allgemein 
bekannt  sind  und  deshalb  hier  mitgetheilt  werden  sollen,  um  zu- 
gleich die  Leser  aui  das  genannte  Buch  aufmerksam  zu  machen. 

Theorem  I.  Von  den  sechs  Segmenten,  welche 
eine  geradlinige  Transversale  anf  den  Seiten  eines 
Dreiecks  abschneidet,  ist  das  Prodoct  dreier  nicht 
sQsammenstossender  dem  Prodnete  der  drei  anderen 
gleich. 

Beweis.  Bezeichnen  wir  (Taf.  IX.  Fig.  4.)  die  Fläcbenräume 
der  Dreiecke  bAc,  cBa,  aCb  respective  durch  ^  A,  \ß,  ^  C;  so 
hat  man  nach  einem  bekaouten  Eiemeotarsatze  der  ebenen  Geo- 
metrie ' 

*)  Gewuhnlich  wird  der  hier  cur  An^vcndiing  kommende  EiemonCnr. 

•atz  nur  fnr  ParalielogrAiniue  und  Dreiecke  bewiesen,  welche  einen 
Winkel  gemein  haben  oder  in  denen  zwei  Winkel  einander  gleirh 
•iod  ;  dsM  aber  der  Saix  aueh  für  Parallelogramme  nnd  Dreiecke  gilt, 
in  denen  zwei  Winkel  zusammen  zwei  rechte  Winkel  betragen, 
erhellet  selir  leiclit.  Sind  nämlich  in  Taf.  IX.  Fig.  5.  etwa  ABC  und 
BDE  «wci  Dreiecke,  in  denen  die  Summe  der  Winkel  ABC  und  DßE 
zwei  rechte  Winkel  betragt,  so  dass  diese  Winkel  NebrnM-inkel  von  ein- 
ander sind  oder  n\»  8o1cbe  lietrachtct  werden  können;  «o  ziehe  man  C£ 
und  hat  dann  unmittelbar  die  folgenden  Proportionen: 

A  ÄBCt  A  BCE  =  ABiBE, 
A  BCEx  A  SJ!>E=:  BC'.BDi 

aleo  durch  Zusammensetzung: 

^ABCi^BDMsz  AB.BC:  BD.BE, 

vie  bewieies  werden  «eHte. 
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Bcca  * 
 Ba.ca 

\C _  Cb.ab 
^A  Ab,be* 

Multiplicirt  man  diese  drei  Glei*  !iiiiiu'<  i'  i"  <*inander  und  heUauf. 
was  sich  aufheben         so  erhält  man  aut  der  iStelle  die  GleidMUig; 

1  — .  also :   Aelßa*  Cb  =  Be. Ca.  Ab, 

wie  bewiesen  werden  sollte. 

Tbeorem  IT.  Die  drei  Geraden,  welche  ans  ^ei 
Eeken  eines  Dr.eiecks  sfiinmtlleh  (dnreh  einen  nnddeo* 
neiben  Punkt  gesogen  sind«  bestimmen  aaf  den  S«itei 
des  Dreiecks  secbs  Segmente,  von  denen  das  Prodnel 
dreier  jiicbt  snsamroenstossender  dem  Prodacte  der 
drei  anderen  gleich  ist. 

Beweis.  Mit  ftöcksicht  auf  Taf.  IX.  Flg.  6.  wollen  inrdle 
Flichenräume  der  sechs  Dreiecke 

BOa,  COa;  COb,  AOb;  AOc,  BOc 

m 

respecäve  durch 

bezeichnen;  dann  bat  man  nach  einem  bekannten  Elementmbi 
die  Gleichungen : 

Aa'~Ca'    ^b'^^Ab'    /^c' ^  Be* 
also  durch  MultipUcation : 

,  ^a.  ^b. Ba.Cb.Ac 


l) 


A«'»  AA'.A«'  ~"  Ca.Ab.Be 


Nach  dem  hei  dem  Beweise  von  Theorem  1.  angewandten  tle- 
mentarsatze  hat  mau  aber  ferner: 

_0B.  Oa      ^b  _  PC. Ob      \c  OA.Oc, 
^b'^ÖÄ^Ob'    Ac'"~OB.Oc  Ao'~"OC.Oa' 

also  durch  MultipUcation: 

 Aa'.A6'.Ac'"~ 
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rch  Vergieicbuog  det  GieicbuDgeo  1}  und  2)  folgt  tmmj 

•^?B^iKiBfy<^•v..o  .v<f 

^   Theorem  III.   Wen  Ii  Fie.  7.  Her  Punkt  O 

eine  Ecke  eiues  reg  e  I  ni  fi-ssipteii  O  ctaed  er«  ist,  und  der 
derselben  entsprechende  Winkel  des  Octaeders  von 
einer  beliebigen  Ebene  geschnitten  wird,  welche  die 
in  O  zusam menstossenden  Kanten  de|si  Octaeders  in 
dei^  Punkten  A,  ß,  d  D  ti^chneidet;  «o  findet  immer 
|^,jUii?icbung;       ^  riuijlii 

^    Ben- ei 8.   Man  ziehe  die  Diagonalen  ÄC  uud  BU  de«  Vier- 

ri  AßCD,  so  hat  man  di«.  |4«9M|^t: 

bezeichnet  man  nun  die  HiVhen  der  Pyramiden  OAJBC,  OACD 
n  ßezui;  auf  die  cemeiiischartiiche  Br»«!s  AOC  durch  ffh,  ffdi 
iie  Ucihen  der  Pyramiden  OBDA,  O  fK  JJ  in  Bezug  auf  die  ge- 
iwiaMriHiJüicbe  Bartt  ßOB  durch  i/«,  ife,  «o  ist: 

■  Pyr.  OABCzz:^  .  Jh  .  I\  AOC, 

r  Pyr.  OJCÖ  A  /tiOr; 

Weil  nach  den  Eic;eiKSchaften  des  Uclaecierwinkels  die  ürei- 
AOC  und  bei  Ü  gleicbe  Winkel  bfbei^M  aji^;  i^:  ..j; 

\AOC  ~  OA.OC 


*)  Der  ('Münder  des  Soties  int  Lev^f. 


JUiscellen, 

folglich: 

Pyt.  OABC  =;i* Ä.  A  AftC, 
Pyr.  OilCi>  =i.Ä4i- A-^OC; 

Pyr.  OjB/)il=.4*a.^7§?  A^OG 

Pyr.  OBCDz^m:  ih^  ^j' q^:  A  ^  ^> ^^^^ 

Offenbar  sind  ferner  O^,  O^,  OC,  OD  ce-(!ü  die  Ebe«e<. 
ilOC  und  BOD  s&mmtUch  gleich  geneigt,  und  eö  ist  also: 

Buim.Hoim^  OAx  OB  i  Od  OD 

•  '.'     '       '  • 

oder  , 

folglich: 

Ol? 

Pyr,  OilBC=i. Ai^OC, 
Pyr.  OiiCX>=i*^  Ä«.  Ai<OC; 

Pyr.  OBDA==i>^^.Ha.AAOC, 

»     ^«^^    ,  OB:  OD  OC  „  ^ 
Pyr.0iJC/>=i.^3;^^.Ä.A^0C 

Setzt  man  nun  diese  Au^rficke  in  die  Identische  Gl^hiUig«  voi| 
welcher  wir  aubgiogen^  so  ergiebt  sieb,  wenn  man  durch 

hffm^^AOC  ' 
dividirt»  die  Gleichang :  '  * 

OS    ODJ_  OB  .  OD    OB.  OB  OC 
OA"^  OA'^OA.OC TOA .OC'OA^ 

also,  wenn  man  mit 

OA.OCOA 

malüpiicirt :  .  >  - 

OA. OB. 0C4- OA.  OC. OD^QA.Oß. OD^ OB.  OC. OD. 

■ 

und«  wenn  man  nun  mit 

OA.OB.OC.OD 
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ridirt :  .  . 

er 

03"^  0C~  OB^  OD' 
e  bewiesen  werden  sollte. 


Conjugirte  Funkle,  der  £lUpee.  ■ 

Von  dem  Uerf^utgeber. 

Zwei  Ponicte  einer  Ellipse,  deren  Halbaxen  wie  gewOhnlieh 

irch  tt,  b  bezeichnet  werden,  seien  (a:y)  und  (x'y')\  so  sind  die 
leichungen  der  PSormalen  der  Ellipse  in  diesen  Punkten ^  wenn 
e  laafenden  Coordinaten  durch  u«  v  bez^iqlinet  werden,  bekanntlich : 


6V 

1er,  wie  man  laicht  findet: 


Bezeichnet  man  die  Entfernungen  dieser  beiden  Normalen 
e  dem  Bllttelpailkle  der  Ellipse  durch  /i»  jp';  so  Ist  nach  einer 
ikannten  Grandformel  der  analytiscben  Cleometrie : 

ler,  wie  man  mittelst  der  Gleichung  der  Ellipse  leicht  findet: 

Sollen  nnn  die  beiden  Punkte  (aejft  und  («y)  der  Ellipse  eine 
lebe  Lsge  beben,  dnss  die  beiden  denselben  entepiecbenden  Nor- 
den gleich  weit  m  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind;  so  mnas 
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oder«  weil 


Ist: 
sein. 

Ordnet  man  itteee  GIMueg  iiedi  ;r»  eo  erfailt  maa: 

oder: 

und  I5et  man  dqo  dieee  ^Melcbnog  m  Bezug  auf  ar*  lU  lübe- 
kannte  GrOeae  wie  eine  qnadratieehe  Gleichnng  auf,  so  «Ut 
man  invofdent  anf  der  JStelle : 


I 


und  hieraus  ferner  mittelst  Mditer  Becbnang : 

Zieht  man  aber  aus  dem  Zähler  des  Bruchs  auf  der  reckW 
Seite  des  Gieichheitszeicheos  die  Quadratwurzel  aus,  s« 
man  leicht»  dass  dieser  Zähler  das  vollkommene  Quadrat 

Ist«  upd  daee  man  alao  die  GUeielMmg 


hat. 


>  itoe  dienet  Cllelelrang  ergiebC  ^fieh  Anreli  KmnMhm 
QnndmtmiiMit 
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Ans  der  Gleiehiing  a^^x**  folgt  =  ond 
tymmetriflcb  auf  beiden  'Seiteii  der  Nebenltte  liegenden  Ponfcte 
der  Elll|MBe«  von  denen  lAcb  von  eeHiet  vemtebt,  daee  die  Umee 
entsprechenden  Normalen  gleich  weit  von  dem  Mittelpunkte  der 
Eilipee  entfernt  aind«  woHen  wir  natlirlicli  nicht  weller  hetrach* 
teo>  indem  wir  vMmehr . 'nneer  Augenmß^  lediglieh  anf  die 
dnrch  die  Gleichung 

bestimmten  Pankte  der  Ellipse,  In  denen  die  Normalen  auch  gleich 
weit  von  dem  Mittelpunkte  entfernt  sind,  und  die  man  wohl  con- 
jugirte  Pankte  der  Eifipse  genaont  hat»  riditen  werden. 

Mao  findet  ieidit  : 


also: 


und  weil 


i<t«  ao  iat  nach  dem  Obigen  auch: 


4^(0* 

oder 


■I?  ■"    "        /  I  > 


folglich»  wenn  die  beiden  Vectoren  dea  Pnnktea  (a?^) 

beielchnen: 


joA  MisceUen, 
Die  Gleichuog 

bringt  man  leicht  auf  die  syiumetriscbe  Form : 
und  aetst  man  nan: 

80  erhält  loan  mitteist  leichter  Rechnung: 

hat  also  die  beiden  bemerkenawerthen  Gleichungen : 


oder: 


felglich: 


oder: 


V 


Beseicbnet  man  jetzt  die  ersten  Coordinaten  der  üurchschni 
punkte  der  beiden  Normalen  mit  der  Bauptaxe  der  Ellips«  da 
«  Ii'*  ao  iat  nach,  den  aoa  dem  Obigen  bekannten  GleieN 
der  Nennalen: 

abo,  wie  man  leicht  findet: 

QT 

oder: 

a*tt       ,     a^u*  . 

folglich: 
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MisceH$m.  4$^ 

also  nach  dem  Obigen: 

a*«*(u» +11'«)— aV»'« = 

oder: 

ßeseiebnet  man  die  Abecieeen  der  DnrelwcbiiittepiiDkte  der 
Nonnalen  mit  der  Abecisseeaxe^  in  Benig  auf  die  Fnaepnolcte  der 
Oidioateo  als  Anfangspunkte  der  Abeclaaen,  —  nämlicli  die  mit 
ihren  gehörigen  Zeidien  genommenen  SubDormaien,  —  durch  « 
und  /;  00  ist: 

«=(1  --j)«=3— y  , 


folgiiob : 


— 55 — »  »'«^=-jr-5 

und  daher  nach  dem  Obigen»  wie^ man  leicht  findet: 
oder : 

6*     +  i'«)  —  e  Vs'«  = 

Bezeichnet  man  die  den  Punkten  (:Ky)  und  (x'y^)  entsprechen- 
den Krünnuungshalbmeaser  der  Ellipse  durch  r  und  r',  so  ist 
bekanutiich: 

aUo:  ^ 
folglich : 

a«6«  (a6r)l  =       +  o*^^^,   a*6«  (a^r i  =  ^^x'«  +  a*^'« ; 


4^  MUetUe». 

oder : 

und  bieraas: 
FolgUcb  toi» 


also  nfteh  dem 

J I  (a6f)l  +  («Ar')!)- 5la^-(«6r)l| {«•-(sÄr')»!  ^  «•  ^ 

oder: 

2rt*--««K«*r)l+(a(&rO*i-U*-(«*r>5Ua*-(«6r')n  = 

woraus  sich  die  Gleichung: 

o«— (a6r)l.(a»r^)»sssaV« 

also  die  Gleicbang : 

oder,  wie  hieraus  soglekb  folgt,  dl^  «toMmg:  iiä=it',  oder 
die  Proportion  o:r  =  1^:6  ergiebt. 

Der  lobalt  der  Ellipse  ist  bekanntlicb  abn»  also  nacb  dem 
VontehendeD  ir^ffi. 

Diese  leiebt  nocb  weiter  n  fthrenden  BemerkiiBfen  haben 
nur  den  Zweck»  diesen  Gegenstand,  oameDtUcb  ancb  mit  Rffck- 
sicht  auf  die  übrigen  Kegelschoitte»  »nt  Vetwendong  su  Ue- 
bungsaufgaben  zu  empfeblen,  woa«  mir  derselbe  nicht  unge- 
eignet zu  sein  scheint 


II  e  r  t  c  h  t  i  ^  u  n  if . 
S.  340.  Z.  5     n   idiisä       in  dem  Integral-Ausdrucke  von  »  im  j&äli- 
1er  de«  Brochs  onter  dem  Integralseichen        «tHlt  'iydy  heiisen. 


^  kj  0^  .0  i.y  Google 


UUrariacher  Bericht  CXUX, 


1 


I      Literarischer  Bericht 

CJOAX. 

\   

Am  3teu  Februar  1862  starb  in  Paris  in  hohem  Alter 

JoaB  Baptiste  Biot, 

geboren  in  Paris  am  2Utaii  April  \7li> 

Weicher  Matheroatiker  und  Physiker  verdankte  seinen  treff 
lieben  Schriften  nicht  die  vielfachste  Belehrung  und  Anregung  i 


Arithmetik. 

*  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Versuch 
einer  elementaren  Darstellung  von  Dr.  H.  Durege, 
Docent  am  eidgenössischen  Poly tecbnicuni  und  an  der 
Univer sität  zu  Zürich.    Leipzig.   Teubner.    1861.  8. 

Der  Herr  Verfasser  hat  uns  durch  die  Herausgabe  dieses 
Buches  eine  besondere  Freude  gemacht,  und  wird  den  Dank  aller 
der  Junger  der  IVIsaenachaft  ernten»  welche»  ohne  auf  die  Qael* 

}ieo  zurückgehen  ztt  mtfsseq  oder  zu  wollen,  was  natürlich  immer 
seine  besonderen  Schfrierigkeiten  hat,  sieh  in  einer  mehr  elemen- 
taren Weise»  die  aber  doch  weiter  filhrt  wie  die  Lehrbücher  der 
bt^alrechnang  überhaupt»  mit  der  so  wichtigen  Theorie  'der 
elKpliechen  Functionen  belcannt  machen  wollen.  Das  Verdienst» 
welches  er  sieb  dadurch  erworben  bat»  verdient  um  so  mehr 
Anerkennungy  als  ein  Ibnilches  Werk  die  deutsche  matbematlsehe 
Literatur»  so  viel  whr  wissen»  noch  nicht  besitst»  wenn  nicht  viel- 
leicht»  worfiber  whr  nleht  genau  nnter richtet  sind,  eine  Üeber- 
Setzung  des  bekannten  Buchs  von  Verhulst  existirt,  was  wir 
jedoch  nicht  glauben.  Dass  bei  der  Darstellung  der  Theorie  Herr 
Doctor  Durei;e  nicht  der  in  der  allerdings  treflflichen  Theorie 

^des  fonctions  doublement  p^riodiques  et,  en  parti- 
culier,  des  fonctions  elliptiquesparßriot  etBouquet. 
Paris.  1859.  angewandten,  von  der  Theorie  der  Functionen  einer 
complexen  Veränderlichen  ausgehenden  Behandiongsweise  gleich 
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UürarUehw  BtrMU  CXllX. 


von  Torn  berein  gefolgt,  sondern  vlelmebr,  anknffpfend  an  andere 
dem  Anfönger  hinreichend  bekannte  Functionen,  mSgliehet  el«-. 

mentar  verfahren,  und,  gewissermassen  liistorisch,  den  von  Abel 
und  Jacübi,   natürlich  , mit  besonderer  weiterer  Rucksicht  auf 
Legendre  u.  s.  vv.,  betretenen  Weij  eingesclilauen  hat,  billigen 
wir  in  einem  Werke  von  der  Tentienz  des  vorliegenden  nicht 
bloss  vollkoiiinicn ,  sondern  erkennen  darin,  mit  Rückssicht  auf 
den  hauptsächlichsten  Zweck  des  Werkes:  zur  weiteren  Verbrei- 
tung der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  beizutragen,  einen 
besonderen  Vorzug  desselben.    Dabei  wollen  wir  aber  jedoch 
auch  nicht  unterlassen,  darauf  hinzuweisen,  dass  allerdings  am 
Ende  des  Werka  im  2l8ten  Abschnitte  auch  die  Functionen  com-| 
plexer  Variablen  und  die  Vieldeutigkeit  bestimmter  Integrale  eioej 
^     .  einsichtsvolle  und  für  den  Zweck  des  Buchs  jedenfalls  hinrei- 
chende Beräckeichtigang  gefanden  haben»    Ausserdem  verdieotj 
ee  mit  Anerkennung  bemerkt  zu  werden,  dass  der  Harr  Varlteser 
auch  den  Chebiet  der  Amwendungen  nicht  gaaa  unbelretea  gelas- 
sen  bat,  und  glauben  daher       Buch  Allen,  die  der  Theorie  der 
eiliptiachen  Functionen  ein  eingehend ea  Studium  widmen  «rollen, 
zur  Beachtung  empfehlen  zn  dürfen,  indem  wir  des  Weiteren 
wegen  uns  hier  mit  der  folgenden  Angabe  des  Hauptinhalts  be- 
gnügen müssen: 

•  » 

L  Begriff  der  elfiptiseben  Functionen,  ih  Von  der  Petto- 
dicitfit  der  elliptlscbea  Functbnen.  UI.  Von  der  Rednelion  dei 
elliptiscben  Functionen  auf  die  Normalformv  IV*  Von  den  drei 
Gattungen  der  elliptischen  Functionen«  V.  Rectificatiqn  der  EJ^ 
lipse  und  Hyperbel.  VI.  Ueber  eine  Substitution  der  zvi^eiteij 
Ordnung  zur  Reduction  der  elliptischen  integrale  auf  die  Nori 
malform.  Vll.  Das  Additionsthooreni.  VIII.  Leber  den  Ztisam- 
menhang  der  elliptischen  Functionen  mit  der  sphärischen  Trisro 
nometrie.  IX.  Das  Additionstlieorem  für  die  zweite  und  dritti; 
Gattung.  X.  Integration  der  elliptischen  Differentialgleichung  ii 
algebraischer  Form.  XL  Jacobi's  geometrische  Constructior 
des  Additionstbeorems.    XII.  Die  Landen'sche  TransforraatioBj 

XIII.  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  Factoreufolgen 

XIV.  Entwickelung  der  elliptiscben  Functionen  in  Reiben.  -XV 
Reihenentwickeiung  für  die  zweite  Gattung.  XVI.  Reiheuentwicke 
lung  für  die  dritte  Gattung.  XV Ii.  Die  Jacobi'scbe  Function 
XV  III.  Darstellung  der  elliptischen  Functionen  durch  •4ie  Jaoo 
bi*sche  Function.  XIX.  Ueber  die  elliptischen  Transemfentei 
der  dritten  Gattung.  —  Anfiani^.  XX.  üeber  dis.Beiveg^i^  ^ 
sphärischen  Pendels.  XXL  Ueber.  Funetinneii  eiofr  eoaiplexei 
Variablen  und  die  Vieldenügiceit  bestimmter  l»t«giale. 
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}      Au«  dieser  Anseige  des  Inhalte  werden  die  Leeer  am  Beeten ' 
i  ibereehens  waa  eie  In  dem  empfeblensfrerthen  Buche  su  erwar- 
teo  haben. 

Mechanik. 

Sul  meto  del  Pendolo.    Memoria  del  Profeaaore- 

Lorenzo  Respighi.   Bologna.   18$i.  4^ 

Leider  ist  uns  dieae  Schrift«  welche  sehr  sorgßlitige  und 
elegante  analytische  Untersuchungen  der  Pendelbewegung  mit 
Rücksicht  auf  die  Drehung  der  Erde»  natfirlich  also  auch  auf 
Fottcault's  hekaonten  V,ersuch»  enthftlt»  erst  jetst  bekannt  ge* 
j  worden.  Da  wir  dieselbe  aber  flir  einen  sehr  werth?ollen  Beitrag 
:  nr  analytieehen  Theorie  dieses  Versuchs  halten»  so  wird  .diese 
I  oaohtrlgllche  kwrae  Aaaeige  gewiss  gereehtferlSgt  eiseheiaen. 
{  Ciaai  besonders  Interessant  wird  diese  Schrift  auch  noch,  weil  der 
I  Herr  Verfasser  darin  ausfiBbrUche  und  genaue  Nachricht  giebt 
von  durch  ihn  in  der  Baailica  d!  San  Petronia  in  Bologna 
•  angestellten  Pendel- Versuchen,  deren  Resultate  er  naturlich  mit 
^  der  von  ihm  entwickelten  analytischen  Theorie  vergleicht,  welche 
Discussion  wir  iür  ^eln  lehrretcb  lialten  ,  und  auch  deshalb  die 
^chxiSi  noch  zu  besonderer  Beachtung  empiehien. 


Optik. 

Sull'  acco  tn  od  am  e  n  to  dell  occliio  uiiiuiio  per  la 
i^isione  distinta  alle  diverse  distaiize.  Memoria  del 
Professore  Lorenzo  Respighi.   Bologna.   1^^.  4^. 

Solln  irradtaziene  oenlare.  fliemoria  del  Pfof.  Lo- 
reazo  Respighi.   Bologna.  ItM. 

Dies«  beiden  Abhandlungen  über  das  Accomodations- Vermö- 
gen des  menschlichen  Auges  für  das  genaue  Sehen  In  verachte* 
(lesen  Bntfernungen  und  Uber  Icradiäaioa  sind  zwar  schon  vor  ein 
Pur  Jahren  erschieaen,  uns  aber  leider  erst  jetst  belwnnt  ge- 
«rsiden«  Dieselben  enthalten  sehr  sorgOltige  Untersuchungen 
und  Betrachtnngen  tiber  die  beiden  in  Rede  siebenden  wichtigeii 
C^enstSndSt  haben  uns  eine  sehr  lehrrelclie  Lectfire  gewibrt, 
ond  scheinen  uns  sehr  so  ▼etdlenen,  dsss  wir  auch  jetzt  noch 
^ie  Physiker  und  Astronomen,  so  wie  alle  Leser  unseres  Journals^ 
mf  dieselben  besonders  aufmerksam  machen. 
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Astronomie. 

Zeitschrift  tüt  popniftre  Mittbeilungen  ans  dem 
Gebiete  der  Astronomie  osd  verwandter  Wissen- 
schaften. Herausgegeben  tod  Professor  Dr.  G.  A.  F.  Pe- 
ters,  Director  der  Sternwarte  in  Aitona.  Band  L  Heft 4» 
Band  n.  HeftL  Band  II.  Heft2.  Altona.  1860.1861.  8^. 

Das  3te  Heft  des  ersten  Bandes  dieser  sehr  Terdienstlicben 
und  lehrreichen  Zeitschrift  ist  zuletzt  Im  Literar.  ßer.  Nr.  CXXXV. 
angezeigt  worden.  -  Wir  tragen  jetzt  die  kurze  Anzeige  der  seit- 
dem erscbieneoen  neuea  Hefte  nach,  da  wegen  Mangel  an  Raum 
die  Anzeige  leider  eine  Unterbrechung  erlitten  bat. 

Band  1.  Heft  4.  Ueber  physikalische  Erscheinun- 
gen bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frh.  von 
Feilitzscb. 

Band  II.  Heft  1.  Ueber  physikalische  L^rs  cfi  einon- 
gen  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  von  Dr.  Frh.  von 
Feilitzscb.   Fortsetzung  der  vorigen  Abhandlung. 

Beide  Abhandlungen  enthalten  namentlich  eine  sehr  sorgfU*  : 
tige  Zusammenstellung  aller  frflher  beobachteten  Erscbelnuogeo  ; 
aus  einem  reichen  literarischen  Apparate. 

Die  Astronomie  des  Aiterthums  und  des  Mittel- 
alters im  Verbältoiss  zur  neueren  Entwicklung.  Von 
Dr*  W,  Förster. 

Für  Leser,  welche,  wie  sie  die  Zeitschrift  natürlich  voraus-, 
setzt,    die   Geschichte  der  Astronomie  noch   nicht  hinreichend 
kennen,  jedenlalls  lehrreich  und   interessant.    Der  Ahhandlung' 
liegt  ursprünglich  ein  im  wissenschaftlichen  Verein  in  Berlin  ge- 
haltener Vortrag  zu  Grunde»  so  dass  also  ihre  populäre  Haltaug  ' 
sich  von  selbst  versteht. 

Band  IL  Helt  2.  üeher  die  Sonne.  VonDr.  A.  Win- 
necke.  Alle  Leser,  welche  sich  für  die  Natur  unseres  Central- 
kiirpeis  interessiren,  machen  wir  aiil  diese,  aus  dem  Petersbiirirer  ' 
Kalender  für  1862  abgedruckt«^  Abhandlung  recht  sehr  aufnierk  ' 
sam,  da  sie  im  Ganzen  zwar  nur  in  der  Kürze,  aber  in  ungemeui  ' 
lehrreicher  und  allgemein  verständlicher  Weise  darin  Alles  ^ 
besprochen  finden  werden,  was  ihnen  über  die  Sonne  zu  wissen  I 
wünscbenswerth  sein  dürfte»    Aus  unseren  früheren  literarisfibea  I 

Berichten  sind  den  Lesern  die  verdienstlichen  Leistuagmi ;  des 
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IJerrn  Verfassers  bei  den  Beobachtungen  der  grossen  Sonnen- 
fiosterniss  vom  18.  Juli  1860  In  Spanien  hinreichend  bekannt, 
und  derselbe  kann  also  über  vieles  hierher  Gehörende  recht 
eigentlich  aus  eigener  Erfahrung  sprechen,  wodurch  der  vorlie- 
gende Aufsatz  noch  besonders  lehrreich  und  interessant  wird. 
Sein  sehr  beatimmtes  ürtbeil  über  die  bekannte  Frage,  ob  die 
Protoberaozen  u.  a.  w,  in  der  That  der  Sonne  angehören»  dem 
wir  aus  vollkommener  Ueberzeugnng  beiatimmeo»  apricht 
fieir  W.  auf  &  133  in  folgender  Weiae  ans: 

„Die  Ansicht,  wonach  die  Protuberanzen  zur  Sonne  gehören, 
wurde  fast  gleichzeitig  von  mehreren  Astronomen  geäussert;  sie 
schloss  sich  ungezwungen  den  herrschenden  Ansichten  über  die 
Natur  der  Sonne  an.  Die  (sogenannte)  optische  Theorie,  wonach 
die  Protuberanzen  nur  Licbterscheinungen  sein  sollten»  fand  gleich* 
fall«  manche  Anhänger.  Wie  diese  Licbterscheinungen  aber 
entstehen,  für  die  irdische  Experimente  kein  Analogon 
{)ilden*),  darSber  findet  man  nur  unhaltbares,  ober* 
n&chlicbes  Räsonnemeni  und  nirgends  eine  Andeutung»  wie 
man  nach  dem  Zeugnisse  aVer  vertrauensfrArdigen  Beobachter 
feBtstehende  -firaeheinuagen  an  den  Protnbe^ansen»  s.  ihre  fast 
inmer  harten»  starren  Begränzungen»  das  LosgelOstseln  ▼om  Mon- 
desraode  bei  einigen»  ihre  Pik-  oder  Kegelform»  sieh  vorstellen 
soll  Q.  8.  w.*' 

Mögen  der  Zeitschrift  immer  solche  lehrreiche  Aufsätze  zu 
Tbeit  werden  wie  der  letztere  und  dieselbe  stets  den  erfreulich- 
«teo  Fortgang  haben. 

Ad  acconnt  of  the  solar  eclipse  bf  Jn4y  18,  1860» 
a»  observed  for  the  United  States  Coast  Sur?ey  near 
Stellacoom»  Washington  Territory»  by  Lient.  J*  Bl.  6iU 
lifs»  U.  S.  Navy.   Washington  City.   1861.  4«>. 

indem  wir  für  die  gütige  Zusendung  der  obigen  Scbrifl  hier 
unseren«  verbindlichsten  Dank  aussprechen » -und  dieselbe,  als  für 
<iie  gesammte  Literatur  über  die  grosse  Sonueofinsterniss  vom 
I^^.  Juli  1860  wichtig,  unseren  Lesern  zur  Beachtung  empfehlen» 
benierkeD  wir»  dass  dieselbe  eine  sehr  volfständige  und  genaue 
Daratellung  der  von  Herrn  Gilliss-  selbst»  so  wie  der  von  den 
Herren  Mosman»  Goldsborongh»  Haller»  Casey»  Brown 
aogestellten  Beobachtungen  enthfiit.    Eine  beigegebene  schOne 
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colmrta  bildliehe  l^eretellung  echSbet  deit  Werth  der  Sehtlfl»  die 
TOD  Keinem ,  der  eich  Ittr  die  f n  Rede  stehende  greeeartige 
•cbeinaDg  interessirt,  uulieachtet  bleibeo  darf.  Doch  beeondere. 

•  ■ 

Sui  Feoomenl  cometari.  Memoria  del  Prof.  Loreozo 
ReepighL  .  Bologna.  1860.  4«». 

An  die  neueren  grossartigen  cometarisehen  firscbetoungen 
sich  anschliessend,  enthält  diese  leeenewerthe  und  iehrreiebe 
iSchrift  sehr  sorgföltige  Untersuchungen  ufid'  Be^achtungen  über 
diese  Erscheinungen  und  deren  Erklärung,  wegen  welcher  wir  die 
Leser  auf  die  Schrift  selbst  verweisen  mfissen,  da  der  Raum  20 
einem  einigermassen  genfigenden  Auszuge  uns  hier  mangelt.  Aach 
nach  Besser s  und  Anderer  früheren  Untersuchungen  verdient 
die  Torliegende  Schrift  jedenfalls  alle  Beachtung. 

Berichtigung. 

Im  vorigen  ^Tsteo  Theile  ist  im  Literar.  Ber.  I\r.  CXLV  III, 
S.  10.  Z.  5.  durch  ein  Versehen  „weniger**  statt  „mehr**  ge- 
setzt worden,  was  zum  Ueberfluss  hier  bemerkt  werden  mag,  %venn 
dies  aueh  Jeder  sogleich  sieht,  der  die  am  Anfan^^e  aus  dem 
Buche:  v^*'*^  astronomische  iStrafi  1  eii  brech  u  ng  u.  s.  w.*' 
angeführten  Worte  gelesen  bat.  Auf  10.  muss  es  also  eigeot* 
Kcfa  so  heissen: 

,»Dle  oben  angefahrten  Worte  sagen  also  eicht  mehr  und  nicht 
weniger  als  Folgendes  aus: 

Die  Reihe  für  r  wird,  wenn  r  cint'r  grossen  Zenifhdistaiiz 
angehört«  nur  etwas  mebr.convergireo  wie  die  diTerglrende 
Reihe 

^^2+2.4+2.4.6+  

Dass  dies  wenigstens  eben  so  schlimm,  wenn  uicht  noch  schlim- 
mer, und  ebenso  wedig  zu  begreilen  ist,  als  wenn  „weniger** 
gestanden  hätte»  ist  wohl  klar.  Anfänger  sollten t  wie  schon  er- 
hinertt  nur  gewarnt  werden  vor  solchen  Aussprachen. 


Physik. 

Lehre  von  der  Thermometrie,  der  Pyrometrie«  Hy< 
grometrie«  Psycfarome'trie  und  ßarometrie  in  ihrei 
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Ct»i9i»flitliftit,d|^rg«»lemnDd  iiac|i  deti  Qoelleo,  na- 
aeatilob  aiuell  »um  GebrAv^lio  fflr  .Teqhniker»  bearbai« 
tet  von  Dr.  H.  Gie«wald,  Oberlebrer  an  der  S^t  Joban- 

nifi-Kealschule  in  Daozig.  Mi t  U  Qua? ttafeU.  Weimar. 
Voigt.   1861.  8. 

Dieaea  Bacb  bildet  den  71aten  Band  das  b«$kaiiDten  Neuen 
Scliaiiplataea  der  Künste  und  Handwerke,  welcben  die 
tliifige  Verlagabandhing  des  Herrn  B.  F.  Voigt  in  Weimar  ber- 
aas^ebt.  Aber  die  Leser  beben  durcbane  niebt  eine  etwa  blase 
Ilirden  teebniseben  Gebraaeb  bestiannte  Anleitnng»  soadern  viel* 
mehr  eine  in  jeder  Betiebuog  wia^enacbafilicbe,  mübeäm  aiis  den 
Quellen  geschopdte  und  selbststlndig  bearlieitete  Darstellung  der  , 
auf  dem  Titel  genannten  GegenstSnde  in  die.sem  nach  unserer 
Meinung  recht  enipfehlenswertben  Buche  zu  erwarten,  wobei  wir 
zugleich  nicht  unbemerkt  lassen  dürfen,  dass  die  Darstellung 
flnrcbwei?  can/  ni  ithematisch  gehalten  ist,  ohne  dabei  den  prak- 
ti.scljtri  und  technischen  Gesichtspunkt  zu  vernachlässigen.  Wir 
glauben  daher  auf  diese  verdienstliche,  auch  sehr  reiche  und  voll- 
ständige literarische  Nachweisungen  enthaltende  Schrift  hier  auf- 
mftksam  machen  zu  miisseH. 


Vermischte  ächriften.  - 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenacbatten  in  Wien.  (V^l.  Literar.  Ber.  Mr.  GXLV. 

'      '     •  .    .    .     '   .    ^.     •  . 

Nachträglich  bemerken  wir,  dass  Band  XLII.  Nr.  29.,  welche 
Nummer  aus  Versehen  noch  nicht  angezeiijt  worden  ist,  enthält: 
Sonnd  orfer:  Darstellung  des  Laufes  der  Asteroiden  im  Jabr 
1861.  (Mit  4  Tafeln).   S.  756. 

Band  XLIIL   Heft  II.    Febrnar  1861.    Mädler:  Ueber 

kosmische  Bewegungsgeschwindigkeiten  mit  Beziehung  auf  Dopp- 
'er's  Hypothese  der  Entstehung  der  Farben.  S.  28Ö.  —  Winck- 
ter:  Ueber  die  Eigenschaften  einiger  bestimmten  Integrale.  3.31$. 

BandXLni.  Heft  IH.  MSral861.  Sanndorfer:  Ueber 
^lie  Bahn  der  Ceneordia.  8.  ZJX.  Pol  itaer:  Beiträge  aar 
Piiyaiolegie  den  GebOrergana.  S.42f7.  Haidinger:  Ueber  die 
Nitar  der  Meteoriten  in  ibrer  Zmammeaaetiung  und  Bracbeinniig. 

8*m 


I 
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BandXLUI.  Heft  IT.  April  1801.  Rei  ttinger:  EtUt. 
terungen  der  Lichten berg'schen  Figuren.  IS«  33L  —  Rokrerr 
Nachtrag  zu  dem  Aufsatze  über  Regentropfen  und  Scbneeflocioft 
S.58a  —  AiU:  Ueber  die  Bahn  der  Leda.  S.  585.  ^  Tscberw 
mak;  Die  epecifieche  WArme  bei  congtaptem  ^olameo.  &QI 

Band  XLITf.  Heft  V.  Mai  1861.  v.  Lang:  ü eher  diu 
Gesetze  der  Doppelbrechung.  S.  627.  —  Hedten  bacher:  Ueber 
die  neveaten  Entdeckungen  darob  die  Spectralanalyse.  S.6&i  - 
Becker  und  Rollet:  Beiträge  sitr  Lehre  vom  Sehen  der  drittel 
DimeoeioD.  £rate  Abtbeilung;.  8.  667,  ^  Bericht  der  Conil- 
elen  Qber  die  astroooiiiiache  Prelefrage.  S.71*2. 

BandXLlV.  Heft  L  Juoi  1861.  Struve:  Vergleicbo^ 
der  Wiener  Maaese  mit  mehreren  auf  der  kais.  russ.  flaoptstenii 
warte  zu  Pulkowa  befiodlicbeo  Maassei iibeiten.  8.  7.  —  t.  Lil^ 
trow:  Nacbtrag  «i  vorstehendem  Anfsatse.  8.  2L  —  Scliäfc^ 
des  Herrn  JSnnicke  an  Herni  Director  K.  r.  Littrow 
einen  1853  in  der  Mitte  der  8onne  geeehenen  randeo  scbAi>| 
grIlDtten  Fleck).   S.  27.  ' 

Band  XLIV.  Heft  iL  Jnli  1861.  Tschermak:  Ol 
Wärroeeotwickelnng  durch  Compreaeion«  S.  14L  —  v.  Laif 
Zur  Theorie  der  Spiegelung  und  Brechan|  des  LIcbtee.  S.  147.  * 
Redtenbacher:  Üntereucbungen  •  einiger  Mineral waescr  idl 
Seelen  nltlelat  der  Spectralanalyse.  S.  163. 

r 

$ila«ngaberichteder  fc^inigL  bayerrscbea  Akadcali 
der  Wisaenaebaften  au  Mflncben.  (VgL  Literar.  Bcd 
Nr.CXLVII.  S.8.) 

1861.  1.  Heft  V.  Wenn  auch  nicht  unmittelbar  in  den  Kreil 
unsere«  Arcbiva  gehörend,  so  zeigen  wir  als  allgemein  intcreisut 
doch  an  die  folgenden  Abbandlungen:  Buchner:  Beitrigf 
aar  nftheren  Kenntiliea  des  brasilianischen  Pfeilgifte4| 
S*  536.  (Strychnin  entbfilt  nach  Herrn  B.  dieses  merbrinljp. 
Gifl  nicht).  —  SchOnbein:  Beiträge  zur  niheren  Kwtt-^ 
niss  der  Nitrification.  S.Ö43.  (Allgemein  gehalten,  okKli| 
zn  viele  SpeclalitSten  einzugehen^  und  daher  den  Lehren  llt| 
Chemie  zur  lieaditung  zu  empfeblen). 

1861.  IL  Ueft  L  A.  Wagner:  Bedenken  fiber  eiiif« 
neuere»  hanptsächitcb  auf  naturgescbichtlicbe  A^' 
haltspnnkte  begründete  Versnclie»  das  Alter  der«ir^* 
piiseben  Urbevölkerung  zu  bestimmen.  S.39.  (fS^9ik\ 
ohne  sehr  specielle  naturgescbichtllche  Kenntnisse  verstSadficlii^l 
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-eebr  interetsäafiter  und  daher  zur  Beachtung  auch  hier  zu  em- 
pfehlender Aufsatz).  —  Beckers:   üeber  die  Stellung  der 
Philosophie  zu   den  exacten  Wisse nsc  hal  ten.    S.  44. 
Wir  machen  unsere  Leser  auf  diese  Abhandlung  recht  sehr  auf- 
Tnerksam  und  en)p(ehien  ihnen  dieselbe  als  in  vieler  Rücksicht 
überaus  belehrend,  weil  in  derselben  in  sehr  eingehender  Weise 
vorzüglich  auch  das  Verhältniss  der  Philosophie  und  Mathematik 
SD  einander  besprochen  wird,  mit  besonderer  Räckeicbt. auf  Schel- 
ling«  wofür  namentlicli  auch  der  Herausgeber  des  Archivs,  für 
welchen  dieser  in  fielen  Beziehungen  wichtige  Gegenstand  von 
jeher  von  besonderem  Intereeae  gewesen  ist,  dem  Herrn  Verfas-  * 
«er  an  heaonderem  Danke  verpflichtet  iet    Scharf  werden  die 
Unterschiede  der  Philosophie  von  der  Mathematik  und  insbeson- 
dere der  Geometrie  (S.  67.)  festgestellt,  besonders  anch  die  ma- 
thematische Gewissheit  besprochen»  und  S.  97*  ff.  mit  den  folgenden 
Bemerkungen  geschlossen,  die  Ich  Ihres  besonderen  Interesses 
wegen  den  Lesern  des  Archivs  mittheilen  will:  ,,Zur  unbeding- 
ten Gewissheit  kann  uns  also  nach  Sehe  Hing  nur  diejenige 
Wissenschaft  fuhren,  die  bis  zur  Erkenntniss  des  hCcbsten  Prin* 
cips  und  der  von  ihm  abgeleiteten  Principe  oder  mit  anderen. 
Worten,  den  letzten,  reinen  l^otenzen  und  Ursachen  des  Seins 
hindurchgedrungen,  nicht  aber  verniügeu  diess  jene,  die,  >vie  die 
mathematischen ,  ungeachtet  der  sie  beherrschenden  reinen  Ver- 
ijunftnothwendi«U(  it,  dennoch  nur  innerhalb  eines  beschnHnkten 
Gebietes  sich  beweisen  und  mithin  bloss  relative  Gewissheit  ge- 
währen können.    Und  hierauf  bezieht  sich  die  Stelle  in  der  „Ab- 
handlung über  die  Quelle  der   ewijien  Wahrheiten'^ 
wo  Schein  ng  gelegentlich  von  der  nahe  liegenden  Meinung 
spricht,  dass  die  Existenz  Gottes  eine  ev^ige  Wahrheit  in  dem- 
selben Sinne  sei.  In  welchem  3  4-3=6  eine  solche  ist,  einer 
Meinung,  der  man,  wie  er  beifügt,  sich  doch  vielleicht  ebensowohl 
versucht  finden  kannte  zu  widersprechen,  wie  jener  Abt  eines 
Klosters,  der  den  allsuelfrigen  Lehrer,  welcher  sieb  hatte  hin- 
relssen  lassen,  an  sagen,  Gottes  Dasein  sei  so  gewiss  als  2  mal  2 
Tier  sei,  wegen  dieses  Ausspruchs  xurechtwies,  indem  er  hinan- 
setxte,  Gottes  Dasein  sei  weit  gewisser  als  2x2=4  sei.  - 
Ich  begreife  ToUkomroen,  sagt  Schelling  (I.  681.),  wenn,  wie 
ferner  eralhlt  wird,  die  Zuhörenden  Uber  eine  solche  Aeasserung 
laehfea,  wie  Ich-  begreife,  dass  es  anch  jetst  noch  Menschen  gibt, 
die  nicht  hegielfen  kOnnen,  wie  etwas  gewisser  sein  kOnne,  ahi 
dsM  2x2=4  ist.   Ohne  den  Ausdruck  untersuchen  zu  wollen, 
ist  es  gewiss,  dass  es  Wahrheiten  von  verschiedener  Ord- 
nung gibt,  und  dass  den  Wahrheiten  der  Arithmetik  und  der 
Mathematik  überhaupt  schon  darum  nicht  unbedingte  Gewisäbeit 
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beiwohnen  kann,  weil  diese  Wissenscbarten,  vne  ich  schon  friihor 
au«  PlatoTi  angeführt»  mit  Voraussetzungen  su  Werke  ^ehen, 
die  sie  selbst  nicht  rechtfertigen,  und  damit,  was  deren  Werth 
uud  Geltung  betrifft,  einen  höheren  Gerichtshof  anerkenneo ;  ferner 
weil  sie  Vieles  nur  erfahrungsmässig  wissen,  z.B.  von  geraden 
und  ungeraden,  abgeleiteten  und  Primzahlen,  für  welche  sie  noch 
niebt  einmal  das  Gesets  des  gegenseitigen  Abstände«  gefunden.'* 
Mögen  sieh  die  Leser  nochmals  die  vielfach  intereesante  Ab- 
handlung zur  sorgfiiltigen  Beaehtung  empfohlen  sein  lasaoD.  *^ 
A.  W.  Voikmanu:  Üeher  die  Irradiation,  welche  auch 
bei  vollstSndIger  Aecoipodation  des  Augee  «tattfiadet. 
S.75. 

18Ö1.  II.  Heft  II.  Scliünbeiu:  li(  itr;i<;e  zur  näheren 
Keniitniss  der  iS  itr i ii c a t i o ii.  Beiträge  zur  näheren 
Keimtniss  des  Sauerstoffs  und  der  einfachen  Salz- 
bild u  er.  8.  Vtl,  —  Sehr  allgemein  interessant  ist  auch  der 
folgende  Aufsatz:  A.  Wagner:  Ueber  ein  neues,  angeb- 
lich mit  Vogelfedern  versehenes  ReptiL  S,  146» 

Annali  di  Matematica  pura  cd  applicata  pulihlicati 
da  Baruaba  Tortollni  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto» 
Uni  a  Roma.  4<».  (S.  Literar«  Ben  Nr.  CXLVL  8.  11.) 

Nr.  1.  toin.  IV.  ]861.  Proprieta  di  una  cla«se  d'integrali 
di  irrazionali  algebrici  posslbtli  con  soll  logaritmi.  ISota  di  Carlo 
Maria  Piuma.  pag.  5.  —  Courlics  gauches  d^crites  sur  la  sur- 
face  d'un  hyperboloYde  a  une  nappe.  Par  IM.  L.  Cremona. 
pag.  22.  —  La  Teorica  dclle  fiinzioni  ellitiche.  Monot^ralia  dei 
Prof.  E.  Betti  (Continuazione).  pag.  '^0.  —  Iiitoriio  ad  una  for- 
mola  sionimatoria  delle  poteri/o  infere  dt»  numeri  natiirali*  Nota 
di  F.  Siacci.  ymg.  46.  —  Sur  quelques  Theoreme«  d'Alg^bre 
par  M.  Michael  Roberts,   p.  50. 

BtTisto  blbliograJIca.  Sopra  aleune  eurve  derivate  dairel- 

lissc  e  dal  circolo:  Curve  dl  Cartetüio.   Articolo  del  Prof.  B.  Tor- 
tolini.    pag.  53.  —  Pubbllcazioni  recenti.    pag.  56. 

Da  daa  vorliegende  Heft  dieaes  in  jeder  'Beeiehiitig  iriehtlguii 
nnd  aosgeseiehneten  JouroaU  avf  dem  Titel  nicht  m«hr  eine  6»> 
aelehnong  der  beiden  Monate,  filr  welche  ea  heatlmmt  let^-niHiderB  i 
bieas  die  Besektmnng  Nr.  1.  tom.  IV.  1861.  trigt;  ao  aeheint  es«  { 
dtas  daaaalbe  nicht  mehr  hi  aech«  Heften  ftr  daa  Jahr,  je#ea  I 
flir  awel  Maaata,  aondtrn  sraiglea  naeh  eloaehe«  NmMrn 
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erscheineii  soll,  eine  Einrichtung«  die  wir  in  jeder  Besiebuiig 

2weckmässic^  tinden,  und  die  nach  unserer  Meinung  unbedingt  den 
Verzug  vor  der  frühereu  Eiurichtuug  terdieut. 

IVlonatsbericht  d«r  KOnigl.  Preueeischen  Akademie 
der  Wiseenechat'ten  zu  Berlin.  S.  Liter.  Ber.  Nr.  CXLVi. 
S.  12. 

Janl  1861*  Magnas:  Ueber  die  Verlnderoogen  im  Indne- 
tiooMtroine  bei  Anwendong  vmebiedeoer  Widerettiide.  S.  66S— 
$.561,  —  Derselbe:  Ueber  die  Farlfenveründeraog  des  eleic* 
trigcbeo  Lichts.  S.  561— S. 002.  Gerlaeh;  Ueber  die  Stei- 
gerung der  VergrOsserung  auf  photograpbiecbem  Wege,  roitgetheilt 
von  fierro  Du  Beis-Reymond.  S.  596  —  S.  599.  ^  Braun: 
Oeber  einige  VerbSltnieee  der  Blattgestaltung,  weldie  sor  Blatt* 
»tellaiig  eine  Besiebueg  beben.  S.  601.  (Blosse  Anzeige  eines 
gehaltenen  V^ortrags).  —  Kronecker:  Mittheilung  über  seine 
algebraischen  Arbeiten.  »S.  001  —  S.  ()08.  Im  All^ciiieinen  be- 
zeichnet Herr  K.  «iie  Kichtung  seiner  neuesten  alget)raischen  8tu« 
dien  durch  die  folgenden  Worte:  ,Jch  kam  bei  meinen  Studien 
über  die  algebraische  Auflösunir  der  Gleichungen  sehr  bald  zur 
Einsicht,  dass  dae.  l*rol)leni  nach  zwei  Seiten  h\n  einer  allgeraei- 
nereu  Auffassung  fähig  ist,  und  zwar  in  folgender  Weise:  einer- 
Rt^its  sind  statt  der  Gleichungärcoefficienten,  d,  h.  also  statt  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzein,  allgemeinere  rationale 
Functionen  derselben,  welche  ich  Affectfnnctionen  nenne,  als  ge- 
geben vorauszusetzen;  andererseits  sind  statt  der  gewöhnlichen 
Wurzelzeichen,  d.  b.  also  statt  derjenigen  Functionszeicheu»  welche 
«iurch  die  reinen  Gleichungen  definirt  werden,  allgemeinere  alge- 
hrrii^che  Functionen  einzuführen,  welche  bei  der  Auflösung  als 
Hülfsfunctionen  dienen  sollen.*'  Dieser  gewiss  fruchtbare  Gedanke 
wj>d  nun  in  dem  sehr  lesenswerthen  nnd  interessanten  Av^iatse 
H-eiter  ausgeführt. 

Juli  1861.  Kummer:  Ueber  zv\  ei  neue  Beweise  der  allge- 
meinen ReoiprDcltatsi^esetze  unter  den  Resten  und  Nicbtreste» 
der  Potenzen,  deren  Grad  eine  Primzahl  ist.  8.656.  —  Kirch- 
boff:  Üntersuchungen  über  das  Sonnens|)e<  truai  mul  die  Spectren 
der  cliemischen  Elemente,  niitgetheilt  von  Herrn  Magnus.  8.^7. 
(beides  blosse  Anzeigen  gehaltener  Vorträge)*  —  Dove:  üeber 
eine  Interferenserscheinung  in  den  Zwijlingsicrystallen  doppelt 
brechender  Körper.  8.668.  —  Braun:  Ueber  eine  sonderbare 
Wirkung  der  diesjährigen  Spätfröste  auf  die  Blätter  der  gemeinen 
Hosskastanie  (Aeseulos  Bippocastanuni)  und  einiger  anderer  Binme* 
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8.091  — S.  700.  —  A.  Schmidt:  üeber  den  Fasorstof  41 
Crsftcheo  seiner  Gerinnung,  mi^theilt  voa  Uerco  Daßcfl 
ReymoDd.  &  705— S.  700. 

August  Iböl.  Magnus:  üeber  metallische  und  flüifli 
Widerstände,  durch  welche  InductionsstriMiie  altemirend  Hero«( 
S.  872  —  S.  880.  —  Dove:  Ueber  die  Aimendung  achromttiadi 
ArragooitprUmen  zu  Polariüatoren»  8.684—8.885. 


Preke  von  Eble's  Horoskop  oder  Stuadenzeigec^ 

I 

1.  Ausgabe  för  die  Polhöhe  von  45—55  Grad  a  4  il.  30  b. 

=  2  Thlr.  18  8gr. 

ferner  ia  grdMerero  Masenslab 

IL  Ausgabe  för  die  Polhobe  von  45—00  Grad  k61L 

=  3  Thlr.  13  Sgr. 

4 

in  grötsereiii  Maaagatab  und  mit  franz.  Aufschrift  und  Text 

III.  A«Mgabe  fiir  die  Polhdhe  von  35-60  Grad  4  7  fl. «  4  Tbk. 

Oas  lostrament  ist  vofsiigswebe>  durcb  die  folgendes  Bm| 
iMUidiiiDgeB  so  beziehen: 

Rudolf  En^gler  in  Ellwangen» 
Paul  Neff  in  Stuttgart, 
Scbmid'scbe  BnchbandluDg  io  Augaborg.' 
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Arithmetik. 

Table«  de  Legaritbmes' a  cinq  D^cimales  ponr  lea 
iioflibrea  et  lea  ilgaea  trigonom^triqaea»  aoWiea  dea 
iogarltbmea  d'addition  et  de  aeuatractlon  oa  loga- 
rithmea  de  Gaaaa  et  de  diveraea  lablea  naaellea.  Par 
i.  Hofiel,  Ancien  ]&l#ye  de  Tlieele  Normale»  Docteur 
|ii  Seievcea  (jetat  Prefeaaear  de  Mathdmatlqaea  purea 
Mt  Facaltd  dea  Scieneea  de  Berdeanz).  L'Introdae- 
poB  de  cet  eovrage  daaa  lea  Beetee  publiquea  eat  aa- 

i^Hide  par  ddclalon  da  Mlnlatre  de  Tina  tratet  Ion  pa- 
»liqae  et  dea  Oultea,  ea  dato  du  22  Aoüt  1859.  Paria* 
lallet-Bacbelier.  1858.  8. 

Wir  bedaaern,  daaa  dieae  im  Jabre  1858  erachienenen  Tafeln 
teofsteHiger  LogarUbnen  ona  erat  jetzt  bekannt  geworden  »ind» 
filteD  ona  aber  Ibrer  VortrellHcbkeit  wegen  IQr  Terpllicbtet,  die* 
idben  aacb  jetat  noch  einer  aaaflührllchereB  Anzeige  aa  nnterziehen. 
^^an  welaa,  daaa  man  mit  finrateIHgeo  L<^aritbmen  in  aebr  vielen 
vollkommen  auareiebt,      indem  In  aolcben  Fällen  der  Oe- 
Nttb  mebrziffriger  Tafeln  vOllig  überflfiaaig  aein  wurde»  —  nnd 
P>  dieaelben  eine  grosae  Beqnemlichkeit  gewSbren;  aber  frei* 
p  mflsaeo  die  Tafeln  dann  aucb  ao  eingerlcbtet  oder  mit  aoU 
pn  Einricfatangen  Teraeben  aein,  daaa  die  in  ihrer  Auadebnnnga« 
ihire  dberbanpt  an  erreiobende  Genauigkeit  «feb  dvrcb  aie  aoeb 
pUicb  erreichen  iSsat.    Ünd  so  glauben  wir  denn  In  der  That 
PC  Uebcrtreibufig  sagen  zu  können,  dass  die  vnriiegenden,  diircb 
bbrcre  eigenthüniliche  Einrichtungen  von  fnifieren  fönfstellipen 
vTeln  sieb  unterscheidenden^  Tafeln  in  Iiück«»icht  der  mit  solchen 
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Tafeln  bemerkt  dar  Herr  Verfasser  auf  pag.  VI.  Folf^endes:  „Les 
logarithmes  d'additioD  et  de  sonstraction,  connä»  g^neralement 
80US  le  nom  de  logari Ihmes  de  Gauss,  ont  ponr  but  de  faire 
troiiver,  par  une  seiile  lecture  daiis  la  Table,  le  logarilhme 
de  la  somme  ou  de  la  diflTerence  de  dcux  nonibrcs»  doon^  par 
leurs  iogaritbmevS.  lU  oiit  et^inventes,  au  commeocement 
de  ce  8iecle,  par  I  ltalien  TiConelli,  qui  exposa  sa  d^cou- 
verte  dans  un  opuscule  tres-rare,  iaiprinie  ä  Bordeaux,  en  l'aii 
XI»  S0U8  Je  titre  de  Supplemeot  iogari th niique.  Mais  le 
peu  de  Ikveür  avec  lequel  ses  iravaax  furentd'abord  acueillis,  le 
fit  renoncer  ä  la  construction»  ou  da  moins  a  la  publication  de 
''cette  Table.  Cependant  une  traduction  allemande  du  SoppM- 
ment  logarithmii]^ue,  faite  en  1806,  tomba  eetre  les  mains 
de  Ganstf,  qui,  nön  moins  babile  calculateur  que  profond  g^- 
mdtre,  comprit  J'utiiit^  pratique  de  cette  nomrelle  m^Stliode»  et 
eonatruisit  loi*iiitoe  de  petites  Tables  ä  cmq  ddcunalea.  aur  le 
plan  propoad  per  rinveDteur.  Ces  Tables«  publUea  ponr  la  prd- 
mi^re  folg  en  1812,  dans  la  Corres poadanee  de  Zaeb,  «Dt 
dte  reprodnltes,  quelquefoig  avec  des  medificationa  plva  oii 
mein«  heureusesf  daas  la  plnpart  des  recoeils  deTables  imprim^ 
depnfa  cette  dpoque.  ea  AlJemagDe.  en  Angleterre  et  mönne  en 
Italie.^  —  Snnm  ciUqtitel  ist  der  preqsaiacbe  Wablspmcb  und 
auch  der  unaerige;  deshalb  haben  wir  das  Vorsiebende  volletibidig 
mitgetbeilt,  indem  wir  noch  anf  die  Nouvellea,  Ahnales  de 
Mathdnatiqnes. ,  Tome  X.  page  288  und  Tome  XII  page 
171  Terweiseo. 

Ausser  diesen  drei  den  Hauptinhalt  bildenden  Tafeln  enthält 
das  trefflicbe  Bucii  noch  eine  grosse  Anzahl  andere  r  für  den  prak* 
tischen  Geliraueh  sehr  nützlicher  Tafeln,  worüber  wir  bcbliesslich 
noch  Foli^endes  bemerken.  Als  Anbang  zu  Tafel  I.  finden  wir 
zuerst  ein  sehr  gut  eingerichtetes  Täfelchcn  zur  Verwandlung  der 
Grade,  Minuten  und  Sccunden  in  Decimalfhollc  des  Halbmessers 
und  des  Quadranten;  dir  Minuten  und  ISeeunden  in  Dcci mallheile 
des  Grades;  der  Grade  und  Minuten  in  Secunden  und  umgekehrt. 
Der  Tafel  H.  i^oht  •eiue  Tafel  der  wichtigsten  Formeln  zur  Auf*' 
iijsniiLj  der  ebeueri  und  spliärische?>  Dreiecke  voraus,  und  als  An- 
hang ist  dieser  Tafel  beigegeben  ein  Täfeicben  der  natürlichen 
Sinus  und  Cosinus,  Tangenten,  Cotangenten  und  auch  der  Se* 
canten  und  Coaecanten  für  die  einzelnen  Grade»  ao  wie  ein 
Täfelchen  zur  Verwandlung  der  Stunden,  Minuten  und  Secimden 
in  Sexagesimaltheile^des  Kreis^  und-  Uecimalthcile  des  Tages» 
Ferner  finden  die  Leser  Ta£eJn  zur  Venvandbing  der  natüiliehea 
LogAi;ltiimen  Ja  gemeine  und  nmgekebrt,  eine  Tafel  ebur  grUee^ 
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feil  Anzahl  in  der  üfatheinaHk  onii  Astronomie  häufig  in  Abwen- 
dung koihmeoder  Zahlen  nebst  ihren  LogarUhmen,  ancb  eine  Tafel 
srnr  Er)«Ichtoraog  bei  Zinszinsrechnnngen,  Tafeln  der  Logaffithmen 
▼on  1.2.3....»,  1 .3.5....(2ii — i),  2",  alle  Logarithmen  mit  8 
Decimalen;  eine  Tafel  der  achtstelligen  Logarithmen  der  Zahleo 
von  100— 1000;  eine  Tafel  zur  Berecbnung  der  Logarithmen  auf 
90  Decimalen;  Tsfelcheo  der  Logarithmen  und  AnfilogarHbmeii 
nit  4  wd  3  Dedmalen;  eine  Tafel  der  kleinsten  Divisoren  der 
dnrcb  2«  3,  5»  J]  nicht  Iheilbaren  aasammengeseulen  Zahlen  ▼en 
411  bis.  lOML  .AofiSeite  114—116  sind  ferner  noch  eine  nngemein 
grosse^  Anzahl  wichtiger  Zahlen  nebst  ihren  Logarithmen  susam* 
BMOjgeetellt  (aneh  Anciennes  mesures  freJifaises;  M  esures  angjaisee; 
Deneit^e  des  solides  et  liquides^  Denaltds  des  gas  et  des  Tapeur«» 
Celles  4e  Tair  ^tant  1);  und  den  Beschtuss  macht  eine  .in  Qnart- 
formet  besonders  beigefügte  Table  antilogaritbmiqne  a  4  Ddcl- 
males. 

Das  Format  dieser  sehr  sehOnen  Tafehi  ist  zwar  etwas  gross» 
aber  heineslregi  unbequem,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  eine 
Tafel  von  der  ganzen  Tendenz  der  Torliegenden  nicht  in  der 
Tasche,-'  sondern  auf  dem  Tische  gebraucht  werden  soH.'  Der 
DMck  ist  sehr  deutlich  mid  «elNirO '  das  Papier '  Uliigen  ■  An- 
sptiKhen  vollkomnien  genOgend;  der  Umfang  der  ganzen  Tafel  nur 
116  Selten.  - 

Wir  fas^D  unser  .Urtheil  dahin  zusammen,  dass  dieser  Tafel 
der  Vorrang  vor  allen  uns  bekannten  jejtat  v^haadenen  fünfstel- 
Ilgen  Tafeln  gehährt;  dass  dieselbe  eine  grössere  Anzahl  dem 
Herrn  Verfasser  eigenthfimiii:her  Einrichtungen  beaitst,  welche 
der  Geoanigkeit  des  Gebrauchs  in  vielen  Beziehungen  Ci&rderlich 
Sinei  S  4as«  die  Tefplo  Alles  enthslten»  vprsuf  der  uamerlsclie 
Cilenl  stt  seiner  mügilch«|f^n  Erlewhtemng  ttn4.  AbkUrsttog.bel 
dem  jetzigeii  Stsude  i|«r  Wissenschaft,  Anspräche  zu  ergeben  be- 
teebtigt  isl;,natarläch  immer  innerhalb  der  den  Tafeln:  gegebenen 
Awde;hninaig  von  nur  fvüif  Decimalen;  und  dass  die»  SInleiteng 
sefcr.viel  Lehrreiches  enthält,  was  in  anderen  Tafeln  sieh  niebt 
Metf  und  dem  Herrn  Verlaaser  eigenihCbnlteh  ist  • . 

I 

Wir  empfehlen  daher  diese  Tafeln  namentlich  auch  unseren 
deutschen  Schvien  recht  sehr  xur  Beachtung,  «nd  mSchteo  wohl 
irfinschen,  dass  Hr«  M  a  1 1  e  t  -  B  a  c  h  e  I  i  e  r  sich  entschlösse^  eine  be- 
sondere Ausgabe  mit  deutscher  Einleitung  u.  s.  \v.  au  veranstslteu« 
irezn  natfirlich  er  allein  in  commercieller  Hinsicht  berechtigt  ist. 
Empfange  der  Herr  Verfasser  noch  unseren  besonderen  Dank  för 
das  treflilebe  BMIein,  das,  seitdem  es  uns  bekannt  gevvorden. 
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uaaer  fortwäbr^nder  Begleiter  bei  unseren  eigenen  A^bei^en 
in  gleicher  Weise  wie  die  sechsstelUgeo  Tafeln  voD-.ßjr^qiiker» 
9iQtieii«tflMigeii  von  ^chrvo  n.  s.  yr,    Qr  v 

'  ;r     •        .  ,  .      •    ♦    .  •  V.*  .T.i. 

Handbuch  der  aiceitraUchen  Analviaiä  von  ^ithlü- 
.milch^  3.  AuHaße,  Jena  1ÖÜ2.  .  -     ..    .  , 

Von  dlesöin  mit  Recbt  b^liebteo  Lehi^aehe  li^gt  9le  drütie 
kOrxlicli  eriichienene  Auflagie  vor  ntis,  welche  CSr  dle  'Br^ucbbaiS 
ke!^' des  Werkes  und  das  Streben  des  Verfa^^sers»  die  neuesten 
Fortschritte  der  Wissenschaft  für  das  lernende  Publikum  frucht* 
bar  zu  machen,  das  ijiinstigste  Zeugniss  ablegt.    Es  «iirde  über- 
flüssig sein,  die  cigeiithühmlichen  Vorzuge  eines  Werkes  aus  ein- 
ander zu  setzen,  welches  seit  länger  als  einem  Decennium  dazu 
gedient  hat,  den  Matheniatikbetiisscneii  das  Eindringen  in  das 
Reich  der  Analysis  zu  erleichtern,  ^unial  auch  in  der  neuen  Auf- 
lage die  Anordung  des  Stoffes  und  der  allgemeine  Gedanken- 
gang ungeändert  geblieben  siiul.    Dagegen  hat  die  Bearbeitung 
der  einzelnen  Capitel  wesentliche  Umgestaltungen  erlahren,  welche 
zu  Gunsten  einer  grösseren  PrScision  der  Darstellung  ond  einer 
vermehrten  Vollständigkeit  uikternooimen  worden  sind^   Wir  heben 
namentlich  die  Unter^uchmigen  über  Grenzvrarthe  und  die  SlUtel- 
werthe  der  Functionen,  bo  wie  die  Lehre  von  der  ConvergeRK  der 
iinendiiehen  Reihen,  und  die  Berücksichtigung  einiger  Eigenschaf* 
ten  der  complexen  VariabilitSt  der  Functionen  hervor,  welche 
letztere  in  der  Functionenl^hre  täglich  an  W^ichtigkeit  gew  innt. 
AI*  AniMng  «kid  die  Elemente  der  Theerle  der  bdiieren  Gleichen* 
gen  frafgenemmeo»  wobei  nur  2U  bedteem»  dass  der  Verfteaer, 
dvreh  den  ^ngemeeeenen  Raum  beeebrSnlct*  von  den  inteveMaaten 
atgebraieeiien  CJntersnefanngen  dber  die  allgemeinen  Eigenncbaften 
der  ganaen  ratienalen  ITjanctionen  nur  wenige  F^ndamentalaittae 
bat  fflittbellen  binnen.  •  -Wir  hdftm,  daee  irota  der  BrIllBning  Mm 
Verfassers  in  der  Vorrede,  dass  der  sogenannten  al)|<ibhibelMD 
Analysis  keine  eigentlich  wlssenschartlicbe  Berecbügung  zuge* 
standen«  werden  kSnne,  das  vorliegende  Lehrbuell'  ^gerade- «von 
denen  am  eifrigsteh  stndirt  werden  mtige,  welche  'anf  WI^mh* 
scbaftllcbkeit  Werth  legen,  und  glanhen  namentlich  den  iStndiren- 
den  und  Lehrern  der  Mathematik  das  Werk  aus  d^m  Grande 
empfehlen  zu  müssen,  weil  allenthalben  diejenigen  strengen  Vor- 
stellungen zum  Grunde  licleg^t  sind,  tvclche  auch  bei  den  weiter- 
gebenden Untersuchungen  der  sogenannten  Analysis  des  Unend- 
lichen als  fundamental  anzusehen  sind.  '   '  ' 

Leipaig.  Wllb.  Sebetbner/ 
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Le^ons  calcul  difftf  rcntiel  et  de  cfalcul  iot^gi'al» 
r^dig^es  d'apr^s  les  methode^;  et  les  ouvrages  pn. 
blUs  OD  lo^dita  de  A.  L.  Cauchy.  Par  M.  l'Abbö  Moi* 
gno.  Tome  IV.  —  Premier  fascicuie.  Calcul  des  rarfa.* 
ttons^  r^dig^  en  col  labo  ration  atec'M.  Lind  eilt  f*  Pari«.' 
MaUet-Bachailer.  186K  S«. 

Leider  ist  es  uiift  nuch  nicht  niüglich  c;eweseDy  diesem  nach 
onierer  Ueberzeuguiig,  so  weit  nach  einer  nur  oberflächlichen 
Ansicht  dieselbe  sich  geuimien  las.st,  wichtigen  Werke,  welches 
fw  unserem  Hedauern  er;st  in  diesem  Jahre  in  unsere  Hände  ge* 
langt  ist,  ein  so  eingebendes  und  vollständiges  Studium  za  wid*> 
men,  wie  es  erforderlich  ist,  wenn  man  sich  für  berechtigt  halten 
will,  ein  bestimmtes  ürtbeii  über  dasselbe  auszusprechen.  Abai' 
ligaro  düffea  wir  bei  einem  solchen  Werke  nicht»  vrenigstena 
uiei«  Leaef  aobald  al^  möglich  von  dessen  Existeaa  in  Kennt- 
■iis  na  aetaen  und  auf  dasselbe  dringend  aufmerksam  zu  machen. 
Biae  nnaftthrUcbere  Anae^  wird  demnächst  heatlmmt  folgen. 


Deila  Legge  ende  an  Elltaaoide  eterogenee  pre- 
pagn  la  ana  attTa^zlone  da  pnnto  a  pnnte.-  M'emerla  del 
Prof.  Domenleo  Gfaelitfi  (Lette  nelta  Seaalone  del  91 
Febhralo  Vm»  ed  «atrntta  dal  Ve*!.  L  Serie  II.  d eile 
Meinerle  dell'^  Atieademia  dell'e  Seiewae  dell*  ietUntei 
i\  Bolejina).  BoHogna.  Tipografia  O  am  her  In}- e  Pl«^« 
meggiant   1862.  4».  - 

Bei  Gelegenheit  der  Anzeige  des  „Rendiconto.  Anno 
accademlee«  1860 -»1861"  der  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Bologna  ist  von  dem  obigen  Memoire  des  trefflichen  Herrn 
Verfassern  im  LIterar.  Ber.  Nr.  CXLVIIL  jäf*  16  eine  vorläufige 
Kacfirtcht  gegeben  worden;  wir  freuen  una>  von  der  uns  jetzt 
selbat  voriiegonden  anageaeicbueten  SichrKt  nop  eine  auafäbril- 
chere  Anzeige  liefern  an  k&onen. 

Der  Herr  Verfasser  hat  eine  neue  Auflosnnc;  des  j^chon  viel- 
fach von  den  grössten  Geometern  behandelten  Problems  in  gröss- 
ter  Aiigemetobcit  gegeben,  indem  er  namentlich  auch  ein  hetero- 
genee.  Eilipaoid  betrachtet»  d.  h.  einen  von  einer  eUipaoidiaeben 
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Fläche  eingeschlossenen  Körper,  in  welchem  die  Dichtigkeit  voo 
Schicht  zu  Schicht  isich  nach  eiuein  gewissen  Gesetze  verändert*), 
indem  er  ührigens  natürlich  üherall  das  ISewton'sche  Attractions- 
Gesetz  2U  Grunde  legt.    Nachdem  er  der  sich  lut-hr  im  Bereiche 
gpecieller  Fälle  haltenden  Aullüsungen  von  Newton,  Maclau- 
riD,  d'Alembert   und  Lag  ränge    kurz  gedacht,  spendet  er 
den  allgemeinen  Aullösungen  von  Legendre,  Laplace,  Poit*- 
son  das  gebührende  Lob  und  nennt  die«ie,  freilich  einen  grossen 
Apparat  des  Caicnis  in  Anspruch  nehmenden  Losungen  ,,solu- 
ziooi  dirette'S  vpogegen  er  die  Liisungen  von  Ivory,  Gaus«, 
Radrlgues,  Cbasles,  welche  durch  besondere  Kunstgriffe 
(an  uns  der  Kürze  wegen  dieses,  wenn  auch  nicht  ganz  passen« 
den  Worts  «o  bedienen)  —  die  Schwierigkeit  und  Länge  der  direetMi 
Auflösungen  zu  vermelden  gesuefat  babeh,  mit  dem  Namen  »rSei- 
luzioni  indirette''  belegt»  und  xwar,  indem  wir  stir  Vermeidung 
jed^e  Missverstftndnisses  uns  der  eigenen  Worte  des  Herrn  Ver» 
(mm  bedienen »  den  Grund  fiir  diese  Benesnnng  dednicb 
spricht/ dass  er  von  diesen  Lilsnogen  p.5.  sagt:  «»bsciano  ael 
fondo-alcun  che  d'incom|»leto,  non  s?elaado  tntte  le  intime  e  se- 
grete  attinense  delle  varie  parti  dei  problema.*' 

Der  Herr  Verfasser  i;iebt  nun  in  dieser  Abhandlung  eine 
neue  Auflösung  des  berühmten  Problems,  welche  den  voo  ihm 
für  dieselbe  in  Anspruch  genommenen  Namen  einer  völlig  di- 
recten  Anflösnng  in  der  That  vollständig  verdient,  indem  er, 
von  den  ersten  und  einfachsten  Principien  aasgehend,  anf  vGUig 
directem*  natllriicb  analytischem,  Wege  an  allen  Bestinuna|igen> 
anf  die  es  hier  ankommt,  gelangt,  ohne  ^  um  so  za  sagen  — 
alle  besonderen  Kunstgriffe  (s.  vorher)  and  ohne  allen  vreitläufi* 
gen  Calcol,  so  wie  denn  Qberbaapt  die  gaoso  hier  gegebene  Dar- 
slallQttg  durish  besondere  Einliehbelt  der  Keebnaiig  sich  In  der  vor* 
Iheilhaftesten  Weise  ansaelcbnet.  In  der  ersten  ««Pre lim inari** 
tiberschrlebenen  AbtbeUnng  werden  die  allgemeinsten  Ansdrffcke 
fiür  das  Potential  und  die  Ansiehnng  eines  Massen  •Systeme 
in  Bezog  anf  einen  gegebenen  Punkt,  zuerst  in  Bezug  auf  recht» 
irinklige,  dann  aber  vorzüglich  fdr  polare  Coordioaten,  vod  ireleben 
letzteren  Oberhaupt  la  dieser  Abhandtong  der  VIeliWebste  und  vor- 
theilbafteste  Gebranch  gemacht  vrird,  entwickelt,  wobei  oatffrllcli 
auch  die  Besprechnng  der  Niveau- Flächen  sich  von  seihst  darbie- 
tet. Die  ganze  Untersuchung  ist  dann  zunächst  in  zwei  Kapitel 
getheilt,  näiulich:    Cajpo  1.    Geiiefalitä  risguardanti  l*at* 


*)  U.  o*  A.  auch  eine  frohere  Schrift  von  SchlAmlleb:  Her 
AttractionicaUoL  £iiio  lllonogrBpbie.  Halle  mi,  8^. 
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trazione  di'an  fitlissoiile.  Art.  1^:  Forroole  differeaziali  re- 
iatlfe  air  attrazione  ed  al  potenziale  di  uno  strato  ellUtico.  Art.  2®- 
tnilicazione  del  raetodo  piu  diretto  per  determlnare  la  leijj^e  onde 
tto  Islii^soide  etert^^^eTieo  irradia  al  di  fuori  ia  sifä  forza  attrattiva. 
—  Capo  II.  Ayiplicazionodel  metodo  ad  unEtlissoide 
eterogeoeo.  Art.  l^.  A^üni  priiicipali  de'  coni  {K)^  e  superficie 
di  livello  nell'  attrazione  externa  deila  strato  ellittico  dE.  Art.  3^. 
Ftrmole  generali  rappresentanti  la  legge  onde  an  fiUleiioide  ete* 
rogeneo  pro|iaga  la  eua  attrazione  da  punto  a  paoto.  —  Dieeen 
beiden,  Torzugsvteige  die  eigene  liöaung  des  Herrn  Verfasseie 
enthaltenden  Kapiteln  ist  nun  aber  noch  beigefügt:  €»p«  III. 
Soluzioni  iodirefte  del  problema  relative  all*  attrailone 
dl  QU  Ellleeelde.  Art.  1^.  Solozione  indiretta  d'  Ivory.  ArtSK 
Solnaione  indiretta  del  SIg.  Chaelee.  Art  Z^,  2$oIaziöne  indiretta» 
desanta  da  ipielle  dl  Ganse  e  dl  O.  Rodriguee.  —  In  dieeem  drit* 
ten  Kapitel  cntwiekett  also  der  Herr  Verfasser  die  von  den  ge- 
mmoleii  Geometern  gefundenen  besonderen  Sätze  und  Formeln 
iv  eigeDtfattmiieher»  denselben  mancbe  neue  Seite  abgewinnender 
Weise,  irodarcli  er  sieb  necb  das  besondere  Verdienst  erwirbt, 
lUts  man  In  dieser  Sebrift  zugleicii  In  eonsequenler ,  fllr  und 
durcb  sieb  selbst  verstSndtteber  Darstellung  das  Wichtigste  bel- 
«unmen  findet,  was  in  Bezug  auf  das  In  Rede  stebende  berOhmte 
Problem  geleistet  worden  ist. 

Wir  machen  hiernach  alle  Mathematiker  auf  diese  neue  Schritt 
des  Herrn  Professor  Chelini  dringend  uulmerksam,  und  wün- 
fichen  sehr,  dass  dieselbe  durch  einen  völlig  sachkundigen  Heber- 
selzer  auf  deutschen  Boden  verpflanzt  werden  möge,  ein  Wunsch, 
(leo  wir  auch  schon  in  Bezug  auf  andere  Schriften  desselben 
geehrten  Herrn  Verfassers  uns  in  diesen  literarischen  Berichten 
Msznsprecheu  erlaubt  haben.  Vielleicht  gelingt  es  dem  Hefr 
awgeber»  einen  seiner  ausgezeichnetsten  Schüler,  Herrn  Curtse» 
der  an  seiner  eigenen  Belehrung  und  seioem  eigenen  Vergnügen 
schon  die  trefflichen  Elementi  di  Calcolo  infinitesimale 
di  Barnaba  Tortolini.  Tom.  I.  Calcolo  difi erenziale. 
Roma*  1844.  8^  in  sehr  anerkennenawerther  Weise  übersetzt  hat, 
m  einer  solchen  Arbeit  zu  veranlassen;  aber  freilich  hält  es  in 
Deotsehland  jetzt  schwerer  als  jemals,  für  solche  Werlte  Ver- 
Ifger  an  finden,  da  bei  nns  die  popnUre  und  der  gewöhnlichen 
Praxis  dienende  mathematische  und  physikalische  Literatur,  in 
Verbindung  mit  einer  wahren  Flnth  der  gewöhnlichsten  Elemen* 
tir*Racher,  Alles  von  höherer  wissenschaftlicher  Bedeutung  sn 
ferschliogen  droht,  natfirlicb  mit  einigen  —  leider  milchten  whr 
last  wenigen  sagen  —  rfibmiichen  Ausnahmen. 
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Krystallographte.    "*  ' 

.  filvH«  forme. er ysttt Hin«  dl  alconl  Sali  derivati  d^y* 
▲mnoniafla  per  QhUUdo  SeJIa,  Meinbre  d*ll»*Atale  ! 
▲«oademia  dali*  •Scienae.   T.orine«   8t«inpa«ia  Rea4e»  * 

Herr  Quintiiio  Selta  in  Turin  hat  sich  bekanntlich  schon 
durch  mebrer^y  auch  in  den  Literarischea  Berichten  unseres  Ar- 
chi?s  früher  angezeigte  Untersuchungen  auf  deiq  Gebiete  der 
theoretiacheo  und  praktischen  Krystallographie,  so  wie  durch  seine  , 
«cbOne«  so  yi^i  wir  wissen,  auch  in's  Deutsche  übertragene  Dar-  j 
stellung'der  ▼erschied^nen  Methoden  der  zeicbnenden  oder  darstel- 
lendeo  Geometrie«  seine  auc|i  Im  Literar.  Ber,  angezeigte  Teprica  e 
Pratica  del  Regolo  caleolatore  u.  s.  w.^  sehr  verdient  genpAcht.  Die 
vorliegende,  iO  Seiten  «tarke  Schrift  mit  4  grossen  Figerentafelo» 
gehört  ganz  dem  Gebiete  der. praktischen  Krystallographie  an«.UDil 
enthält  eine  Menge  genauer  und  höchst  sorgfältiger  Messungen  und 
krystallographischer  ,  Bestimmungen  der  aof  -  dem  Titel  |;enaniiten 
Körper.  \Vir, können,  wie  aus  dieser  Natur  d^r  Schrift  .von  selbst  i 
hervorgeht;  ihrem  .Inhalte  hier  leider  nicht  welker  folgen^  sondern  I 
mffssen  uns  hegn0gen.  Alle,  die  sich  für  ^olc.he  Üntersnchongeo  , 
interesslren,  an  besonderer  Beachtung  derselben  aufzufordern,  j 
Welche  diefselbe  mit  dem  grüsüsten  Rechte  für  sich  in  Anspruch  ' 
nehmen  kann.    Nach  einer  Einleitung  besteht  dieselbe  aus  zwei  ! 
Theüen,  nämlich;  Parte  Prima*    0 es  er  iz  1  o  d e  delle  forme  j 
cri  stall  tue  di  ciascun  Sale  (in  22  Kapiteln).      Parte  Set"  : 
conda.    Paragone  tra  le  forme  cristalline  dei  Sali  d  e - 
scritti.  —  %iiadro  !•   Sopra  alcune  Diamine  e  Diamidi 
nionocline.    %uadro  8.    Joduri  ronib  ocdrici.    Q,uadro  3. 
SopTSi  alcuni  Safi  Aloidi  tri  in  etric  i.    Quadro  4t.  Rias* 
sunto  delle  forme  dei  Sali  des (  ritt i  in  questa  memoria. 
Noch  genauer  auf  den   Inhalt   einzugehen  gestatten   der  l^wm 
und  der  Zweck  dieser  iiterarischen  Berichte  leider  nicht 


4  *  * 

Vermischte  Schriften. 

S 1 1  z  u  11  s».s  he  r  r  c  Ii  t  e   der  k    i  s  e  r  I  i  cb  en  Akademie    der  ' 

W  issenschaf  ten  in  Wien.  (Vgl.  Literar.  Ber.  Nr.  CXUX.  ' 
S.  7j)      '  '  '  '  •  '  ' 

BbndXLIV.  Heft  in.  October  1861.   Schmidt:  Neuere 
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Beobachtungen  von  .Sternschnoppon- Schweifen.  S.  227.  - ^  iHai* 
diDger:    Bemerkungen  über  vorherc^ebende  Abhandlung.   S. '229. 
—  Jelinek:  Theorie  der  Pendeiabweichung.  S.24I.    (Der  Her' 
aungeber  des  Archivs  hat  bekanntlich  in   z^ei  Abhandlungen 
Archiv  ThellXXVll.  Nr.  XXV.  S.  224.  und  Archiv  Theil 
XXVHI.  ]Nr.  II.  S.  m  eine  ihm  eigenthümliche  neue  Theorie 
des  Foucault'schen  Pendelversocfas  geliefert,  in  beiden  AbhandluD* 
gen  im  Wesentlichen  ^sini  auf  dieselbe  Weise,  aber  mit  deik 
Unterschiede,  dass  die  erste  Abhandlung  die  Erde  als  eine  Kö- 
ge^ die  aeweite  dieselbe  als  ein  £Hlpeoid  voraussetzt,  was  freilich 
im  Torllegenden  Falle  streng  genommen  auf  dasselbe  hinfauskommt» 
und  bei  der  zweiten  Teraussetzung  nar  die  £infahrang  der  be* 
kannten  ModiGcation  des  Begrilb  der  .Breite  erfordert   l>ie  Cn- 
tersQcliiiiig  Ist  in  beiden  F&ften  mit  aller  dem  fleraasgeber  inSg- 
lieben  Legans  mit  Hälfe  der  Formeln .  der  analytlscben  Geometrie 
Im  Räume  geföhrt,  und  fiberati  ist  auf  ganz  strenge  GrSnzen- 
b^stlmmnugea  zur  Aclpgegfti^eti  worden.  Der  Herausgeber  dankt 
dem  Herrn  Profe^<^r  Jel^ek  re^bt  f ebr  fSr  das  guteäber  Hiiop 
Arbeit  gefällte  Drtbeil;  die  Nachstellt 4  mit  welcher  er  diefdbe 
anfgei)ommefl,  und  die  ihr  .von  Ihm  gevridmete  AuTroerksamkdt 
Zu  noqb  grösserem  Danke  aber  Ist  der  Herausgeber  demselben 
auch  im  Namen  der  Wissenschaft  yerpfllcbtet,  dass  er  diese  Theo- 
rie von  Neuem  auf  eigenthüoiliche  Weise  bloss  mittelst  der  .sphä- 
rischen Trigonometrie  entwickelt  hat,  und  dadurch  allerdiji^s  auf 
uoch  etwas  kürzerem  Wege,  — •  wa«  iler  Herausgeber  gern  aner- 
kennt —  aber  freilich  durch  mancherlei  geometrische,  an  eine  Fi« 
gur  nothwciuiig  sich  anschliessende  Betrachtungen,  genau  zu  den- 
selben lusuUatei!  wie  er  selbst  gelangt  ist,  namentlich  genau  zu 
demFelljpu  Ausdrucke  eines  Clements  der  PendelabvTeichung,  was 
Herr  Jeiinek  im  zweiten  Theile  seiner  Abhandln  (tu;  auf  interes 
sante  Weise  besonders  nachweist.    Der  HerausgebiCr  fVeti't  sich 
sebr>  die  von  ihm  entwickelfe  Theorie,  auf  welche  er  einen  ge- 
wissen Werth  zu  legen  keinen  Anstand  nimmt,  von  einem  so  ge« 
scbi^kten  Mathematiker  durch  eine  schöne  .eigenthümliche  Unter- 
suebung  vollkommen  bestätigt  zu  sehen,  und  erlaubt  sich  allen« 
die  sieb  für  die  vüllig  strenge  Theorie  des  beruhroten  Versuchs^ 
dessen  sonstige  Theories,  wie  Herr  l^roffssor  Jeiinek  mehrfocli 
ganz  richt^  bemerkt  und  hervorhebt,  an  sehr  grossen  .|lliogeln« 
Duokeibeiten  und  Ungenauigkeiten  laborireo»  interessiren  und  in 
solcbe  strenge  mathematische  Untersuchungen  wirklich  einzuge- 
ben versteben  und  den  aufrichtigen  Willen  haben,  diese  uns 
beiden  gemeinacbaftlie.be  Tbeorie  mir  Beacbbing  «nd-  wei- 
tmo^Anwendung  zii  empfeblen).     Knocbanbaner:  Peberilen 
Gebrancb  des  Lnfttbermometers.  Zweite  Abtbeilnng.  S*S59< 
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Studnicka:    Ueber  die  IdentttSt  der  Liebt-  und  Wärmestrah 
len  von  gleicher  ßrecbbarkeit.    S.  289.  —  Zeii  ger:  Mikrosko- 
pwcbe  Mesäungeo  d«r  Krydtallgestatteo  einiger  MetaUe.  5.297. 

Band  XLfV.  tieft  IV.  November.  1861.  Wiokler: 
Nacbweisung  einiger  Eigenachaflen  einer  ausgedehnten  Klasse 
transcendenter  Functionen.  S.  477. —  l\  o  eh  1  e  <1  er :  Mittbeiluugeu 
aus  dein  Lahoratorium  2u  l*rag.  S.  493.  —  iS ch  ü  (t  t  el d: ,Beob- 
achtuDgeo  von  verätiderÜcbeii  Sternen.  (Fortsetzung  aus  dem  XiUlL 
Bande).  S.503.  —  v.  Waltenhofen:  Notiz  über  Jobann  Kr.a- 
vogr«  Quecksilber  -  Luftpumpe.  S.  Öüti. 

Sitzungsberichte  der  küuigl.  böhmischen  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  in  Prag.  Jahrgang  1861. 
Juli— üecember.   (Vergl.  Literar.  ßer.  Nr.  CXLV.  S.  18). 

S.  23.   Herr  Professor  Jos.  Ritter  von  Haso er  hielt  einen 

Vortrag:  Zur  Geschichte  der  Kunstaugen,  und  legte 
sein  automatisches  Auge  vor.  (Der  Vortrag  ist  in  einem 
ziemlich  ausführlichen  Aulöatze  inltgethetliellt  und  das  neue  au- 
tomatische Auge  durch  eine  Zeichnung  erläutert  v\  ()rdL>ü;  wir  hai« 
ten  diesen  Aufsatx  för  in  vieler  Beziehung  sehr  inf eressant,  und 
machen,  so  wie  aut  den  Aulsat/,  auch  auf  das  automatische  Auge* 
weiches  von  Herrn  Mechaniiius  Spitra  in  Pra«^  verfertitjt  wird, 
aufmerksam).  —  S.  28.  Herr  Pierre  lielert  Mittheilungen 
über  das  sogenannte  unsichtbare  Licht,  naniontlich  über 
einige  Weidele'sche  V'ersuche  (Moser  in  künigsberij;  bezog  die 
bekannte  merkwürdige  Erscheinung  aut  die  Wirkung  von  Licht- 
strahlen, welche,  unserem  Auge  nicht  wahrnehmbar,  selbst  im 
Dunkeln  ihren  £influss  äussern,  und  nannte  diese  Erscheinung 
deshalb,  freilich  nicht  sehr  sprachricbtig,  das  unsichtbare  Liebt. 
Herr  Weidete  in  Wien  hat  durch  sehr  sorgOiltige  (Jntereaebott* 
gen  bewiesen,  dass  diese  Erscheinung  mit  der  Lichtfilrkung  gar 
Diebts  2ti  thun  liat,  sondern  eich  auf  Flachenwirkbngeo  und  die 
Aetlebangskräfte  der  feinsten  MolecGie  zurücl^flihren  Ifiitgt) 
8;^.  Herr  Karünel^i:  Ueber  die  Verbeeeeruog  der 
Bahiielemente  de«  Piatheten  (46)  Hestia.  (Ziemlicli  aus- 
flihrlielier  Auibata  mit' BliUbeliong  von  Formeln  und  sorgfältigen 
Reebrtnngen). 

Moaatsderleht  der  K8nigl.  Preaealaclfen  Akademie 
der  Wlaaenaefcaften  tnr  Berlin.  S.  Literar.  B^r.  Nr.  CXLtX. 

s.ii: 
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Septemirer;  Oetol»er  MOL    CM^X^fMx    Ueber  die 

Dispersion  des  Lichts,   mitgetheilt  rmn  Herrn  Weierstress. 

$.906—921.  —  Enclce:  Ueber  den  Pons'schen  Kometen.  S.  926 
—928.  —  Krön  eck  er:  üeber  die  Theorie  der  ali,'obraiöchen 
Fooctionen.  S.  933.  (Blosse  Mittheilung,  dass  eine  Abliaodlnng 
über  den  genannten  Gegenstand  gelesen).  —  Weierstrass: 
Ueber  die  geodcätisclien  Linien  auf  dem  dreiachsigen  Ellipsoid. 
S.  986  —  S.  097.  (Wir  machen  auf  diesen,  den  ersten  Theil  einer 
grosseren  Arbeit  über  die  geodätischen  Linien  bildenden  Aufsatz, 
worin  Herr  W.  von  der  Eigenschaft  der  geodätischen  Linie  aus- 
geht, das8  dieselbe  als  der  Weg  betrachtet  «erden  kann,  den 
ein  Punkt  dnrchlänn,  welcher  jjezwunijen  ist,  auf  der  Fläche  zu 
bleiben,  aber  von  keiner  beschleunii^enden  Kraft  getrieben  tvird, 
aufmerksam  und  hoffen  auf  diese  Arbeit  später  im  Archiv  selbst 
zarfickzakommen). —  Christof  fei:  Nachtrag  zu  der  am  14.  Octo- 
ber  vorgetragenen  Abhandlung  fiber  die  Dispersion  dee  Lichts» 
niCgetbeiiI  von  Herro  Weier^trase.  S. 997  — 8.909. 

November  I86L  Schunemann:  Ueher  den,  Druck  im 
tliessenden  Wasser,  vorgelegt  von  Herrn  Weierstrass.  S.  1010. 
(Blosse  Mittheilung,  dass  die  Abliandhing  vorgelegt  worden).  — 
Dove:  üeber  eine  graphische  Methode,  das  Verhältniss  des  Festen 
und  Flussii^en  auf  der  Erde  darzustellen.  JS.  1043.  (Blosse  Mit- 
tbeilung,  dass  ein  betreffender  Vortrag  gehalten).  —  H.  Baltzer: 
Zur  Geschichte  des  Euler*8chen  Satzes  von  den  Polyedern  und 
der  reguiäreo  Sternpolyeder.  (Sich  anschliessend  an  eine  Mit- 
tbeilang,  die  Herr  Proubet  am  '23.  Aj^ril  1860  der  Pariser  Aka- 
demie  genvacbt  bat,  vreiset  Herr  Baiteer  in  diesem  interessanleii 
Aatetze  nach,  dass  bereits  Descartes  das  Ober  hundert  Jabre 
später  1752  entdeckte  dran dgesetz  der  Theorie  der  Poiyeder  ifoU- 
•tSndig  gekahat  bat,  «nd  adiliaaat  aeine  lehrreiabe  MitthBlhMig 
nit  de«  Wartaas  .     .  ^ 

Demnach  ist  es  nicht  zweifelhaft,  dass  zu  den  glänzf^nden 
Leistungen,  welche  Descartes*  Namen  verherrlichen,  auch  die 
Entdeckung  des  Grundgesetzes  der  Polyedrometrie  gehurt,  und  • 
dass  Kuier  hintort  gemeinschailiich  mit  dem  grossen  Vort^änger 
der  neueren  Analysis  den  Ruhm  jener  Entdeckung  haben  wird." 

Aosaerdem  nlmfat  Herr  Baltzer  rückaichtlicb  der  Erfin* 

dang  der  regulären  Sternpolyeder  Keppler  gegen  Herrn  Ber- 
trand in  Paris  in  Schutz,  welcher  behauptet  hatte,  dass  K  epp- 
ler bei  der  Eründung  solcher  Polyeder  genannt  zu  werden  kein 
Kecht  habe. 

Wir  irttrdaii  gern  Herrn  Baltaer'a  Aufsatz  hier  volfatind^ 
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amtheileB»  gbMe»  «k«?  «iMi  tttebt  «hie  iBflniilmitti  «Ur  KMgl. 
Abidewie  der  WiaMsadbefte»  tli«i  bo  dfitfen,  und  mfisseii  aM 
^ber  vorbehalteni  später  auf  deoMtbeo  surSclusukonimeii). 

"'  becember  J86L  E  Ummer:  Ueber  die  Klassenzabl  der  aus 
fiten  Ein beiUworxeln  gebildeten  comple^en  Zahlen.  S.  1051— 
lOöä.  ,  (BeiognehmeDd  atif  die  Arbeiten  der  Jßierren  Reuecble 
in  Stuttgart  nnd  Fache  in  Berlin.  Eine  au»rahrlicherei  Mittliei- 
laogVird  in  Aneaicht  .geateUt).  —  Dove:  Ueber  die  bei  binecn- 
larer  Betrachtung  durch  Rotation  entstehender  Lichtlinien  durch 
verachiedenarttge  Gläser  hervortretenden  Farben.  S.1054— ä.l055. 
— '"Magnus:  Ueber  den  Durch  gang  der  IVärmeetrahlen  dnrch 
feuchte  Luft  nnd  über  die  hygroskopischen  Eigenschaften  des 
Steinsalaes.  8.1128-8.1132.  —  8ch3nenianni  Deber deh Diruclc 
im  fliessenden  Wasser.  8. 1136  7- 8. 1146.  (8.  vorher  November). 

•Maiinar  1862.  Dove:  Ueber  anometrischo  Bestätigung  den 
ürebungsgesetzes  auf  Bermuda  in  Australien.  S.  5  — S.6.  — ^ 
Krone ck er:  Ueber  die  Discriminante  algebraischer  Functionen 
eiper  Variabein,  8.8.  —  Bor chardt:  Ueber  vollkommene  Zab* 
len.  8.8.'-*-  (Zwei  blosse  Mittheilungenj  dass  betreffende  Ab- 
haqdlungen  gelesen  worden). 

Februar  1862.  Encke:  Bcrechniingen  der  hiesigen  (Berli- 
ner) Beobachtungen  des  Cometen  von  Pens  bei  seiner  Wleder- 
orscheinung.  S. 91 — S.  97.  —  Dove:  üebor  das  HörbnrnaiMihen 
voii Beitönen  durch  Interferenz.  S.  97  —  S.  100.  — *  Kiepert:  Dar- 
stellliog  des  Landäquators  und  kSeeäqnators,  vorgelegt  von  Herrn 
DoTe.  S.  100.  —  Dove:  Ueber  die  Witterongaterhältnisse  des 
Jahres  1861  und  die  damit  lusamrtienhängenden  ungewöbnliohae 
U^berschwimbnngen  im  Winter  18^ Vs«-  JOO.  Weierstraa«: 
BcvnerkunGfen  Aber  die  Integration  der  hy^relliptischen  Differen- 
tial-Gleichungen. 8. 127  — '  S.  133.  —  Dove:  Ueber  die  diesjährig 
gen  Ueberschwemmungen  und  ihre  Grunde.  8.142.  ,  (Bioesa  Mit* 
tiieiliVig*  dass  ein  betreffender  Tortrag  gehalten).  Pnalzow: 
I/"tieher  die  Richtung  und  Art  der  Entladung  der^jeydner  Bat- 
terie. '  II. .  t[eber  die  Magnetisirung  der  8tahloadeln  durch  dan 
Strom  etner  Leydner  Batterie;  mitgetheilt  von  Herrn  MagBÜa. 
8.162--S.Iß6. 

MSrz  1S62.  Rüdorff:  Ueber  das  Gefrieren  von  Salslunnn- 
gen,  mitgetheilt  von  Herrn  Magnus.  S.  163  —  S.  165.  —  Hove: 
Ueber  die  nicht  periodischen  Verändemn^^'en  der  Teinpera^tnr, 
dargestellt  durch  fünttägige  Mittel  (zweite  Abhandlung)  und  dar- 
gestellt durch  monatliche  Mittel  (siebente  Abhandlung).  S.  170. 
(Ohne  Attsaug).  ^  In  dar  in  d«r  üffsntUcben  8it«ung.veea  27.  Märx 
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gehaltenen  Rede  (8. 172 --8.182)  niaclil  Hmt  Kuck«.  D.  in* 
teiressante  Mittheiluiigen  über  die  becfibmte  Entdeokm^  •  fMl 
Bansen  uod  Kiichhoffmit  iiücksicb  t  auf  i  lir  VerbaltAUs  aov 
Astrononiie«  '     '  '  •  ^    •  <  . 

:  •     -  .  f      •  • 

Bnlietin«  de  TAcaddoiie  Royale  des  eciencee«  de« 
lettres  et  de«  bea^x  arte  de  Belgique.  (Vergl.  Literar. 
Ber.  Nr.  CXXXyi.  >  11), 

Die  grosse '  Anzahl  ansQzeigender  tScbriften  hat  zu  meinem 
giilesten  fiedanern  eine  längere  Unterbrechung  in  der  Anzeige  die- 
ser niidrtigen  ..ftnlletina**  berbeigefObit.  Das  Versäumte  soH 
m  aber  ebne  fjnterbiredknng  sohneli  nncbgebolt  werden. 

S?"»*  Annee,  2'^^^  Ser.  T.  IV.  1858.  Expose  d'un  principe 
concernant  Tintersection  des  surfaces  avec  applicatioa  a  la  re- 
cherche  des  proprietes  des  surfaces  du  second  ordre;  par  M. 
MeiCT,  Rapport  de  iM.  T  i  m  lu  ermans.  p.  6.  —  Perturbationd 
magnöliqups.  Anrdre  btireale.  Violent  treniblemeut  de  terre  en 
Ualie;  coiiimuni(  atlons  de  M.  A.  Quetelet.  p.7.  —  Sur  l'^tat 
raeteorologique  de  la  ville  de  Gand,  pendant  l  au  nee  1857;  par 
M.  F.  Duprez.  p.  11.  —  Memoire  sur  ta  Classification  des  lignes 
dn  3*"*  degre;  par  M.  Da  göre  au.  Rapport  de  M.  ßrasseur. 
p*80«  —  Recherches  sur  les  proprietes  geometriques  de  mouve- 
mens  plans;  par  M.  Gilbert.  Rapport  de  M.  Lamarle.  p.82. 
—  Eclipee  de  liuie  (in  27  Fevrler  1858,  et  occuitations  dVtoilee, 
par  la  lune,  observes  an  1857.  p.  237«  —  Note  enr  un  thäoreme 
relaflf  k  la  tbdorie  des  roulettes;  par  M.  Lamarle.  p. 'i'i9. 
(Sehr  beachtenswerth).  Eclipse  de  solcil  du  15  mara  1858; 
netice  par  M.  A.  Quetelet.  p. 282.  —  Memoire  sur  le  calea- 
drier  afabe avant l'islamienie,  par  M a hjn oud  Effendi,  astronome 
^gyptien.-  Happnrt  da  capttaine  Liagre.  p.37L  fllagndUnme 
terrestre  (M.  Erneet  Quetelet).  p.378. 

27"'^  Aon 6,  ^2"*'  Ser.  T.  V.  1858.  Sur  un  appareil  ä  levier 
sabstitue  au  micrometre  des  instruracnUs  de  pröcision;  par  M. 
A.  Boblin.  Rapport  du  capitaine  Liagre.  p.3.  —  Theorie 
geom^trique  des  rayons  et  ceolres  de  courbure.  Application  au 
lima^on  de  Pascal.  Kectilic  atioti.  Rayons  et  centres  de  courbure; 
par  M.  Lamarle.  p.  5  (in  !j»  ometri«jcher  Rücksicht  sehr  beach- 
tenswerth).  Note  sur  un  principe  renmrquable  en  ireonietrie; 
par  M.  Ernest  Quetelet.  p.  15.  (Bezieht  sich  aut  die  Curven 
der  dritten  Ordnung;  im  Eingange  sagt  der  Herr  Verfasser:  ,JI 
y  a  qaelque  temps,  m'occopaot  de  la  ddtermination  des  courbes 
par  tin  eertain  nombree  de  lenr^  ..points»  mou  attention  fot  attir^ 
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sur  ce  falt  assez  curieux:  une  coarbe  de  tfoftlAine  ordre  est 
compl^teroent  detcrmtnö«,  (]uand  on  connait  neuf  de  ses  points,  et 
cependant  deux  courbes  tie  troisietne  ordre  coupent  en  rieuf 
points.  Er  weiset  auch  auf  eine  Abhandlung  Euler's  in  den  Me- 
moires  de  Berlin  174b  über  eine  contradiction  apparente 
daiis  la  doctrine  den  lignescourbes  hin,  nnd  8cblies8t  daran 
lehrreiche  Bemerkungen,  die  wir  einer  weiteren  Ausführung  fiir 
sehr  Werth  halten,  nnd  unsere  Leser  deshalb  auf  den  zwar  kurzen, 
aber  lehrreichen  und  interessanten  Anfsatz  aTifmerkf^am  machen.)  — 
Sur  la  constance  dann  Je  nomhre  des  mariages  et  sur  la  statistique 
roorale  en  g^niiral;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  89.  —  8ar  la  diffe- 
rence  des  longltndes  entre  Berlin  et  Bnixelles,  d^termin^e  par  la 
tälegraphie  ä|«etrique  (Extrait  d'an  article  de  M.  Encke).  p.  115. 

—  Sur  le  magnetisme  du  globe;  par  M.  Uansteen.  p.  120.  — 
Sur  I'occaltation  des  Pleiades  par  la  lune.  Extrait  d*une  lettre 
adress^e  ä  M.  Bache  par  Ad.  Quetelet.  p.263«  j^toiles 
filantes  de  la  periode  du  niois  d*aodt  186^!,  obaer^äes  par  le  Di' 
r  •  c  t  eur  et  lea  A  i  d  e«  de  l'observatoire  royal  k  Bmxelles.  p.  205. 

—  Experienee  d'optiqae  permettaot  d'obtenir  d'ane  aeale  ^prenve 
phoiographique  la  aenaation  d'on  eorpa  en  relief;  par  M.  A.Bob* 

'  lin.  p.304.  Sur  rintensUd  du  magnetiamo  terreatre,  et  parti* 
colierement  a ,  Briucellea ;  lettre  de  M.  Han ateea  k  AI.  Ad. 
Quetelet.  p.330.  —  Theorie  gdotaidtrique  dea  centrea  et  axea 
inatantanda  de  rotation;  pär  M.  Lamarle.  p.3J0.  (Beaotiders 
wegen  der  Einfacbheit  der  Betraebtong  beacbtenawerth).  —  Sur 
la  eonatitotion  physique  da  aoleil;  par  M.  Cbarlea  I9o0l.  p. 006. 

(Fortsetxnng  folgt  nächtteas.) 


AaffnrderaDg  an  die  deotsehen  Madiemaüker  ond 

Physiker. 

Alle  Mathematiker  und  Physiker  machen  wir  auf  die  diea- 
jahrige  in  Karlsbad  Statt  findende  37^te  Versammlung  dent* 
scher  Naturforscher  und  Aerzte,  bei  welcher,  wie  wir  zu  unserer 
Freude  hären,  gleichzeitig  auch  eine  grüssere  Anzahl  namentlich 
juagerer  Astronomen  zuaamroenkommeB  werden,  recht  sehr  auf- 
merkaam.  und  wfloacbeti  recbt  sablreiebeBetheHigung,  da  gewiaa 
Alle»  aufgeboten  werden  wird,  um  die  Versammlung  ao  angenehm 
nnd  lehrreich  ala  moglic!)  zu  machen,  und  der  herrliche  Ort  der 
Veraammhing  gewiaa  einladend  genug  iat.  Crrnnerf. 

1.  Hai  1861 
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Anzeige  einer  Büste  von  Kopemikus. 

Ich  erlaube  mir  Gipsabgüsse  einer  Büste  von  Nikolaus  Kö- 
pern ikus,  die  ieh  im  Aolltrage  der  Universität  zu  Kralfau  filr 
das  dortige  Museara  ansgefilbrt  habe,  zum  Verlcaufe  aozubieten. 

Dem  Kopie  i^l  das  Porträt  von  M.  Baseti  zu  Grunde  gelegt. 
Den  Sockel  bilden  zw€m  Ilücher  mit  den  Aufschriften:  Rei^io- 
inontanus  und  Purbach.  Die  eigentliche  Console  zeigt  vorn 
die  Originalzeichnung  des  Weitsystemes  von  Kopernikus,  die 
abgestumpften  Ecken  sind  mit  dem  Astrolabium  und  der  Armil- 
larsphäre  verziert,  die  linke  Seitenfläche  hat  die  Namen:  Philo- 
laas,  Nicetas,  Aristarchus,  die  rechte  die  Namen:  Rheti- 
CQs,  Galileiy  Kepler  eingegraben.  Das  Ganze  wird  von  einer 
Eule  getragen,  die  das  Jageiioni sehe  Wappen  in  ihren  Klanen 
bält   Die  Rficliwand  seli  sich  an  einer  Maner  befinden. 

£in  Exemplar  der  etwas  mehr  als  iebensgrossen ,  dem  Origi- 
nale vfillig  gleichen  liüste  liefere  ich  zu  50  Gulden  österreichi- 
v'her  Währung  in  Banknoten;  ein  l^xciii|i!nT  der  kleineren  Nacb- 
iiiidung,  samnit  Tragstein  10  Zoll  hoch,  zu  ü  fl.,  Verpackung  und 
Spedition  werden  besonders  verrechnet.  —  Geehrte  Aufträge 
erbitte  ich  mir  unter  meiner  Adresse  bis  letzten  Juli  d.  J*  nach 
Wien  (Alcademie  der  bildenden  Künste)  Tom  1.  Augast  an  nach 
Kralcaa. 

Wien,  den  28.  Juni  1862. 

Franz  M.  Wyspiaiiski, 
BUdhauer. 

.   Thl.XXXYIll.  Hft.3.  *  '  8 
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Nachschrift  Abb  Uerattsgebers. 

Herr  Bildbauer  \\  yspiaiiski  in  Wien  hat  mir  eine  Photo- 
graphie der  im  Vorsteheiicien  angezeigten  Büste  von  Koperni- 
kus  eingesandt,  und  ich  muss  sagen,  dass  ich  durch  die  iSchOn- 
heit  derselben ,  namentlich  durch  den  Ausdruck  des  Edelniuths 
und  ^  des  Tiefsinns,  welchen  der  talentvolle  juoge  Künstler  dem 
schunen  Gesiclit  des  unsterhlicheo  Mannes  zu  geben  verstanden 
hat,  sehr  erfreut  worden  bin,  so  dass  ich  für  mich  selbst  unge- 
säumt ein  kleineres  Exemplar  dieses  Kunstwerkes  bestellt  habe, 
da  das  grössere  für  die  bescheidenen  fi&anie  meiner  Wohnang 
nicht  passend  ist.  Es  macht  mir  ganz  besondere  Freude,  alle 
Mathematiicer  und  Astronomen  auf  diese  Büste  aufmerksam  machen 
zu  können,  und  empfehle  Ihnen  dieselbe  recht  sehr  zur  Anschaffung. 

Greifswald,  den  2.  Juli  1862. 

Crmnert. 


Geometrie. 

Analytische  Geometrie  des  Raumes,  enthaltend  die 
allgemeine  Theorie  der  krunimen  I'lächen,  der  gewun- 
denen Kurven  u fid  der  Linien  auf  den  Flächen;  die 
Eigenschaften  der  (h  om  o  i  ok  al  e  n)  Flächen  zweiten 
(itades  und  der  Linien  auf  denselben.  Von  Dr.  Otto 
Böklen.  Mit  Figuren  in  Uolzschpitten.  Stuttgart. 
Bechers  Verlag.   1861.  8.  /  . 

Vorlesungen  fiber  Iftnalyflsehe  ISeemettle  des  Rao. 
mes,  insbesondere  fiber'Obet fifichen -xweiter  Ordnonig, 
von  Dr.  Otto  Hesse,  erdentl.  Ptofeisor  an  de»  UaiTer* 

sität  zu  Heidelberg.  Leipzig.  B.  G.  Teubner.   186J.  8. 

• 

Diese  im  vorigen  Jahre  erscbieiieaen  Schriften  betreffen  beide 
die  Analytische  Cleometrie  des  Raumes,  uaterscheiden  eiob  ab^ 
sowohl  in  Besog  auf  den  InbaJt»  als  auch  ia  Besdg  auf  die  Perm 
oder  die  Methode  der  Bebaadleng^  mehrfaeh  wesentlich  ▼on  eis» 
ander.  Beide  sind  nach  unserer  Ueberseugnog  mit  hesendeveiii 
Dank  aufzunehmende  Erscheinungen  snf  dem  Gebiete  der  dent* 
sehen  mathematischen  Literatur,  und  müssen  einem  Jeden,  «Ict 
sich  ffir  die  neueren  Fortschritte  der  analytischen  Geometrie  des 
Raumes  interessirt,  zu  besonderer  Beachtung  empfohlen  werden. 

Das  Blich  des  Herrn  Heiklen  hat  vorzugsweise  die  allge- 
lueiosten  Eigenschaften  der  Flächen  und  der  Linien  auf  denselben 
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I  Ause,  ♦>bn«>  dabei  in  eintjcheruicr.  vorzugsweise  aber  Immfr 
lupfp'lchlit'!»  <? All'^emeinere  int  \)«i^e  beballeddor  W  ei-ie,  eine 
sondere  Hetrachtun^r  <'<*r  Flacb*iri  des  zneiten  (irad*  s  auszu- 
bliesfieii,  und  wir  sind  der  Meinung,  <lasR  mnn  jet/t  in  k- incm 
tilereii  Buche  eioe  gieicb  vpitständigo  Darstellani:  >l!  r  frieser 
ielMt  merkwürdigen  allgemeinen  Etgenscbaflen  der  1  täc^en  fith 
!i  difrfte,  anter  d«iien  keine  geringe  Anxafol  von  de<^  Herrn 
erfMer  sellist  gefnfMleiier  neoerSätie  vorkommt.  Dfa^letfaode 
ff  Behandlung  kann  flMin  eine  rein  «nalytleche  nielt  nennen, 
dem  der  Herr  Verfasser  vielnelir  seinen  Untersncbei^en  hänflg 
•ometriscbe  Anschauuncrswelsen  «i  Grande  legt  und  vielfeeh  die 

des  8oarenannten  ünendlichkleinen  !n  Ansprach  nimmt 
•e.i  dosball)  konnneii  auch,  wenifi^steiis  nicht  besoiners  hervor- 
?ieiid,  all^e'iuifi'^  dtialv ti'-rlii^  Transformationer)  ,)M*bt  vielfach 
r,  wenn  mau  .nicht  hierlier  den  iH^rdinirs  in  sv\x  graj-.ser  Mm- 
hnung  gemachten  Gebrauch  der  soj^enannie»'  kliptiächen  Coor- 
taten  rechnen  will.  Wir  gestehen,  dai»«  diei  ;  uro  so  zusagen, 
ihr  geometrische  Seite  des  Buchs  uus,  wenn  wir  auch  selbst 
i  rein  analytische  Behandlung  mit  Vorliebe  pflegen,  ein  gans 
sonderes  Interesse  abgewonnen  und  vns  von  Neuem  geseigt 
t,  wie  leicht  diese  Behandiungs weise  of«  zu  überraschenden 
'sultnten  führt  Fs  ist  alse^  ausser  dernn»eniein  grossen  Reicb- 
Itigkoit  des  Stoffs»,  namentlich  auch  diese  Art  der  Behandlung, 
•l(  lie  das  l^uch  für  einen  Jeden,  dtr  ,iie  neuere  (kometrie  der 
ich'^n  k(Mi!H  n  lernen  will,  so  eniplo),^e^T^^verth  n)Lu  ht.  Die  fol- 
iide  xAtigabe  des  Inlialts  wird  den  ^  pj.irh  /(Min>n.  was  sie  riiek- 
;htflch  des  8toffs  Ja  dem  Buche       g"^^ arten  haben:    f.  J.  Von 

II  Winkelu  zwis'chen  Geraden  lihenen.  §.  2.  Die  Tangen 
febene  und  Ncvl'roaie  einer  Flj[che.  3.  Koiijugirte  Tangenten. 
I.  Die  Krfimnnungsllnien.  §•  5.  Ueler  die  unendlich  nahen  Nor* 
Jen  einer  FlUche.  g.  6.  Die  KrOmnungshalbmesser  der  Normal- 
^nitte.  §.  t\  Die  Grössen  d  nnd  §.  8.  Die  Krümmnogshalb- 
i^ser  der  itchiefen  8chnHte.  §.  ?.  Die  Surosknlations- Normal- 
•isc.  §.  10.  Ueber  konjugirte  Llniensysteme.  §.  II.  Andere 
rni  der  f .1- a.bungon  (ür  die  Normale  und  Tangentialebene. 
VI.  Die  i^ewundenen  Kurven.  \.  lo.  Die  gewundt  neu  kurven, 
rt.xetzuriir.  $  14.  Die  iieu  jiiidfJien  Knrvef».  Schluss.  §  15. 
•  Liruen  auf  <len  Ffaeben.  §.  K>.  Die  Lifiicn  arif  den  Finthen. 
rtse*«nng.  §.  17.  Die  Linien  au-'  den  Flachen.  Schluss.  IH. 
<ammeiislell:nig  von  Formeln  I  ir  die  i'läehen  zweiten  Grades, 
d  Ellipsoid  und  die  Hyperboloide.  §.  19.  Zusammenstellung  voo 
nneln  für  die  Flächen  zweiten  Grades.  Fortsetzung.  Der  Ke- 
.  §.  20.  Zusammenstellung  von  Formeln  für  die  Fläeheu  zwei- 

Grades.  Scblnss.   Die  Paraboloide.   §.  21.  Die  honiofokalen 
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{jeiUrischen  FläfJien  Kweiten  Grade».  Das  Ellipsoid  und  die  hei- 
lig Hyperboloide.  §.  22.  Die  hoinorokaieii  ceutriscfaeo  Flächen 
.2w^ten  Grades.  Fortsetzung.  $,23.  Die  Kruiumungälinien  der 
cetit»i8cbea  homofokalen  Fl&cbeu.  §.  24.  Die  geod&tiscben  Linie« 
auf  d$n  centriscliefi  homofokaleB  Flacbeo.  {.  25.  Die  geodiUsciieii 
Linien  «af  den  ceotrisclieii  faoinofolialeii  Flächen.  Fortsetsueg. 
§.  26.  Allgemeine  Gleichung  der  Linien  auf  dea  ceDtrischen  Ftfi- 
chen  zi^eiten  Grades.  '  §.  27.  Die  homofokalen  Fücben  aweilen 
Grades.  *iIoniofokale  Kegel.  {.  28.  Die  homofokalen  Flächen  xwei» 
ten  Gradei.  Homofokale  Paraboloide.  §.  ^29.  Die  homofokalen 
Fifichen  zweiten  Grades.  Homofokale  Paraboloide.  Schluss. 
§.  oO.  üebe*  krummlinige  Coordlnateo  und  coordioirte  Flächen. 
Anbang. 

Man  mo^j»  den  Reichthuin  unserer  Wissenschaft  wabrhult 
beM^nndern,  weou  man  die  vielen  überaus  merkwürdigen  allge- 
meinen Eigenfd  ^'^n  kennen  lernt,  welche  keineswegs  nach  be- 
stimmten Gesetze  »  sondern  überhaupt  nur  in  irgend  einer  Wei«»e 
gesetzmässig  gekfuninite  Flachen  und  Linien  haben;  und  dienet) 
Reiehthum  an  docinientircn,  scheint  uns  das  vorliegende  Buch 
besonders  geeignet. 

!)as  llnrh  des  Hc'^ru  Ih^.sse,  in  seiner  Art  jedcnfall-^  t  bcLso 
€Jujuehl<MKS\vei Iii  w'v:.  (iis  vorl;ori;ehe»u!e,  bescbärtigt  sich  nüi  der 
ailucincinuu  Th^  oiic  <ier>/^<-'beii  f.iclit  (i»ui  die  Vorlesungen  WVlf. 
XXV  Iii,  XXlX  enthaitn»  Allgemeineres  viber  Machen).  scM.deri' 
ist  fast  ausschliesslich   dcn  flächen  der  zwc^iteu  ürdnunu^  i^cvuil 
met«    Die  Darstellung  ist  ni:  ht  bloss  eine    rein  ana!yli>-che  zi» 
nennen,  f^ondern  enthält  zulIcIcI»  einen  sehr  g^rossen  Itcichihum 
scharfsinniger  und  höchst  iitere»«ii"ter  allgemeiner  analytischer 
Transformatiotts-  und  Subs4tution«-iMethoden,  «lenen  der  Herr 
Verfasser  überall  eine  solche  Allgemeinheit  verl<^ihet,  dass  sie, 
um  so  zui  sagen ;  den  Charak«r  allgemeiner  analyfischer  TTnter- 
suchungs- Methoden  erhalten  uid  annehmen,  wobei  zugleich  ver 
»chiedene  C^iordinatensysteme  in  Annendnng  gebr^cbt  und  in 
analytischer  Allgemeinheit  dariesteUt  werden,  in  .%vek'her  Be- 
ziehung wir  namentlich  eine  in  iiehrfacher  Beziehung  ineisterhaCle 
Darstellung  der  elliptischen  Ccordinaten  in  der  Ebene  und  der 
elliptischen  Raumcoordinaten  io  der2Isten  und  2'2sten  Vorlesung« 
so  wie  ganz  besonders  auch  di*  darauf  gegründete  Theorie  der 
kürzesten  Linien  auf  dem  Eliipsoid»  wo  auf  S. 81.  auch  du5  voll- 
stfindige  Integral  dieser  Linien  vorkommt,  hervorheben.  Das* 
unter  den   L^ilgcaiuinen  1'ranslorniatiotis  -  INlcthoden  auch  die  Dt'- 
terniinanten  eine  grosse  Holle  sisit  lcn,  versteht  sich  bei  einem 
N'erfasser,  dem  die  Theorie  dieser  (irösscnformen  so  wesenilicH- 
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»reichtiuii^üfi  verdaokt,  gaot  von  selbst  Wir  gisubeo  biedttrich 
aiids^^'zeichnets  und  in  jeder  Beziebang  dringend  zur  Beach- 
£u  eiiij)rehlende  Bncb,  so  weit  es  bier  der  Rsuni  gestattet, 
.    AHgemeioen  binreicbeod  cbarakterislrt  zu  baben,  und  wollen 
•iur  nocb  durch  die  folgende  Angabe  des  HauptirihaiCs  dem  Leser 
zeigen ,  %ne  viel  Wichtiges  und  Intcressantef '  ihm  bier  geboten 
wird:   L  Einleitung.  11.  Die  Ebene  im  Racme.   Hl.  Ebenen  im 
Räume.   IV.  Das  Pascal'sche  Secbseelc  unJ  damit  ver^vandte  Fi- 
guren.   V.  Der  Punkt  im  Räume  und  Pinkte  im  Ixiuime.  VI. 
HoiUG^oat'  CoordiiiatcMJ.     Gerade  Linien  .m  liauiup.     \[[.  Deter- 
minanten.   \  III.  fi.'ifize  homogene  i  uiictiüaeii.     IX.  Allgt:iaeine 
Eigengclialten  der  Mii.  hen  zweiter  Ordrmng.    X.  I*o!e  und  Po- 
larefiorieii  ».Ki   Oin-i  ilachen  zweiter  Oidnung.    XI.  Variiere  allge- 
niiiiie  Eigenscliuiien  der  Oberflächen  .weiter  Ordnung.    XM.  Fort- 
setzung der  zehnten  V  (»liosung  Cib.r  Pole  und  Polarebenen  der 
O'ierfiacliOii   z^^*'lt^■^    Ordnung.     oeiij)r'>eität.     XIII.  Mittelpunkt 
'iei  O.berfläehe  /.weiter  OrdiuHi'jr.    Transifirmation  der  Coordiuaton  . 
iiit  Beihehaltun'.?  der  Richlnn-  dir  (,'oordinatcnaxen.    XIV.  Cri- 
f'rium  des  Kegels  zwoifrr  Ordcrtng.    Tanijenten- Pol  der  Ober- 
i  icbe  zweiter  Ordnung.    XV.  Criterium  der  Grenzfläche  zweiter 
Ordnung.     Die  ScbnittrurviMt  oner  Ebene  und  einer  Oberfläche 
z^veiter   Ordnung  als  Grens^cbe   zweiter   Ordnung  aufgefasst 
XVI.  Keget   zweiter  Ordnutg,  welche   durch  die  Schnittnirve 
/«eier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  hindurchziehen.  XVll.  Grenz- 
'Hieben  zweiti  T  Onlnung,  weiche  acht  beliebig  gegebene  Ebenen 
'  en'lhreu.   XVIII.  Traisiormation  homogener  Eunctioneu  zweiter 
I  Ordnung  durch  linear;}  homogene  Substitutionen.   XIX.  Lineare 
,  ikiordtnaten-Transforniation.   Transformation  rechtwinkliger  Coor- 
I  (tiaatensysteme  mit  leroselben  Anfangspunkt.  XX.  Transforma- 
I  (ion  der  OberflSchen  zweiter  Ordnung  auf  die  Elauptaxen.  XXI. 
Das  Problem  der  H^uptazen  der  Curven  zweiter  Ordnung.  €on* 
Ideale  Kegelschnitte  und  elliptische  Coordinateu  in  der  Ebene. 
Uli.  Das  Problem  Jer  Haup laxen  der  OberflSchen  zweiter  Ord- 
i'Qiig.    Confocale  OlerflScheu  zweiter  Ordnung.   Confocale  Ober- 
*''ohei^  zweiter  Ordnung  und  elliptische  Raumcoordioaten.  XX1I1. 
Kürzeste  Linien  softem  EHipsoid.   XXIV.  Focaicurren  der  Oher- 
,  Hachen  zweiter  Ordnung.    XXV,  Geometrische  Deutunir  der  ku- 
bischen Gleichung  J=iO,  von  welcher  die  Hauptaxen  einer  Ober- 
fläche zweiter  Ordn.U)»;  abhaii£(en.    XXVI.  Hedingungon  liir  die 
i>  itationsoberflächen    zweiter    Ordnung.     WV  il.   8chnitfe  von 
OI)L'rÜächen  zweiter  Ocilnun«?  mit  l.ljcnen.   Kreisschnitte.    XXV  III. 
Kriiminun^sradien  der  Stn m ai^chnitte  und  schiefen  ebenen  8<^hnitte 
tjr  ()b(  i{l,ic!i(  ri.     XVf  \.  ivi  iunmuugs- Curven  der  Oberflächen. 
I..VX.  i>a«  Tiiforeni  von  Uupin. 
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VeriULScUe  ScluUten. 

■ 

BuUetiofi  tüe  r4cad<liiiie  Uoyale  de«  science««  des 
l^ttr^s  et  des  beauz  art»  de  Belgiqve.  (VergL  Liierar. 
Ber.  Nr.  CL.  9. 15). 

.  28««  Aonee,  2"'«  S^r.  T.  VI,  1850.  Theorie  gäometriquc 
dea  rayoos  centro  do.  courbure;  par  Lamarle.  p.  II.  (alle 
diese  geometrischen  Unt^TsucBangen  des  Herrn  Lamarle  aeich» 
nen  sich  durch  grosse  EiAfachhoit  aus  und  verdienen  naeli  unse- 
rer Ueberaeagung  alle  BeacHung»  was  wir  früher,  auch  im  Archiv 
selbaf,  schon  ufter  ausgespiochen  haben).  —  Sur  la  theorie  ana- 
lyfique  des  coniques;  par  itl.  Schaar.  p«42.  (altgemeine  Sätze 
eher  die  Kegelschnitte;  die  Herr  Schaar  mit  groisserer  Eiol'acb* 
belt  zu  beweisen  sucht,  als  des  durch  das  Cartesische  Coordi* 
natensyiitem  möglich  ist).  —  Sur  les  observatlons  m^t^otologiques 
fattes  ä  Gand  en  1858;  par  M  Duprea.  p.  68.  —  Sur  un  dm^- 
moire  de  M.  S tetchen  concermnt  te«  cin<[  poiyedres  reguliers. 
Rapports  de  MM«  Timraermaas,  Lamarle,  Nerenbnrger 
(betrifft  den  Satz,  dass  das  Träg'iieltsmoment  eines  homu 
neuen  rcL'uliiren  Polvcders  ffir  alle  durch  den  Mittel- 
punkt  gehciiile  Axcn  constant  ist,  welchen  Her;  St.  j^chiiv 
fer  als  dies  gewöhnliclr  j^cschicht  zu  i/\'f^riinden  sucht),  p.  lirj.  — 
iiiliuence  du  soii  des  clochcs  sm  i.i  Laileur  <!u  uarouiotre ;  pai 
M.  Montigfjy.  p.  159.  —  Sur  les  variatitns  de*»  eleriMMiis  de> 
orhites»  plaijelaires ;  pjir  Schaar,  p.  III.  —  Note  j?ui  iin<' 
classe  particuliere  de  ssr' ices  a  airt?  luhiliaa;  par  M.  Lamarle. 
p.  (<*iiter  Beitrati  lux  Variatifjnsrt  ( luiuii'i  worin  Herr  L.  asicli 
Bezug  aul  Physik  tjunnst^i  —  Table  'le  imnf Ür»*  j»o(»r  k*  Br  ^hani. 
d'apres  les  documeuts  du  receuseinent  «U*  Ifcj":  Ad. 
Quotelet.  p.  345.  —  Sur  le  niagoetisme  ler  estre;  par  M.  Hau- 
steeD.  p.  348.  —  Sur  les  etoiles  lUantes  periudiquet»  du  niois 
d'aout  JM.3S,  obsoneüs  cii  Alleinagne.  Lettre  de  M.  Uets  /«  M. 
Quetelet.  p.  300.  -  Heclierches  Sur  In  ca|»iUarit©;  par  M.  E 
Bede.  p.  403.  —  Theorie  geouietrique  «les  cehtres  et  axes  inslaii- 
tanes  de  rolatton;  par  AL  Lamarle  (Suite),  p. 412.  —  Sur 
tensitd  magnetique ;  par  M-Uansteen.  p. 4ßi'L 

^8"*«  Airnee,  2"»*  Ser.  T.  V  i[.    185?^    "heorie  ::.'0)n''f rf«pK 
de«  eeutres  et  axp*<  instantaries  de  rnfaüou;  par  M.  I>,!  uari»' 
p.7.  —  Sur  les ,  Variation«  des  elements  des  orhites  piarietairos . 
par  M.  Schaar,    p.  44.     (Beide  Ahliaudh  ngen   sind  sf;hr  »vobl 
zu  beachten).  —  Note  «4ur  Taurore  boreale  du  21  avril  1859:  pai 
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\  y  ■  v;  I-  iet.  p. 7*2-  —  Notire  rut  les  aimants  de  1er  de 
,  i-'r.iii  ,  ,  par  M.  rioriniua  iL  p.  332,  Rapport  de  M.  Gloc - 
.  ..  ~  Ocrnifrilion  de  Satnrne  par  [h  iune,  le  8.  mai  1859,  a 
'  Uli8r'-vr.(f,ire  i..v;\l  flc  UmixcUcv«!.  p.  {>;>7.  —  (ir^le  exüaordinaire 
oli«.ervee  ä  iiruvelio  :  par  M.  A.  Qnet**!et.  p.  35'2.  —  K^duc- 
ti<>n  du  teinps»  «i*  -  osciliaüdiis  d'une  aij^uiHf»  aimafit*»*»  a  un  arc 
evaiiouissant.  Lettre  de  M.  Haitsteen  r»  M.  Kruest  <^notelet. 
j). 356.  —  Note  siir  Ips  aiTuants  dt;  ier  d»*  fönte  trcnipee  et  sur 
ia  fragilite  des  lits  de  laitori  exposos  ä  I  air  sous  rinllucnce  de 
certalnes  variations  de  temperature ;  pti  iM.  Florimond.  p.368. 

\nnales  de  rObservatoire  royal  de  Bruxelles.  Comraunication 
de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  406.  —  S«r  Ia  Variation  des  eleraents 
magnetiques.  Lctfro  (!>i  IN're  A.  Secclii,  directeur  de  TObser' 
tratoire  de  Rome,  a  M.  Quetelet.  p.  520.  —  Note  snr  un  arc- 
eo-ciel  remarquabie ;  par  M.  A.  Quetelet.  p.  328.  —  Tableau 
des  aiigles  fondamentaux  des  corp>  simples,  obserr^  et  calcult^s 

ü'apres  Ia  forinule:  tgc=-;  par  iU.  Zeoger.   p.  OOb. 

28"»*'  AiiiKM',2'"«  Sei..  T.  VIII.  M.-G  loe*>e  n er  donnc  ler- 
'ure  du  rapport  sur  un  memoire  de  M.  Z enger,  sous  le  titre: 
Hecberches  sur  Ia  vitessc  de  Ia  lumiere  et  sur  sa  dependauce 
1^  Tactiou  des  forces  rooleculaires.  p.  55,  —  Sur  le  magaötisme 
terrestre  et  specialement  str  Ia  d«'clinaison  observ^e  k  Bruzelles. 

I  Lettre  de  M.  Lamont  i  M.  Ad.  Quetelet.  p.5n.  —  Sur  la 
<l4clioaisoD  masrn^tlque  k  Bruxelles;  par  M.  £rn.  Quetelet. 

,  p.75.  —  Aurore  boröa'e,  perturhations  magnätiques  ä  TObserva- 

'  toire  et  sur  les  lignes  C«Sl^graphique8  de  T^tat;  par  M.  Ad.  Que- 
telet.  p.  77.  —  Aurcre  boräale  observde  ä  Porto  <  Rico.  Lettre 

i  de  M.  Tb.  Du  Colonbier  ä  M.  Ad.  Quetelet  p.81.  —  Ob- 
«ervations  sur  les  aurores  bort^ales,  la  lumiere  zodiacale  et  les 
^tolles  filautes,  reeucrllies  par  M.  Heis,  et  commnnf qudes  par 
M.  Ad.  Quetelet.  p.82.  —  Sur  la  diff^rence  de  loogttnde  des 
observatolres  de  Bruxelles  et  de  Berlin,  deteriniti^e,  en  1857, 
i>ar  des  signaox  gaivftuiques.  p.  155.  —  Sur  les  mouvements  pro- 
pres des  ätoiles  et  Ju  soleil;  par  M.  Liagre.  p.  158.  »  Note 
mx  la  ddtermlnatioL  du  rayoo  veoteur  d*une  plannte  noutelle; 
1  ar  M.  J.  0.  Mouzeau.  p.  172.  —  Note  sor  un  opuscule  peu  coniiu 
de  Simon  Stevin  de  Bruges.  Lettre  a  M.  Ad.  Quctolet,  par 
M.  Giibeft.  (Die  Schrift  betrifl't  ({>e  numerische  Auflösung  der 
'  loichungen  aller  <?r?u.e,  natürlich  <1uk  h  Näherung),  p.  192.  —  Ue- 
lucMon  des  observutions  magnetiquo  de  !M.  F.  Quetelet,  par 
^L  Hansteen.  p.  314.  -  Nur  los  etoilr-.  liiantcs  du  10  aoüt 
i  aurore  boreale  dii  28.  aoüt  185U  et  la  lumiere  zodiacale; 
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lettre  de       Herriek  a  M.  Ad.  Queteiet.  —  Lettre 

de  M.  Hei 8  ä  M.  Ad.  Queteiet  sur  les  pcrturbatioos  niagn^- 
tiques  et  la  lumi^re  zodiacale  observees  en  1857,  1858  et  1859. 
p.  373.  —  Besonders  lUrchcn  wir  öii'jh  iiocii  anfmerks^-am  auf  eine 
schüne  voa  Ilerrii  Liu^re  in  tlei  iieaiice  punlimio  17.  de- 
cembre  1859  gehaltene  Rede;  sur  la  pluralite  deb  raoo- 
des.   p.  383. 

l^  oiUeUuag  uttcJi«ten«. 
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In  dar  Nacht  vom  27.-28.  April  i862  starb 

Dr.  Johann  Heinrich  Trangott  HfilleTi 

OlNSTScbulrath  in  Wiesbaden.  Das  Archiv  verdankt  ihm  nieh* 
rere  werthvolle  Beiträge»  und  wir  wiioscben  sehr^  dass  uns  ein 
Necrolog  des  vielfach  verdienten  Mannes  recht  bald  mitgetbeilt 
werden  mSge. 


Am  27.  Mai  1862  starb  in  der  lilüthe  der  Jahre  der  am 
4.  Jaouar  lö34  zu  Verden  im  Königreich  Hannover  geborene 

Dr.  Otrl  FMkuml  Papel 

nach  ^rfinrlÜcher  V^orbert^itnni^  in  den  mathematischen  und  astro- 
nomischen Wissenschatten  seit  dem  Jahre  ISHO  (  aiculator  für  die 
dänische  Gradniessung  und  Observator  an  der  Sternwarte  in  Al- 
tona. Er  hat  sich  durch  mehrere  ausgezeichnete,  in  den  astro- 
nomischen Nachrichten  niedergelegte  Arbeiten  um  die  WiaMiscItalt 
verdient  gemacht,  und  sein  Andenken  wird  in  Seegen  bleiben» 
Er  war  der  Schwiegersohn  des  hochverdienten  Herausgebers  des 
genannten  Jooroals;  eine  trauernde  Wittwe  und  xwei  Kinder  in 
zartem'  Alter  tiberleiien  den  trefflieben  Mann. 


1ti  demselben  Monat  ist  der  WissenschafI  leider  auch  ent- 
rissen  worden 

der  hochverdiente  Herausgeber  der  Nouvelles  Annales  de 
Math^matiques.  Einen  besonderen  Necrolog  boffen  wir  «pfiter« 

bin  bringen  zu  können. 
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Geometrie. 

Intorno  atla  curva  j^obba  del  quart'  ordine  per  la 
quäle  passa  uua  sola  super  fiele  di  secondo  grado.  Me- 
moria del  Prof.  Luigi  Crenuma,  letta  ai  7.  di  ^larzo  1861 
davanti  all*  Accadeoüa  delle  scieiize  detl'.  I|^titato  di 
Bologna.  Estratta  drigli  Annali  di  Mateniatica  pura  ed 
applicata  tom.  IV.  N.  2.  Roma.  Tipografia  della  S.  €on- 
greg.  di  propagaoda  fi<le.   1862.  4. 

Eine  vorläufige  canz  kurze  Anzeige  dieser  damals  noeli  nicht 
erschienenen  Schrift  i?it  im  Literar.  Her.  Nr.  CXLIll.  nach  einer 
im  „Rendicoüto.  1860 — 1861."  d<»r  Akademie  der  Wissenschaften 
in  Bologna   abj^ednirkten   Analyse    dirselbeti    o'f'geben  worden. 
Dieselbe  liegt  in  einem  voilstarxlit^en  Abdrucke  aus  den  „Annali 
di  Mateniatica  pura  ed  applicata*'  jetzt  vor  uns  und  liefert  einen 
neuen  Beweis  für  den  Crfol»  und  den  iScharfsinn,   womit  Herr 
L.  Cremona  sich  der  weiteren  Ausbildung  der  reiben  buhe- 
ren  Geometrie«  namentlich  rückaitibtlieh  der  allgemeinen  Tbeorie  der 
Cnrven  widmet,  und  dadurch  zur  weiteren  Verhrcitütig  dieses  schö- 
nen Theils  der  Mathematik  in  seinem  Vaterlande  wes^ntUcb  beitrügt. 
Der  Herr  Verfasser  schliesst  sich  bei  dieser  Untersacbung  banpt- 
aicblich  an  die  früberea  Arbeiten  ven  C^yley  (Jenrnal  de  Lion- 
vllle.  1845.),  Salmon  (On  the  classißcation  of  ciir.ve«  of  double 
eorvatore.  Cambridge  and  Diiblin  Math.  Journal.  Vol.  V.  1850. 
p.  2^  and  On  tbe  degree  öf  the  snriace  reciprocaHo  a  given  ooe. 
Tnnaactions  of  the  R.  Irlsh  Academy.  Vol.  XXIII.  Dublin.  1857) 
und  Stelner  (üeber  Flächen  dritten  Grades.   Crelle'a  Journal. 
TM.Llir.  1857.),  xngleicb'niit  RiiclEsIcbt  Itufdie  Sltercn  ArMien 
▼en'Flfieker,  an;  In  Folge  der  Untbrsnehungen  ditoer  IMaibe- 
matiker  nntenicbeldet  Herr  L.  Creme  ha  kvrel  vresentlieli  Tereefaie> 
dene  doppelt  gekrfiromte  Gnrveo.der  vierten  Ordnung,  wef ehe  als 
Durchschnitte  zweier  Flächen  ^e's  zweiten  Grades  uricf 
einer  Fläche  der  zweiten  mit  einer  Fläche  der  dritter; 
Ordnung  aufzufassen  sind.    Die  Existenz  der  /.weiten  doppelt 
gekrümmten  Curve  der  vierten  Ordnung  ist  zuerst  von  Salmon 
und  Cayley  nachgewiesen  worden,  und  der  Untersuchung  dieser 
zweiten  Curve  ist  die  vorliegende  Schrift  gewidmet,   in  welcher 
nicht  bloss  die  schon   von  Sahnon  und  Steiner  gefundenen 
Eigenschaften^  sondern  auch   verscbicdene  andere  neue  Eigen- 
Schäften  dieser  Curve  bewiesen,  so  nie  namentlich  auch  eine 
(lineare)  geometrische  Construction  (niediante  infersezioni  de*  piani 
omoioghi  di  tre  fasci  projettivi)  gegeben  worden.    Ohne  allen  Cal- 
cnl  werden  diese  Untersuchungen,  unstreitig  mit  grossem  Seharf» 
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fliMe«  dnichmi»  m  nittal»!  aUttMiner  Min  gewwiriadtgr  B«- 
tratfbtmgttt  .dmlififilBbTt»  wodDiclk  deiw«lb«n  j^dmiyis  olii  gaos 
bwoiider^        und  ein  «igcvtfilialkto-iiitvMM  vwliflka»  fiird* 

N&ber  auf  das  I>6<aU  dia«?  aebOBfln  Dnlmachongen  eiazogehen, 

verbietet  uiuf  die  Beschräiilitheit  des  Raums  and  der  Zweck  die- 

sei  liternrischeTi  Berichte,  weshalb  wir  uns  mit  der  vorstehenden 
aiigemeiuen  Angabe  der  Tendenz  <ler  au&ge/eichneten  Schrift  be- 
ii^nOgen,  aber  Alle,  die  i^icb  solchen  reio  geometrischen  Betrachtung 
gen  mit  Vorliebe  widmen,  dringend  auf  diese  iSchritt  aufmerksam 
machen  müssen,  welche  jedenfalls  ein  schönes  Zeuf2;niss  von  dem 
Scharfsinne  ihres  Verfasst^rs  und  von  dem  Erfolge,  mit  welchem 
diese  reine  Geometrie  der  Curvea  auch,  io  Italien  gepflegt  und 
hearhaitet  wird,  liefert. 


A  rilh  metik. 

Die  ÜHfferential«  vnd  Iniegraflreubiiiiiig,  amfastcind 
und  mW  steter  BerB'cffcsfelitIgiing  der  Anwendung  dar- 
gestellt von  Dr.  J.  Dieiiger,  Professor  der  Mathema- 
tik au  der  polytechnischen  Schnlo  in  Karlsruhe.  "216 
a m  1? earbei tete  Auflage.  8tuttt;art,  Met/Jer'sche  Buch« 
handlung.    186>.   ö.     '  ' 

,  ♦  • 

Die  im  Jahre  1857  eraekienene  erste  Auflage  dieses  Werks, 

welche  auch  in*s  Russische  Cfhersetst  worden  ist,  ist  im  LSterar. 

Ber.  Pir.  €XXI1.  S.  1.  an<>( /e  <;t  worden.  tMe  j^tst  vollständig  er- 
schienene, aus  drei  Banden  beistehende  zweite  Aullage  ist  aber 
unbedingt  al»  ein  iranz  neues  Werk  zu  betrachten,  in  verschie- 
denen Punkten  verbesisert  und  nach  allen  Richtungen  vervoll- 
stänf!is:t,  so  das»  wir,  oTid  zwar  nicht  blnss  in  der  deutschen 
Literatur,  gege^n^  artia^  kein  Werk  wilssten,  \velches  die  Diffe- 
rential- und  Integr  ilrcchtjung:  nach  ihrem  ncnesten  Zostande,  na- 
mentlich aiich  nnt  K'ücksicbt  auf  die  Arbeiten  deutscher  Mathe- 
matiker, so  vollstiindi«;  darstellte  wie  das  vorliegende,  das  wir 
daher  der  weitesten  Beachtung  nngelegentliehst  empfehlen,  und 
das  nach  «naerer  Oeberzeugung  niemand  wird  entbehren  können, 
dsr  die  genannten  Wissenschaften ,  ebne  aufflie  eigentlichen  Quel* 
Isir  xatflckzogeben ,  in  einigermaas^en  ntnfasseiidsr  Weise  kennen 
Isffiieii  will,  Hiehel  Ist  nach  ganz  besonders  hervsfsnhelien,  dass, 
stMMT  idten  wichtigeren  geometrischen  Anwendungen,  die  Laser 
sa€b  eins  xitnUcb  gros.<ie  Anzahl  lelirreieher  und  interessanter 
Anwendiingen  anf  ph^sibsÜMihelMgonstSnds  In  dsm  Warfco  inden. 
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dt«  mit-  tic— derara  D&ultd  anfsanelmMai  und  «ehr  dienlich  eM, 
dM  tiefere  Blndringen  in  die  eigentliebe  Netar  der^Wiseenaeliafl 
stt-eeiMiilelii;*  Chmt  besonders  irerdlenetHch  ist  jedenfaMe  die  in 
dffitleo  Bande  entbnltene  selbstuClindige  DarsteHiiiH;  der  Integratie«! 
der  ^artieUen  Dii«rentialgleicliungen,  die  sehr  daza  beitragen 
Wfidv  die  Beleaimtsehalt  mit  dieser  wichtigen  Partie  der  Integral^ 
rechoung  zu  erleichtern  und  weiter  zu  verbreilen,  und  in  der  sich, 
natürlich  ganz  rnit  Recht  und  der  Natur  der  Sache  vOHii^  entspre- 
chend, i>e8on(iert:>  viele  Anwendungen  auf  Mechanik  und  Physik 
finden.  CJeberall  hat  sich  der  Herr  Verfasser  einer  völlig  wissen- 
schaftlichen Strenge  der  Darstellfjnj^  in  der  anerkennungswerthe- 
sten  Weise  befleissigt,  und  dass  er  die  Methode  der  Gränzen  zu 
der  Basis  der  ganzen  W  isseiKsc  }iaft  macht,  bedarf  einer  Bemer- 
kung wohl  gar  nicht  weiter,  da  alle  anderen  Methoden  gegenwär- 
tig  eine  wissenschaftliche  Berechtigung  völlig  verloren  haben,  als 
ganz  aotiquirt  zu  betrachten  sind,  und  von  gründlicheren  Mathe- 
matikern auch  nur  einer  Erwähnung  aieiit  mehr  für  werth  gehalten 
werden,  insofern  es  sich  nicht  um  die  Geschichte  der  Wissen- 
schaft handelt  Wir  halten  hiernach  das  vorliegende  neue  Werk, 
auf  dessen  Besprechung  im  Einseinen  bei  aeinem  grossen  Um* 
fange  wir  hier  natflrlich  ntebt  eingeben  kSnnen,  jedenfalls  für  eine 
Bereicherung  unserer  Literatur  und  empfeblen  dasselbe  nochmaia 
drin^gend  an  aorgftlligater  fieaebtoag.  Bei  der  Widitiglcelt  des 
Werks  halten  wir  es  für  notbig,  unseren  Lesern  durch  die  fol* 
gende  Angabe  des  Hauptfaibalta  den  grossen  Umfang  desselben 
ver  die  Augeo  au  führen* 

■ 

Btarstev  MmmM»  (Mit  52  in  den  Text  eingednvbten  Figur««.) 
£r4rtef  Buek*  Differentialreebnung  fflr  Fnnetloaen  Mit 
einer  unabhängig  Ver&nderlieben*  Integration  soteher 
FunetioBes.  Bestimmte  einfacbs  integrale  und  An- 
wendungen derselben.  L  Einleitung.  Sitae  ans  der  oiedeni 
Analysis.  GrSnzwerthe.  II.  Differentialqnotienl  ftfr  Functionen  einer 
einzigen  unabhängigen  Veränderlichen.  III.  Differentialquotienten 
höherer  Ordnung.  Bctleulung  ge\vis<ser  Differentialquotienten.  Ver- 
tauschung der  unabhängig  Veränderlichen.  IV.  Lntcr&uchuiij;  der 
scheinbar  unbestimmten  i  onnen.  V.  Von  den  grüssten  und  klein- 
sten VVerthen  für  Fuiictiunen  einer  unabhängig  Veränderlichen. 
VI.  Das  unbestimmte  Inteijral.  VII.  Das  bestimmte  Integral. 
VUl.  Anwendung  der  bestimmten  Intei^rale  auf  Berechnung  von 
Flächen-  und  Körper  -  Inhalten,  so  wie  von  Bogenlän-ien.  IX.  Die 
Theoreme  von  J  aylor  urnl  [\laclnurin,  nebst  deren  Anwendun- 
gen.   X.  Die  Sätze  von  Burmanti  nnd  Ijaiiiange.    XI.  Nähe- 

rungaweiae  Berechnung  eines  heatioinUeu  lnte|;rals.  —  Zmeites 
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BmcL  Blffer^ntUlreoiiaiiiijB  ffir  Foiir6t|«i»^B  ^nvhrprer 
nnabbiftgig  VerftnderJicbeii.  Vielfache,  ioitgrale  Ribd 
deren  Anw  enden  ir.  XII«  Differentialqnetienten  für  Functienen 
metirerer  tinabbfingig  Verlnderlichee.  Tertaoecbutig  dieser  lets- 
tero.  Analytische  Anwendungen.  X1IL  VIelfoebe  Integrale.  An- 
wcuduogen.  XIV.  Weitere  Untersuchungen  6ber  bestimmte  Integrale. 

Bweiter  Band«  (Mit  15  lo  den  Text  eingedruGl^ten  Figo« 
m.)  DriiteM  Such,  Integration  der  Oifferentialglelebiia- 
gen..  XV.  Die  Differentialgleicbungen  erster  Ordnung,  XVL  Die 
IKfferentialgleicbungen.buberer  Ordnung»  XVIL  Von  dfo  besen- 
dem  Aniosaogen  der  DifferentialgleiebuBgeB«  XVUL  Integration 
der  gleicbaeltigen  DiffereefialgleiclMingeii.  Vüriet  Buch,  Unter- 
mobun gen  aber  bestinimte Integrale.  Anbang.  XIX.  Die 
periodiseben  Reiben  von  Fourier  «nd  Lagrange.  XX.  Die 
tllipdseben  Integrale.  XXI.  Die  Eol  ersehen  Integraie  oder  die 
Ganmafuncfionen ,  so  wie  einige  andere  Functionen.  XXII.  Re- 
duction  vielfacher  Integrale  nach  verschiedenen  Metboden.  An- 
hang; Uebuiii^eu  und  Zu^^ätze  eathaiteiitl. 

Uriiter  SMd«  Integration  der  partiellen  Differen- 
tialgleicbungen,   L  Integration  gleiehaeitiger  Differentialglei* 
dkiiDgen  mit  partiellen  Differentialquotienten  erster  Ordnung.  II.  In- 
tegration der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
:  UL  Die  lineare  Differentialgleichung  aweit^  Ordnung  zwischen 
:  dfd  Veränderlichen.  IV.  Differentialgleichungen  awischen  drei  Ver- 
I  lodertichen  zw^er  Ordnung  und  nicht  linearer  Fonn»  oder  hOhe- 
w  Ordnung.   V.  PartleUe  Differentlalgleiebungen  mit  mehr  als 
drei  Veränderlichen.   VL  AuflSsung  einiger  PfoUene  der  Hydro- 
dynamik.  VII.  Die  Laplace'sche  Functionen.   Anhang  (welcher 
,  vorzüglich  Probleme  der  höhern  Mechanik,  auch  aus  der  physi- 
schen Astronomie,  namentlich  in  Rücksicht  aui  da:>  iSturungS' 
Problem,  enthält). 


MascliineDlehre. 

Allgemeine  iVI  aschiueniehre.  Ein  Leitfaden  lur 
Vorträge,  sowie  zum  S e 1 1; sts tu di u nt  flos  heutij»en  Ma- 
schinenwesens, mit  !) (' sonde rer  Berücksichtigung  sei* 
ner  Entwickelung.  Für  angehende  Techniker,  Game* 
^allsten,  Landwirthe  und  Gebildete  jeden  «Standes. 
Von  ür.  Morita  ßüblmann,  Professor  an  der  polyCech- 
niaehen  Scbnle  in  Hannever.  Mit  sahl reichen  Uelaechn. 
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B^hm   1609.  a  ' 

Die  erste  Hälfte  des  ersten  Bandes  dieses  sehr  verdienstlicben 

■ 

W«rk8  wi  im  Literat.  Ber.  Nr.  CXLVÜ.  S.  4.  ang^eigt,  und  der 
aUgemeiae  Chatakter  und  die  ^Tendena  desselben,  wie  wir  glao- 
ben,  dort  schon  ao  deutlich  von  uns  dargelegt  worden,  daas  hier 
ativaa  Weitere«  darOber  zu  aage»  fiberitiaalf  sein  frfird«  Be- 
merken wollen  wir  daher  nwr,  daa»  der  Herr  VerCaaaar  aehMo 
Zweek,  vorxdgaweiae  eine  Beaebrelbnng  der  Maaehinea  In  mehr 
popniftrer  DarsteUovgaweiae  an  liefefn«  unverrfickt  yor  Aagen  be^ 
hatten  nnd  aich,  bei  eHet  Kürae«  doch  der  grSaato»  l>e«tUchkeit 
and  Klarheit  lielleiaaigt  bat,  welche  die  treffHeben  Hoiaachnitte 
nnd  -l^berhaupt  die  in  jeder  Beaiehang  ausgezeichnete  Snäaere 
Anaatattung  nur  noeb  in  eriböhen  geeignet  aind*  Den  sehr  Inter^ 
eeaanten  und  inatmellven  geachlehtlidkeii  Einleitungen,  die  in 
einem  Werke  dleaer  Tendenz  ganz  an  ihrem  Orte  aind,  scheint 
in  dieser  zweiten  Hälfte  des  ersten  Bandes  fast  noch  mehr  Auf- 
merksamkeit gewidmet  wonien  zu  »ein  als  in  der  ersten  Hälfte 
dieses  Baudes.  Die  in  der  früheren  Anzeige  von  uns  ausgespro- 
chene Empfeliinng  dieses  unserer  T/itcratiir  Ehre  ntachenden  Werks 
künnen  wir  daher  hier  Dur  aus  vollkomniener  üeberzeueung  wie- 
derholen, und  vvoileii  nun  im  FolLieiuien  für  unsere  fieser  noch 
eine  Uebersicht  der  ^aupttheite  des  Inhalts  dieser  zweiten  Hälfte 
geben: 

Seebatee  Kapitel.  Tbeilmaacblnen  (Kreistbeilnaaebi- 
nen>  •Lingenthellmaaehlnen  naeb  'veranaseaelHckter  sehr  loldres» 
aanter  geschleblHeber  Einleitung  wie  In  arlfen  Kapftebi,  was  wir 
naehher  tdcbt  uberall  noch  besonders  bemerken  werden).  Zweite 
Alitliellaiiir*  ISascIiinen  tut  Verrichtmiff  nfitzliclier 
mectianisclier  Arbeiten.  —  I  Abschnitt.  Erstes  Kapi- 
tel. Maschinen  zur  Aufnalime  der  IVlenschenkräfte 
(Hebel,  Kurbel,  f^auf-,  Tret-  und  Spnissenräder,  Coignet-Maschi- 
nen).  Zweites  Kapitel.  Maschinen  zur  Aufnahme  der 
Thierkrfifte  fC^npel,  Tretnericc ,  Tritt maschiii (mi).  —  II.  Ab- 
schnitt. Krstesi  Kapitel.  Vertieale  Wasserräder  (Ein- 
theiiuni^  der  Wasserräder,  Räder  in  geradem  CerinDe,  Räder  in 
Lcekrnmmtem  Gerinne,  nntersrhläi, i£r<'  Wasjjerrader  in  freieni  Strome; 
Kropirader  mit  Durchiassschützen ,  mit  UebertalJeinlauf ,  mit  Cou- 
lisseneinlauf;  röckenschlägige  Wasserräder,  oberschlägige  Wasi« 
serräder).  Zweites  Kapitel.  Horizentale  Wasserr&der 
(Eintheilong,  Fourncyron-Toflturbinen,  Fourneyron-Partialtnrhbw» 
Henschel« Jonval-Turbifien ,  Turbinen  ohne  Leit-CarTen- Apparate, 
dl»  TurMnen  im  Veigleieb  mit  de«  twttealen  Wiumomräämmy. 
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Drill««  K*pil«L  '  W«s««rBttilemalMsb«tteB  (M«MHnk* 

WMsMtiileiiiiwsiiiineB^  ^'wmtt^u  WaMertiiileBniüclBiMik). 
ilL  Abtfdmitl.  WlndradM.  Bral^s  K^pllel  -^GcmIMI* 
liebe  BloleftiiD^'.)  Zweites  Kapitel.  Die  BocicvriiiaiiiflkJe^ 
DriVtes  Kapitel  Die  holtSadieelbe  Windmühle  (Allge* 

«eines  über  ^^ftdrSder).  —  IV.  Ab'sclieftt  Dampfmasdii' 

nen.  Erstes  KajiiteJ.  (Geschichtliche  Finleitunt*.)  Zweites 
Kapitel.  (Eintiietluiit;  rfer  Dampfraaschineu ^  Steuerungen  bei 
Dampfmaschinen  im  Allgemeinen,  verschiedene  Expansfons- An- 
ordnungen, luntlensatoren ,  VomSrmor  .  Leistungsbestimniung  der 
Dampfmaschinen  dnrch  directe  und  iiKÜrecte  Messung).  Drittes 
K  a  p  itel.  Dampfkessel  ond  Zubehör  (verschiedene  Dampf- 
kesselformcn  und  deren  Benrthoilün!!: :  Kofferkessel,  Cvlinderkessel, 
Kessel  mit  8iederohren,  Kessel  mit  Vorwärmern,  Kessel  mit  in- 
«rendigem  Feuerheerde,  Albansche  und  Hen  sehe  Ische  Kessei, 
beste  Kessel  för  den  Gewerbe-  und  Fabrikbetrieb,  Dimensioss* 
Verhältnisse  der  Dampfkessel  und  zugehurigc  Feuerungs- Anlagen, 
Sieherbeits- Vorrichtungen  hei  Dampfkesseln:  Sicherheitsventile, 
WasiierstandsglSser,  ProbirhShne,  Manometer;  über  Kesselstein* 
bildungen,  Kessel* Explosionen).  Zusats-Kapitel  (besoudeie 
Oampfmasebinen  und  andere  Betriebsmascbinsn  mm  Ersatie  der* 
•dben). 

Wir  sehen  den  weiteren  Fortsetzungen  des  verdienstlichen, 
einem  Bedurfnisse  in  Kweckmfissiger  Weise  abheliendcn  VNerkes 
mit  besonderem  Verlangen  entgegen,  und  werden  diesellien  so- 
gleich zur  Ansehe  bringen»  so  bald  sie  stu  unserer  Kenntoiss 
gelangen. 


i 
I 

Vermifichte  Schriften*. 

Bailetins  de  l'Acadcimie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgiqty!.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Kr.  C^I.  S.  §.) 

29««  AHn^e,       JSer.  T.  IX.  18ö9.   Occeftation  des  pl^iades, 

ie  8  d«?ceml)re  1859;  notice  de  M.  Ad.  Quetelet.  p.  11.  —  Note 
tur  reeonlement  des  eaiix  qui  circnlent  ä  la  surface  de  la  terre; 
par  M.  Lamarle.  p.  1^.  —  Note  sur  la  vitesse  du  bruit  du  ton- 
"erre;  pnr  M.  Montigny.  p.  56  —  Note  sur  quelques  propri^- 
tes  des  liii^ues  tracees  sur  une  surfac  e  <jiiclcüTi(|up ;  par  M,  i*h. 
iiilbert.  p.  46.  —  Sur  la  periode  annuelle  de  i'intensite  horkon-« 
UJt  da  magneUsnke  terreetre;  par  M.  Lamout  p.  Itö»  <Ob- 
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•«rvftttaw  4o  Ift  luM  et  4m  4toiJM  At  intee  eolmiiiattQii  fiiitet 
m  Netice  de  M.  firnest  Quetelet  p.  12QL  —  Selatioii 

s^^mötrique  d*aBe  «^lie  de  problömee  relatifs  k  Tart  de»  conetriio 
tlons;  par  M.  Lemarle.  ]p.  127.  ^  Orage  du  19  f<^Trier  1860; 
noto  .le  M.  Ad.  Quetelet.  p.  363.  —  ConuBnnication  veieüve 
aux  iiioyeob  de  priinunir  lee  ^dificea  colitre  lee  ravages  de  Ja 
foudre;  par  M.  de  Vau x.  p.  277.  —  Suite  des  obsemtiene  enr 
la  lumiere  zoiiiucale,  faitci?  a  INIüiister,  du  20  decembre  1859 
23  fevrier  J86Ü,  parW.  Heis.  p.359.  —  Solution  2?eom6triqued*«Be 
Serie  de  problemes relatifs  ä  rartdesconstruclioiiä;  par  M.  LaiDa  rie. 
(Suite  et  fin.)  p.  361.  —  Projet  de  conförence  iDternationale,  pour 
etentlre,  sur  le  e;lobe  entier,  le  Systeme  des  observations  nieteo- 
rologiques  adopte  pour  la  mer,  dans  la  Conference  de  1853.  Lettre 
de  M.  Maury  a  M.  Ad.  Quetelet.  p.  415.  —  Pheoomenes 
m^^orologiquea ;  par  MM.  Ad.  Quetelet  et  Ernest  Qaete- 
let  p*  433»  • 

29™8  Annäe,  2™«  Siir««  T.  X.  1860.  Sur  un  nouveau  Systeme 
enregietreur  des  observations  de  toos  les  instruments  meteoiolo- 
gtqoee;  par  M.  Cb.  No6l.  Rapport  de  M.  Duprez.  p.  6.  — 
Recherehee  e«r  la  capillaritd,  par  M.  ß^de.  Rapport  de  M.  Pla- 
teau, p.  47.  —  Tölögrapbes.  Note  sur  les  effets  de  l'orage  du 
15  iiiai  1860,  awx  enviroRS  de  Tirlemont ;  par  M.  V  in  cbent.  p.  56. 

Note  sur  T^clypee  de  eoiell  dn  18  juillet  1860»  obsenree  ä 
rObeervatolre  royal  de  Braxelles;  par  M.  Ernest  Quetelet 
p.  181.  —  Note  sur  J'ecltpse  partielle  du  eeleil,  ol^serv^e  k  fcen- 
sington  le  18  juillet  1800;  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  18S.  — 
Determination  et  comparaison  des  hauteurs  baromdtriques  sous 
llnfluenee  des  differents  ventSj  avec  les  Intensitds  et  les  tempe- 
ratores  de  ces  vents,  d'apr^  les  obserratioDS  faites^&'^riizalles; 
par  M.  Gb.  Montigny.  p.  187.  —  Notice  sur  les  paratonnerres: 
par  M.  Jas  par.  p.  398.  ^  Sur  les  dtolles  filantse  du  7  an  11 
aoüt  1860;  notice  de  M.  Ad.  Quetelet  p.410.  —  Sur  les  ^i- 
les  filantes  du  10  aoüt;  Lettre  de  M.  Duprez  k  M.  Ad.  Que- 
telet p.  412.  —  Sur  les  etoiles  du  10  aoüt  et  sur  les  pb^oo- 
m^nes  periodiques  en  gen^ral.  Lettre  de  M.  Herr  ick  a  M.  Ad. 
Quetelet.  |>.  414.  —  Note  sur  lesprincipales  perturbations  inagut - 
tiques  de  1800,  par  M.  Ad.  Quetelet  p.  420.  —  Aurores  bo- 
reales  observees  pendant  le  mois  d  aoüt  1860;  communication  de 
M.  Hei 6.  p.  422.  —  Releve  des  pcrturbations  qui  ont  ^te  con- 
statees  a  Bruxelles  dans  le  service  des  iigiies  teloi^^raphiques  les 
8,9,  10.  11  et  12  aout  18r)0;  communique  le  13  aoüt  par  M.  Vin- 
cbant.  p.  423.  —  Occuitatioo  des  pleiades,  oljserv^e  a  Bruxel- 
kes  le  0  septembre  1860.  .  p.  425.  —  Sur  ies  protub^anoes  riiiiges 


Digitized  by  Google 


Uterariscner  berichi  CUI,  9 

observees  pendant  T^clipse  de  soleil  dn  J8  juillet  1860.  Lettre 
de  M.  f^amoTit  a  IM.  Ad.  QueteUt.  p.  426.  (Sehr  richtig  sagt 
Herr  Lamont  rücksicbtlich  der  bekannten  Frage  wegen  Her  Natar 
dieser  Erscheinungen:  „H  faut  convenir  que  Tapplication  des  lois 
connues  de  Toptique  offre  de  Strandes  difficultes.  parce  qu'il  est 
impossibie  dans  l'experietice  d'imiter  le.s  coiuiitions 
qai  existent  dans  la  wature*',  worin  wir  ifini  vollkonnnen  bei- 
stimmen, und  jedes  Unternebmeo,  diese  Erscheinungen  auf  dem 
Wege  des  Experiments  naebabmeo  lu  wollen»  für  ganz  verfehlt 
and  für  von  keiner  richtigen  Kenntnis«  nnd  Erkenntnis«,  ja  völ- 
liger Unkenntnis«  dessen,  iromvf  e«  ankommt,  zeugend  bal- 
tea.  60  —  Intensite  des  ventn»  observ^e  ä  Utrecht  pendant  Im 
ann^es  1849  k  1864.  610.  Sur  !es  ph^noro^nes  ptfriodiquen 
des  plantes  et  des  animanx;  par  M.  Ad.  Qnetelet  p.  518.  — 
Not»  aar  le  döreloppenant  homolograpbiqne  dea  aarfaeea  de  rdvo* 
lafion;  par  M.  E.  Lamarle.  p*  690.  —  Svr  la  conatmctlon  den 
paratonnerrea;  par  Bf.  Sacrd.  Rapport  du  siajer  Liagre*  p.  60I. 

—  Sor  ODO  noiiTelle  fonetlon  g^ratrice  dea  Ibnetion«  aymmetii- 
qnw«  par  M.  F.  Meier,  p.  008.  7-  Sur  la  eonatmcflon  dea  p^ 
ratonnerrea.  Note  de  M.  E.  Sacrd.  p.  031.  —  Rapport»  der 
Herren  Ad.  Qnetelet»  Dnpres»  LIagre  Aber  zwei  eingegan- 
gene Bearbeitungen  der  Aufgabe:  „On  demande  d'expoaer  la 
tbdorie  probable  dea  dtoilea  filantes»  et  d'indiquer  lea  bautenra 
Olk  ellea  se  forment,  apparaisaent  et  a'eteignent»  en  appuyant 
cette  th^orie  sur  les  falte  obaerv^a. 

30»"«  Ann^e,  2"»<  Si$r.,  T.  XI.  Sur  !e  minimum  de  tempe- 
rature  a  Bruxelles ;  par  M.  x\d.  Quetelet.  p.  9.  —  Extension 
g^n^rale  du  j>rocede  suivi  pour  le  develop^jeiucrit  homoloii^raphique 
des  suriaces  de  revolution;  par  M.  E.  Lamarle.  p.  42.  —  Sur 
une  note  de  M.  Florimond,  concernant  i'etectricitö  atmoi>pheri- 
que.    Rapport  des  MM.  de  Montigny  et  Gloesener.    p.  156. 

—  Sur  une  note  de  IM.  Ph.  Gilbert,  concernant  la  tböorie  de« 
^quations  differentielles  lineaires.  Rapport  de  M.  Ti mniermans. 
p.  170.  —  Sur  la  physique  du  globe ;  par  IM.  Ad.  Quetelet. 
p.  178.  —  Remarques  sur  la  theorie  des  equations  differentlelles 
lineaires;  par  M.  Ph.  Gilbert,  p.  200.  —  Observation  de  l'oc- 
eultation  des  pleiadcs  et  du  passage  au  nieridien  de  la  lune  et 
de»  etoiles  de  meme  nilmination,  le  17  fövrier  1861.  Notice  de 
M,  A.  Quetelet.  p.  289.  —  Note  sur  rinclinaison  et  la  däcii- 
nalaon  de  Taiguille  airoantee  en  1860  et  1861.  p.  316.  —  Note  sar 
nne  aurore  boräale  observde  le  9  niars  1861;  par  M.  Ad.  Que- 
telet. p.  317.  —  Note  sur  Torage  du  28  mars  1861 ;  par  le  m^me. 
p.  31&  —  De  Tdtat  de  la  feuillaiaon  et  de  la  floraiaon,  an  com* 
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iMiicMMit  de  1861;  par  le  mdme.  p.  319.     Note  sar  le  dtfteF 
mlnatieo  g^mtftriqae  des  h^ÜeMe«  gaoehee  eoeeeptibles 

s'appliquer  l'ao  eur  rantre  sans  d^chlnire  ni  doplicature;  par 
M.  Lamarle.   p.  321.  —  Sur  la  roesare  de  Tarc  de  parallele  eoro- 
p^en  de  plus  grand  dc^veloppement;   par  M.  le  geoerai  Nereo- 
bürg  er.    p.  457.  —  Kechcrches  8ur  ia  cause  de  l'influence  do 
vent  Sur  la  prei^isiiun  atnio^pb^rique;  par  M.  Montigny.   p.  467. 
(Ausführliche»  wohl  zu  beachtende  Abhandiuog.)  —  Note  suf  des 
appareils  servant  k  racUiter  l'^tude  de  la  th^orie  des  ondes  lomi* 
neuses  ou  de  la  tfaeorie  des  ondes  sonores;  par  M.  E.  Rous- 
seau,   p.  507.  —  Observations  sor  les  effets  de  la  chalenr  dans 
lea  Siphons  renversäs  ä  trois  branches,  qui  fonctionnent  a  Bar- 
donn^che  au  mont  Cenis  et  du  cote  de  Modane;   par  M.  A.  de 
Caligny.    p.  627.  —  Note  Sur  Tinvention  et  la  disposition,  des 
vannes  cyiindriques  dans  les  siphons  renvers^s  ä  trois  branches 
qal  fonctiODoent  ä  Bardonnöcbe;  parle  nidme.   p.  633.  —  Suite 
des  obsenrations  de  la  lumi^re  zodiacale  faites  ä  Münster;  par 
M.  Heia.  p.  640.  ^  j^toUea  filantea  du  mois  d'aoüt  et  du  mois 
de  novembre  1860;  par  le  m^me.   p.  642.  —  Aarorea  bor^es 
\  eo  1860  et  1861,  obaervatiooa  recaelllea;  par  le  ndme.  p.  644. 

30«»«  Annee,  2"«  S^r.  T.  XII.  1861.  Sur  la  grande  comete 
de  juillet  1801;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  14.  —  Variations  des 
instruments  de  meteorologie,  pendant  les  orages  du  20  et  du  21 
juin  1861;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  16.  —  Sur  la  statistique 
gön^rale  des  differents  pays;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  00.  — 
Sur  le  Systeme  decimal;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  110.  —  Comete 

11  de  1861.    Observations  de  M.  Ernest  Quetelet.   p.  III.  — 
l^toilea  filantea  du  mois  d'aoüt  1861.   Notice  de  M.  Ad.  Quete- 
let.  p.  173.  —  Sur  le  m^me  phönomene  obaerve  aux  l^tats-Uhis- 
Lettre  adressöe  ä  M.  Ad.  Quetelet;  par  M.  E.  C.  Herri"^ 
p.  175.  —  Sur  le  m^me  ph^noni^ne  observe  ä  Ronie;   par  Tl' 
Cather.  Searpellini.  Lettre  adreea^e  &  M.  Ad.  Quetelet  p.  W 
—  Snr  la  Variation  de  rinelinaiaon  annaeile  k  l'Obaervatoir^  de 
Bmxellea;  par  HL  Han^teen«    Lettre  k  M.  Ad.  Quetilet. 
p.  186.  —  Anfmerkaam  machen  wir  noch  auf  die  in  der  uffeatli- 
ehea  Sltiang  vom  16.  December  1861  von  dem  PrSaldenten  der 
Akademie  Herrn  Major  Liagre  gehaltene  Rede  Aber  Stellar- 
Aatronomlef  worin  natOrlich  baaptaftebiicb  die  Verdienate  Her- 
aehera  vnd  Strave'a  nach  ihrem  gniaaen  Verdienet  gewOrdigt 
werden. 
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intendence  of  M.  J.  Johnson,  reduced  and  printed  ander  tbi 
superintendence  ofU.  Main.  VoLXlX«  Lex.-8^*  Oxford.  lneii||i| 
acbem  Einband  5i  ThIr. 

Wiegand,  Gornelinav.  v.  Scbniuger,  Mathematische  od 
pbyaikaliecbe  Geograpbie  nebat  Cbronologie.  1.  ThL:  GfOBMl| 
der  mathematiacben  Geograpbie.  Für  bobere  Lebranatalten 
werfen  von  A.  Wieg  and«  5.  Aufl.  gr.S<*«  geb.  Hailea.  d.S*  10  Np^ 

Wocbenscbrift  fär  Astronomie,  Meteorologie  und  Geograpbi« 
Redig.  von  Heis.  Neue  Fotge.  5.  Jahrg.  1862.  gr.  8».  BaW 
a.  d.  8.    Preis  für  den  vollständ.  Jahrg.  3  Thlr.  ^ 

J.  C.  F.  Zollner,  Gruiidzüge  einer  allgemeinen  Photontetii 
des  Himmels.   Mit  5  Kpfrtaf.   Berlin.   40.   3  Tblr.  15  Ngr. 

Ptayslk. 

J.  K.  Bähr,  Der  dynamiscbe  Kreia.  Die  natfirliebe  Reihai 
folge  der  Elemente  und  znaammengeaetaten  Körper  als  RsiiW 
der  Beobacbtnng  ibrer  dynamiscben  Wirksamkeit  3L  Lief.  Dw 
den.  40.  Mit  eingedr.  Uobscbn.  n.  21  Steiataf.  3  Tblr.  16  iipli 

Mari^  Davy,  Reeberches  tb^oriqnes  et  exptfrlmentales iff 
r^lectricite  consideree  au  point  de  viie  mecaniquc.  Paris.  8**.  MUJ 

F.  Sehn  edler  and  H.  Medlook,  The  treasury  of  science, 
natural  and  physical.  With  numerous  iliustrations.  Post-S^  Lm* 
den.  Clotb.   7  s.  6  d. 

▼eradMhte  fSMuriften* 

Zeitacbrift  der  Matbematik  u.  Pbysik*  Heranageg^  O*  SM' 
mileb»  E.  Kabl  u.  M.  Cantor.  1852.  L  Hft.  ^  gr.  8<».  Lsipiil' 
Preis  l&r  den  vollständ.  Band  5  Tblr. 
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CN^sehiclite  der  Jtlatl&eiiiatik  umiI  PJiysik« 
Pb Harste  Cbaiiles,  Galileo  Galilei,  aa  vie,  aoa  procte  et 
tontemporaina»  d*apr^a  lea  docamenta  originanx;  avec  an  poff- 
gra?d  d'apfia  rorigiaal  d'Ottavio  Leoni.  Paria,  a  I V0  Tbir. 

B.  Gerlach,  Lehrbuch  der  Mathematik.  Für  den  Schul-  und 
^tuiiterricht.    IV. :  Stereometrie  uud  sphärische  Xrigooome- 

gr.  8.    g*>h.    Dessau.    10  Ngr. 
O.-^iffborn,  Leitfaden  der  elementaren  Mathematik  für  Gym* 
bfibere  Bärger-  nnd  Oewerbeacbulen.  2.  Abtb«:  Lelt&den 
ebeneTi  Geometrie  und  Trigonometrie,   gr.  8^  geb.  Braun- 
eig.   1  TbIr.  0 

L  Helmea,  Elementar -Mathematik  nach  den  eedlirfhiaaen 
Unterrichta  atreng  vrlaaenaebäftlleh  dargestellt.  1.  Bd.:  Die 
iroetlk  und  Algebra,  gr.  8.  geb.  Hannover.  1  Thir.  22  Ngr. 
f.  G.  Mebler»  Hauptsätze  der  Elementar- Mathematik  zum 

auch  für  Gyranasieu  und  Realschulen.  2.  Aufl.  gr.  8.  ßer- 
15  Ngr. 

Th.  Wittstein,  Lehrbuch  der  Elementar- Mathematik.  2.  Bd. 
bth.:   {Stereometrie,  gr.  b.   geb.   Hannover.   21  Ngr. 

AritJunetilc. 

E.  ß.  Kummer,  Zwei  neue  Beweise  der  allgemeinen  Reci* 
itfttageaetse  unter  den  Resten  und  NIebtreaten  der  Potenzen» 
i  Grad  eine  Primsabl  lat  gr.  4.  geh.  Berlin.  14  Ngr. 
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F.  Matsok,  Siebenstellige  gemeioe  Logarithmeo.  Sier.-Aasg. 

4.  BraoD.   geh.   1  Tblr. 

Sm.  Spitzer,  Studien  über  die  Integration  linearer  Diffe- 
rential-Gleicbttiigeti.  2.  Fortaetz.   Wien.  8.   1  Thir.  4  Ngr. 

W.  Binns,  Elementarer  Unterricht  über  orthographische  Pro- 

jection  oder  das  geometrische  (Linear-)Zeichnen.  Aus  dem  Eng« 
liäcben  übersetzt  von  A.W.  Hertel.  %  Aull.  4.  geb.  Weimar. 
1  Thlr. 

H.  B.  L»ibsen,  Au8tührlitlies  Lehrbuch  der  Elementar- Geo- 
metrie. Ehene  und  körperliche  Geometrie.  Zum  Selbstunterrichte 
mit  RückMcht  ß,^!'  die  ^^ec|ce  des  f>fS^'^fj^^l  Lfbef^* (^arbeitet. 

5.  Aufl.    gr.  8.    Leipzig.    1  Thlr. 

C.  Spitz,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  zum  Gebrauche 
an  höheren  Lehranstalten  und  helni  Selbststudium.  2.  Aufl.  gr.  8. 
geb.  Leipzii^.   24  ISgr. 

—  —  Anhang  dazu.  Die  Resultate  und  Andeutungen  zur 
Auflösung  der  in  dem  Lehrbucbe  beindlidien  Aufgaben.  2  Aull 
gr.  8,  gQb.  iieipzig.   10  Ngr. 

Hm.  Weissenborn,  Die  Projectien  in  4er  Ebene.  NebM 
Flg.«rai:  Berlin.  «.  3  Tbli. 

6.  €b.  K.  Banfine«  Ole  geometriadien  Inatnimente  der  ge 
sammteo  praktlaebea  Geemetrie,  deren  Theorie,  Beschreibung 
und  Gebrauch.  Nebst  einem  Anhang  Ober  die  wichtigsten  Aus^ 
gleithungen  der  praktischen  Geometrie  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate,  ausgeführt  an  praktisch  -  geodätischen  Anfga** 
ben.  1.  Helt.  Hannover.  8.  Mit  81  Molzsclm.  1  Thlr.  6  Ngr. -! 
Inhalt :  Die  einzelnen  Theile  der  VViakeinie^ser  mit  fester  Unterlage; 

Heebanlk. 

Barth.  Price,  A  Treatise  on  Infinitesimal  Calculu^.  Vol.  IV. 
Tbe  Dynamics  of  Material  Systems.  London.  8,  6  Tb|r.  12  N^r. 

W.  Schräder,  Elemente  der  Meebanik  und  Maecbioenlfbre. 
2.  Tbl«:  Pydromephanik.  gr.  8.  geb.  Ifalle^.d.S.  1  Thhr* 20 P^gr. 

• 

JkalaNmmmde. 

Aonales  de  rObservatoire  imperit^l  de  Paris,  publiees  par 
U.  J.  Le  Verriß r.    Memoire»     Tome  VI.    Paris.    4.    9  1  hlr. 

Annaies  de  TObservatoire  in»periai  <i('  Paris,  pijbliees  p^f 
13.J.  Le  Ve^rier.  Observationa.  T- XVI.  1800.  Parisi.  4.  I^Tjilr. 
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UandalU«  (1er  Erde  p^d  de^.NiiaiiBels.  ISea  r^d^  Voüui-Aiwg« 
— 47.  Uef.   Imp.-Fol.  WeiiMr.  *  8  «gr. 

Fr.  de  Paula  Marqoez,  MemorU  a«bra  ß\  /ecilfiM  «ol 
J8 .4^  jolM»  de  imi  P^wWteadP  de  ^d«n  «||Mii«r..  Vadrid. 

Sch.roeid^r^  Si<M\ii«nfl9fiiMip-ßßobaieMu9gQ|k.UB.J4bre 
8.   geh.    Göttingen.  S  Ngr. 

W.  TOD  Freeden  and  T.  KOster,  Nautiedie  Udlfstafeln 
tet  £rlXitteranfi^n  Ober  dereit  Berechnang  vnd  Gebratftb.  Lez.*8. 

I.    OldeniMirg.    2  Thir  Ngr. 

C.  Bremiker,  Nautisches  Jahrbuch  oder  vollstänfliee  Ephe- 
riden  und  Tafeln  f.  d.  J.  LStU  zur  Bestimmung  der  l^änge.  Breite 
)  Zeit  zur  See,  nach  astronnmisdien  Beobachtungen  etc.  gr.  8. 
1    Berlin.   15  Ngr. 

R.  Zamara,  Bewegliehe  Windrose  zur  Auflösung  der  ge- 
bnilcb.  Probleme  auf  d.SeeicaHeti.  4.  cart.  Trieet.  2Tblr.2üNgr. 

I  Pbyeik. 

Aristote,  Physique,  oa  Lecona  aor  lea  princtpea  g^odraox 
i  la  natore.  Traduite  eo  fran^aia  peur  ta  preipi^re  foia  et  accom- 
gnde  d'one  parapbraae  et  de  tiotea  perpdtuellea  par  J.  Bartbd- 
Itay  Salnt-Hilaire.      vol.  Paria.  8.  6  Thtr.  20  Ngr. 

J.  Üub,  Üeber  den  Einflnaa  der  Oimeiiaiyoen  des  Eiaenkemes 
I  die  Intenaltät  der  Electroniagnete«  Eine  Experimeotal-Unter- 
chung.   gr.  8.    Berlin.   8  Ngr. 

'  A.  H.  Cmsmann,  Elemente  der  Physik  zum  Gebrauche  lür 
oberen  Clas8en  [iijherer  Schuleil.  gr.  8.  gel».  Leipzig.  IVgThlr. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1859.  Dargestellt  von 
r  physikalischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  XV.  Jahrg.  Red.  von 
Jochmann.    Berlin.   8.   4  ThIr.  10  Ngr. 

K.  Heis,  Die  Feuerkugel,  welche  am  AbeDde  dea  3.  Decem- 
r  1861  in  Uentacblaod  geaeben  worden  iat.  gr.  8.  geb.  Halle. 

Jal.  Trg.  Koslel,  Das  Blutlebeo  anf  raathematiacb^phyai* 
tliscbe  Geaetze  aorfickgefiibrt  Erlangen.  8.  20  Ngr. 

G.  Landgrebe,  Gmndztige  der  physikalischen  Erdkunde. 
Bd. :  Hydrologie  uud  Atmospbaerologie.  gr.  8.  geh.  Leipzig, 
ThIr. 

C.  Laurens,  Uebersichten  der  Witteruri«;  in  Oesterreich  und 
'  gen  auswärtigen  «Stationen  vom  Jahre  1859.  gr.  4.  Wien, 
.b.  1  Tbir. 
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A.  Pokoroy,  Uflber  die  Begrensung  uod  Vertbeiloiig  des 
natnmiiseiiaciiallllehen  Lebratoii  an  GynmMieD.  Ein  Vortrag, 
gr.  S.  geh.  Wien.  0  Ngr. 

Aind  Sdgein»  Coaeiddraftioo«  eiir  lea  eaueee  de  le  eofadaioii 
envUagdes  comme  ene  des  conndqaeDeee  de  l'attraction  newto* 
nienne  et  r^aaltats  qoi  »'en  d^duisent  pour  expliqaer  les  phäoo> 
nidnes  de  la  iiature.   Paria.   4.    Mit  2  Taf. 
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Systeme  t  üete«  oaA  WSrteFMelier. 

ß.  Feaux,  Rechnenbuch  und  geometrische  Anschauunsislehre 
zunächst  für  die  unteren  Gymnasialklassen.  2.  Aufl.  gr.  8.  geh. 
Paderborn.    12  Ngr. 

L.  Hoffmaniij  Mathematisches  Wörterbuch.  19.  Lief.  gr*8. 
Berlio.  20  Ngr. 

H.  Kinkeiin,  Allgemeine  Theorie  der  harniniiischen  Reihen 
mit  Anwendung  auf  die  Zahlentbeorie.    4.  geb.   Zürich.   10  Ngr. 

S.  F.  f.acroix,  Traite  elementaire  de  caicul  dtfferentiel  et  de 
calcul  inteural.  6*  edition ,  revue  et  augmentee  de  uofos  par  MM. 
Hermite  et  J.  A.  iSerret.  Tome  II.  Paris.  8.  Preis  beider 
Bände  5  Thlr. 

J.  Pathe,  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  den  Elementen 
der  Algebra  fflr  Unter- Gymnasien.  1.  Hft.  FQr  die  3.  Gymna- 
sialclasse.   gr.  8.    geh.    10  Ngr. 

J.  Worpitzky«  Beitrag zor  Integration  der Riceatischen  Glel- 
ebong.   Greifswald.  gr.  8.  geh.  15  Ngr« 

r 

H.  Es  eher.  Die  mathemalischen  Verbältnisse  der  Kreislinie 
QDd  der  Parabel,  gr.  8.  geh«  Zfirich.   10  Ngr. 

H.  Hellermann,  Sammlung  geometriseher  Aufgaben.  I.  ThI. 
l  Aufl.   12.  geh.  Coblenz.  7^  Ngr. 

J.  Helmes,  Elementar -Mathematik  nach  den  BedOrfnIssen 
des  ünterrichta  streng  wissensohaftlieb  dargestellt  2.  ThI.:  Die 
Planimetrie.  1.  Tbl.  gr.  8.  geh.  Hannover«  18  Ngr. 
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F.  Mann,  Das  ebene  und  das  körperliche  Dreieck.  Einema- 
tbeniatische  Parallele.   4.   geh.    Frauenleiil.    10  Nf^r. 

F.  Marek  er,  Ueber  wissenschaftliche  Schärfe  heim  Unterricbt 
in  der  iieoiuetrle.    4.    geh.    Meiiiiiigen.    4  iNgr. 

Sarres,  Geometrische  UntersuchunijeTi  über  Curven  höherer 
Ordnungen  und  Klassen.    4.    geh.    Wittenberg.    10  Ngr. 

O.  Schi  i.  in  i  1  c  h  ,  Grundzfige  der  wissenschaftlieben  Darstel- 
lung der  Geometrie  des  Maasses.  2.  ThI. :  Geometrie  des  Raumes. 
2.  Aufl.    gr.  8.    geb.    Eisenach.    1  Thlr.  7^  Ngr. 

G.  W.  Strauch^  Das  umgekehrte  Problem  der  BrennUoien. 
gr.  4.   Wien,    l  Thlr. 

F.  Unferdioger,  Ueber  die  einhüllende  Curve,  welche  eine 
constante  Länge  zwischen  zwei  sich  schoeideodeo  Geradeo  be- 
schreibt.   Lex.-8.   geh.    Wien.   4  Ngr. 

A.  Wiegand,  Lehrbuch  der  Stereometrie  wmd  sphärischen 
Trigonometrie  nebst  zahlreicheo  Uebungaaiifgaben.  4.  Attfl.  gr.& 
geh.  Halle  a.  d.  S.  15  Ngr. 

Tfa.  Wittsteifi,  Lehrbuch  der Elementar-Mathematik.  Lßti. 
2.  Abth.:   Planimetrie.  2.  Aufl.  gr.  8.  geh.  Hanno?er.  20  Ngr. 

G.  Junghann,  Tetraedrometrie.  l.Thl.:  Die  Goniometrie  dreier 
Dimensionen,    gr.  b.   geb.   Gotha.    1  Thlr. 

Annales  de  1  Obe>ervatoire  imperial  de  Paris,  {luitliees  pai 
ü.  J.  Lc  Verrier.  Observation».  Tome  lü.  1839-40.  Paria. 
4.    la  Tblf.  10  Ngr. 

Atlas  des  nördlichen  gestirnten  Himmels  für  den  Anfang  deJ 
Jahres  1855  entworfen  auf  der  konigl.  Sternwarte  üonn.  6.  uim; 
9.  Lief,   q».- Imp. -Fol.    Bonn.    ä3  Thlr. 

J.  B.  Hiot,  Etudes  sur  rastronomie  indienue  et  aar  Taatro 
nomie  chinoise.   Paris.    8.    2  Thlr.  15  Ngr. 

R.  Gaedechens,  Der  marmorne  Himmelsglobus  des  fürst 
lieh  Waldeckscbeu  Antikeolcabinets  zu  Arolsen.  Lex.-8.  geb.  Gol 
titigen.   15  Ngr. 

J.  H.  von  Al&dler,  Nachtrag  zu  der  Abhandlung  Ober  total 
Sonnenfinsternisse  mit  beaauderer  Beriicksicbtiguiig  der  Pinatef 
Utas  vom  tö.  Juli  186a   gr.  4.   geb.  Jmn.  ^  thlr.  15  Ngr. 

E.  Sehünfeld,  Beobacbtamgeu  tob  wändpdlieh««  Stoniei 
iM-K  24  Ngr. 

Tb.  Sichel,  LumurbilefafllifbBo  im  den  KaitiMbHMi  ^  Mil 
teialters.   Lex.*6L  geb.   Wien.  %  Ngr. 
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S|>örer,  Beohachdin^yen  van  Sonnenflecken  und  daraus  ab* 
Leitete  Elemente  der  Uotatiuo  der  Sonne,  gr.  4.  geb.  Anclani. 
Ngr. 

J.  Broun  er«  Sterre-  en  zeevaartkundige  tafelen,  benevens 
le  körte  verklaring  van  bare  inrigtuig  eii  liaar  gebruik.  INieu- 
diep.   8.  4  ThIr.  27  Ngr. 

Allgemeine  EncyklopSdie  der  Physik.  Bearbeitet  von  P.  W* 
ix  etc.   11.  Lief.   Lex  8.   geb.   Leipzig.   2  Thlr.  20  Ngr. 

Die  Fortechrilte  der  Physik  im  Jahre  18ea  10.  Jahrg.  Redig. 
D  E.  Jochmann.   1.  Ahtheil.  gr.  8.  Berliii.  2  Thlr. 

Tb.  Ger  ding»  Schale  der  Physik  Air  Lehranstalten  and  sum 
ivatgebraucb.  gr.  8.  geb.   Hannover.   I  Thlr. 

G.  Kirch  hoff,  Researches  on  the  Solar  Spectrum  and  the 
tectra  of  the  Chemical  Elements.  Translated  by  U.  £.  Rot>coe. 
)ndon.    4.    2  Thlr. 

J.  Laniont,  Der  Erdstroin  und  der  ZiKsaninienhang  dei>8eibeii 
it  dem  Magnetismus  der  Erde.    gr.  H.    Leipzicj.    geh.    1-i  Thlr. 

G.  Landgrebe,  Gruudzüge  der  physikalischen  Erdkunde. 
Bd.:  Hydrologie  und  Atmnsphärologie.    Leipzig.    8.   2  Thlr. 

L.  M.  Lauber,  Die  Grundlehren  der  Physik  vom  Standpunkte 
ner  idealen  Auffassung  des  Maturlebens,  gr.  8.  geb.  Thorn. 
f  Ngr. 

i   M.  A.  F.  Prestel»  Die  mit  der  Hohe  aunehroende  Tempera- 
r  als  Function  der  Wtndesrlchtung.  gr.  8.  geh.  Jena.  H  Thlr. 
G.  Poulett  Scrope,  Volcanoes;  the  Character  of  their  Phe« 

iiueita,  Üieir  Share  in  the  Structui  e  and  Composition  of  the  Sur- 
re of  the  Glohe,  ind  their  Relation  to  its  Internal  Forces;  ivith 

Descriptive  Catalomie  of  all  known  Volcanoes  and  Volcanic  For- 
ations.    2d  editioii,  revised  and  enlari^iMl.    liondon.   8.    6  Thlr. 

Uebersichten  der  Witterung  in  Oesterreich  und  einigen  aus- 
ärtigen  Stationen  int  Jahre  1860.  Zusammengestellt  an  der  k.  k* 
entraU  Anstalt  fiir  Meteorologie  und  Erdmagnetismus.  Wien.  4. 

Tbir. 

Vermischte  SeliiifteB. 

Abhandlungen  der  mathematisch -physikalischen  Classe  der 
Dnigl.  Bayerischen  Akademie  der  Wissenschaften.  9.  Bd.  2.  Abthl. 
r.  4.  geb.  Manchen.  2  Thlr.  20  Ngr. 
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Denlucbriften  der  k.  k.  Akademie  der  Wissenschafteo.  Matbe- 
matisch-natarwisseoschaftlicbe  Classe.  20.  Bd.  gr.  4.  geb.  Wien. 
10  Thir. 

L.  Euleri  opera  posttima  matheniatica  et  physica ,    a.  1844 
detecta,  quae  edideruiit  1*.  H.  Fuss  et  N.  Fuss.    2  Tomi.  gr.  4. 
*  Petropoli  et  Lipsiae.   geb.    15  Thlr.  18  Ngr. 

Verhandlungen  der  kais.  Leopoldiniscb-Carolinischen  Akade- 
mie der  Naturforscber.  XXIX.  Bd.  A.  U.  d.  T.:  No^  oruiii  actnnnn 
acaderoiae  Caesareae  Leopoldino-Carolinae  germanicae  naturat' 
curiosorum  tomas  vicesimus  nonus  seu  decadis  tertiae  tonius  nonus. 
Jena.  4.  Mit  99  Taf.  10  Tblr.  -  M.  A.  F.  Prestel,  Die  mit 
der  Hr>he  zunehmende  Temperatur  als  Function  der  Windesrich- 
tong.  Mit  3  Taf.  —  J.  H.  v.  Madler,  Nachtrag  zu  der  Abhand- 
lung im  28.  Bande  der  Verbandlungen:  „(jeher  totale  Soonenfin- 
sterDisee  mit  besonderer  Berfickeichtignng  der  Finsteroiae  am 
18.  Jnli  1800. "  Mit  5  Taf. 
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Ckesclalelite  der  Matbeiuatik  und  PliysiJc. 

Briefwechsel  zwiacheii  C.  F.  Gauss  und  H.  C.  Scbumaeher. 
Hemasgegeben  v.  G.A.F.  Peters.  4  Bde.  i;r.8®.  Hainbarg.  4Tblr. 

Systeme,  Iietir-  nnd  Wörterbücher« 

J.  A.  Grunert,  Lehrbuch  der  Mathematik  für  die  mittleren 
■  Classen  höherer  Lebranstalten.  ^.  Thl.:  Lehrbuch  der  ebenen  Geo- 
Bietrie.  5.  Ausg.  gr.  8.  geh.   Brandenburg,  21  Ngr. 

Arlthinetik. 

J.  Di  enger.  Die  Differential-  und  Integralrechnung  umfas- 
send und  mit  steter  Berücksichtigung  der  Anwendung  dargestellt. 
III.  Bd.:  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen*  Lex««8®. 
geh.  Stuttgart.  lThlr.l6Ngr.  Dessen  L  n.  IL  Bd.  2.  Aull.  Lex.-8<». 
geb.  ebendas.  5Tblr.  24Ngr. 

F.  Rum  m  er, .  Die  Buchstabenrechnung  und' die  Lehre  von  den 
GleicbuDgen.  Mit  einer  S^ammlung  von  Aufgaben.  L  ThI.  3.  Aufl. 
JTbIr.lONgr.  IL  Tbl.  2.  Aufl.  gr.S».  geb.  Heidelberg.  lThlr.5Ngr. 

i 

Ctoometrle- 

K.  U.  M.  Aschenborn,  Lehrbuch  der  Geometrie  mit Einschiuss 
:  dn  Goordinaten-Theorle  und  der  Kegelschnitte.  I.  Abschn.  Die 
ebene  Geometrie*  gr.  8^.  geh.   Berlin.  2  Thlr,  8  Ngr. 

Brenneeke,  Lehrbuch  der  Stereometrie  fDr  den  hShern  Schul- 
vnterricbtmitstereoskoplseh.  niastrat  gr.8^.  geh.  Berlin.  20  Ngr. 

G.  Jungbann^  Tetraedrometrie.  I.  ThI. :  Die  Goniometrie  dreier 
Oimeiislonen.   Mit  9  lichogr.  Taf.   Gotha.  8^.   1  Thir. 

C  O.  Meyer,  Ueber  die  Art  der  durch  Punkte  und  Tangen- 
tee  bestimmten  Kegelschnitte,  gr.  4.  geb.  Königsberg  LP.  6  Ngr. 

Tcigemoaietrie* 

C«  Heehel»  Lehrbneh  der  ebenen  Trigonometrie,  nebst  sabl- 
reiehen  üehw^saufgaben  Rlr  den  Schalgebrauch  und  .den  Selbst- 
toterriclit  bearbeitet,  gr .  8*^.  Dorpat  u.  Leipxig.  20  Ngr. 

—  —   Anhang  dasn.  gr.  8^.  geb.  Dorpat  u.  Leipzig.  3  Ngr. 

Cleodäsie. 

J.  J.  Biieyer,  Das  Messen  auf  der  sphSroldischen  Erdober- 
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fläche.  Als  Erifiotemiig  des  Entwurfes  zu  einer  mitteleuroplischeo 
GradmessoDg.  4^.  geb.  Berlin.  1  Thir.  10  Ngr. 

niceliaiillc» 

H.  Müller  II.,  Die  Rotation  der  runden  Artillerie- Geschosse. 
Gescbicbtliehe  Entwickelnng  der  Rotations  frage  seit  dem  Jahre  1737 
nod  ihr  gegenwirtiger  Standpunkt,         geb.  Berlin.  IThlr.lONgr. 

Praktische  IVecliaiiili* 

J.  Weisbacb,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen- 
Mechanik.  L  Tbl*:  Lehrbuch  der  theoretischen Meebanik*  4.Anfl. 
3.  u.  4.  Lief«      8.  geh.  Braunschweig.  1  Tbk. 

Annales  de  l'Observatoire  imperial  de  Paris,  publiees  par 
(].  J.  Le  Verrier.  Ubservations.  TomelU.  1841—42.  Parts.  4^. 
13  ThIr.lONgr. 

Astronomische  Nachrichten.  58.  Bd.  No.  1.  gr.  4®.  Uaiibarg. 
Preis  des  Bandes  5  ThIr. 

Handatlas  der  Erde  und  des  Himmels.  Neu  redig.  Volksausg. 
48.  49.  Lief.  Irop.  Fol.  Weimar,  a  8  Ngr. 

Dasselbe.  I^eu  redig.  Ausg.  66— 68.  Lief.  loip.-Fol.  Ebendas. 
a  10  INgr. 

A.  von  Waltenhofen,  Astronomie  u.  Optik  in  den  letstes 
Dec^nnlen.  Populäre  Skizze  der  Centraibewegung  des  Sonneo* 
Systems  und  der  optischen  Principlen  einer  Chemie  der  Gesttrne. 
Lex.-8^.  geb.  Innsbrack.  7  Ngr. 

Wantik. 

F.  Dumkc,  Nautische,  astronomische  u.  logarithmische  Tafeirf 
nebst  Erklärung  u.  Gebraut  hsanu  eisung  für  die  k.  preuss.  Navigations* 
Schulen.  3.  Aufl.  Lex.-8<>.  geb.  Berlin.  2iTblr.  lnengL£inb.2SThl^ 

Fiitjraik.  I 

G.  Kirckhoff,  UntetBueknageii  Uber  daaSonnenspecstnin  «■ 

die  Spectren  der  chemiscben  Elemente.   (Abdruck  aus  den  AM 

baiidiungen  der  k.  Akademie  der  Wissensch,  zu  Berlin  186L)  Zweif 

durch  einefj  AaliaiiL,  \  ermehrte  Ausi;.  IMit»3Tar.  Berlin.  V\  Thiii 
C.  V.  Remy,   DaiAtclluni;   (.It  r  (iestaiteii   des  octaedrische^ 

Systemes  als  Drillings-Hildungeit  iie^s  piramidalen  Systems,  mitljo 

rücksichtig.derstereoiiietr.  Verhältn.  gr.  8<>.  geh.  Innsbruck.  lONgil 
K.  J.  Schmarda,  Üeber  die  geometrischen  Vorbediugangfll 

der  treffsicheri»  Fernwirkung.    gr.  8.    geh.    Prag.    20  Ngr. 

A.  WüUner,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik  mit  iht^il 

weiser  Benutzung  von  Jamin's  cours  de  physique  de  T^cole  p"lyi 

technique.   I.  Bd.  1.  Abth.   Mechanik  u.  Akustik.  Lex.-8^. 

Leipaig.   2  Xbir.  16  iNgr. 
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Die  p&bsüiche  Akadumie  der  WiBSOOMhafteii  in  Rom  (Accadomia  Fon- 
tificia  de*  Naovi  Lincei)  hat  anter  dem  31.  Juli  1862  eine  mathematfache 
PreiBanlgabe  gestellt,  welcher  ihres  wigseiiBciiaftlicheii  LiteieflseB  wogen  die  wei-  ^ 
teste  Beaditung  va  wUnscfaen  ist  Die  Aufgabe  ist  in  einem  in  italieniBcher 
oad  doem  in  fianiOsiselier  Spradie  vedaasten  Firognunme  TerSffeatlicht  worden. 
JA  halte  es  Dir  ganfigead,  im  Folgenden  das  letstere  den  Lesern  des  Archm 
aätmÜneSkaj  Indem  ich  der  inteiessanten  nnd  wielitigett  An^gaho  leoht  viele 
BeariMiter  wflosefae.  >  Qrunort 


ACAD^I£  P0NT1FICAL£  DES  NUOVILINC£L 

PROGRAMiME  1*0ÜR  LE  PRIX  CARPI. 

It'AcadMe  dans  le  bot  de  confite  le  piix  aiuia^l,  londtf  per  la  gM- 
muo  dispofition  testamentaire  d*nn  de  ses  membrea  ordinaires,  fen  le  ebevaUer 
doclMir  Pierre  Carpi,  proposc^de  d^vdopper  le  Üihae  siiiTant 

X  H  £;  M 

„Bdsomd  de  la  m^ode  d'Enler  ponr  la  recherehe  des  raeines  imaginai» 
,Tes  dans  nne  ^nation  qndconqne,  et  son  application  anx  ^naHons  supdifcn- 
„  res  an  Se.  d£grd.  Examen  de  la  natnre  des  rdmltats  anx  qnels  coftdnit  faaa« 
,^rae  i«opoB^:  discnssion  oompli^  et  approibndie  de  oes  rtadtats:  lois 
,gte€rales  qui  en  d^rivent:  condosion  finale  snr  la  natmre  et  la  ▼aleiir  de  la 
amMuKle  enMrieane  dans  l'^tat  actnel  do  la  scienee.  (NtnAuth  m  Mo^sm 
aMI^Cmtontm,  auOor*  L,  EuUro,  T*  I,  eep,  ZX,  p.  107,  iMgdmi  17970 

^CLAIBCISS£M£NT. 

It'inoomparable  Enler,  tpite  avoir  avec  son  habilete  ordinaire,  d^oit 
des  transcendantes  dn  oerde,  nne  m^thode  nonveHe  ponr  la  recherehe  des  divi* 
aears  Imaginaires  dans  nne  ^nation  qndoonqne,  ponr  en^  constater  l'asage  et 
reAeadtd,  laiss^  de  cot€  tontes  les  aatres,  Tappliqua  anx  ^qnations  fintdows 
et  ibHStMittv«  <rHt6flMs,  en  donnont  lenr  sdntion  g^^rale,  aocompagn^  de 
quelques  indications  snr  ka  d&ivattves  d'un  plus  grand  nombre  de  tennes,  ainsi 
qn'il  cat  plus  amplcment  expliquc  lans  Ic  chnp.  IX  de  son  adnürable  intro- 
(luction  It  Vanaljse  des  infinis.  Un  tcl  procede  inspirsiit  spontan^ment  la  pen* 
ste  d'essayer  cettc  mothodc  dans  Ics  cqutitions  d*an  d^r^  sncoesdvemcait  anp^ 
riemr  au  sccond,  afin  d'  cn  mettrc  en  luinifcrc  le  caractbrc  et  la  valeur  dans 
les  questions  d'  analysc  alf^^hrit^uc.  C*  est  dans  er  but  qu*  a  6t4  rcdigö  le 
th^me  par  Icquel^  tout  on  muintenunt  ]o  principe  d*Eulcr,  mais  profitant  dnns 
jsoii  ap})liciitlon  et  dnns  la  discnssion  coinjilcte  dea  rcsultnts,  de  toutcs  los  nou- 
velles  rcssourccs  de  l;i  scienee  unalytitjuc ,  et  tri;xonom€tri(iue .  il  est  propose  de 
detinir,  an  moycn  d'on  jngement  raisonne,  l  etenduc  et  leä  Umitcs  de  la  dito 
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mäthode,  (Inns  V6tat  actuel  de  la  sdence.  De  Ik  doit  ressorthr  le  Principal^ 
m^rite  du  rudraoire  en  qucstion. 

Bien  quc  cette  etude  pnraisse  presque  iiniquemcnt  se  rattacher  au  pcr- 
fectionnement  de  1'  analyse,  eile  n'est  neanmoins  pas  otraiigbre  anx  progr^  de 
Iä  g^om^trie,  d*  apres  Ic  rapport  mutael  qui  lie  les  lacteurs  imaprinaires  »les 
dquatiuns  aiix  proprietes  liomologues  des  sictious  angulaires;  uinsi  qu'eu  paitie 
le  rdvMent  les  celebres  thooreineB  cidometriques  <lo  Moivre  et  de  Colcs. 

L'A(  addmie,  eu  rameuaut  sur  ce  point  les  jeuucs  mathcmaticiens ,  prind- 
palemeut  cn  Italic,  k  la  meditation  toujours  feconde  des  classiques,  a  la  con- 
fiance  de  TOir  oonfinn^e  de  nonveau^  pai*  leurs  travanx  la  ir^rite  quo  Ic  grand 
philosophe  aini(ni9ait  ''aux  gcom^tres  de  son  eiMe  arec  son  trait^  original 
iflimla  maierionm  dwersUas  in  pbtra  voUtmina  fa^  excretcere  potuwM;  «ei' 
omfifts,  guantum  ßeri  potuft ,  Um  suecmete  proposui,  ut  ttbique  fundamentim  dai' 
riume  ^guidem  expUearetur,  lAerior  vero  «mipl^lScatib  indusüriae  Leetortim  rdi^ 
queretur;  gw  habeantj  qmbu»  vtrei  stuu  exeroeant,  ßnesque  Ana^seos  idkrm 
promovetmtm  Negue  enän  vtmar  pn^Ueri,  in  hoc  Idbro  non  mbm  miuUa  f^Mt 
now»  eott^neri}  $ed  «Harn  fonies  ease  detedos  unde  phuima  uu^ma  inventa  ad' 
iue  hmtriri  queanL'*   (Enler,  dans  la  jHr^oe  dn  m£me  ourrageT  p-  X) 

CONDITIOKS. 

l^.  Lea  m^moires  sur  raxgnineiit  propose  devront  6tre  i€dig^  en  Halieni 
ou  en  latin,  ou  en  fran9ai8 :  miUe  autre  langae  n'  est  admtse. 

8^.  CShaqne  m^moixe  portera  aar  aon  frontiapice  nne  Epigraphe,  qui  «en 
i^^t^  >  rezt^rieur  d'vne  enveloppe  caebet^,  dans  laqnelle  se  trouveront  1« 
vom,  et  V  advease  de  1*  autefar. 

S^.  On  ouTTira  senlement  V  enveToppe  oorretpondante  an  memoire  qui  auia 
oVtenu  le  pnx. 

4°'  Si  les  anlenra,  qni  anront  obtenu  unc  mention  honorable,  desirent 
qne  V  acadimie  publie  leur  nom,  il  faudra  qu'  ils  en  fasscnt  la  demande  dai» 
les  qiiatre  mois  qui  aoivront  le  jour  ob  le  prix  aura  ct€  d^cem^j  ce  terms 
ex^it6  les  enveloppes  scront  brulees  sans  6tre  decachetccs. 

5**.  L'aca<lemie  a  decide  qtic.  a  l'exception  de  ses  trcnf^  mcmbres  ordi- 
naires,  chacun.  quelle  que  soit  sa  naiionalito ,  pourra  coTK  nnnr  pour  co  prix, 

G*'.  Chaqiic  mefaioire  avec  V  enveloppe  crHlnnci'  corrcspondante .  dcvra 
etre  envove  Jranco  a  Tacademie,  avant  le  derniei  jour  du  mois  de  jniii  1863, 
date  de  la  clöture  du  concours. 

7**.  Le  prix  sera  deccme  par  1'  acaddmie  dans  la  premiere  s,uaiia  d« 
d^cembre  1863,  et  consistera  eu  «ne  mddaille  d*  or  de  la  valour  de  ci/*^ 
Cents  francs. 

8".  Le  memoire  couronne  sera  public  dans  les  Atti  de  1  Aead^mic,  et 
r  auteur  en  recevra  cinqnante  exemplaires. 

Rome  31  Juillct  1862.  ' 

Lc  President 
Düc  Massimo. 

Le  ueritaire 
P.  VoLPICSLLI. 
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